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Resumo

SILVA, Gheyza Ferreira da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2011.
Emparelhamento de arestas de poligonos gerados por grafos. Orientador:
Mercio Botelho Faria. Co-orientadores: Catarina Mendes de Jesus e Kennedy Martins
Pedroso.

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de emparelhamentos de arestas
para poligonos hiperbdlicos com 12g — 6 arestas e angulos iguais a 27/3 gerados por
meio de grafos trivalentes, no caso em que o quociente do plano hiperbdlico por um

grupo Fuchsiano I' (gerado pelo emparelhamento do poligono), B & uma superficie

T
fechada de género g, g > 2. Assim, fizemos um estudo para o caso de g = 2 baseado
em [10] e para o caso de g = 3, baseado em [17]. Neste trabalho, ndés deduzimos
duas formas de obter os caminhos fechados nos grafos trivalentes citados em [10] e
[17] e contribuimos com exemplos e resultados para casos em que g > 3. Além disso,

encontramos generalizagoes para alguns desses emparelhamentos de arestas.
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Abstract

SILVA, Gheyza Ferreira da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2011.
Side-pairing of polygons generated by graphs. Advisor: Mercio Botelho Faria.
Co-advisers: Catarina Mendes de Jesus and Kennedy Martins Pedroso.

This work has as main objective the study of side-pairing patterns for hyperbolic
polygons with 12g — 6 edges and angles 27 /3 generated by trivalent graphs, in the case
when the quotient of the hyperbolic plane by a Fuchsian group I' (generated by the
side-pairing of the polygon), ]H%, is a closed surface of genus g, g > 2. So we did a
study in case of g = 2, based on [10] and for the case of g = 3, based on [17]. In this
work, we deduce two ways to get closed paths in the trivalent graphs cited in [10] and
[17] and we contribute with exemples and results for cases of g > 3. Moreover, we find

generalizations for some of these side-pairing patterns.



Introducao

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de emparelhamento de arestas de
poligonos hiperbdlicos com 12g — 6 arestas e angulos iguais a 27 /3 gerado por meio de

grafos, no caso em que o quociente do plano hiperbdlico por um grupo Fuchsiano I,
2

H
T
a tesselagdo {12¢g — 6,3}. Uma das motivacoes para o estudo de emparelhamentos das

é uma superficie fechada de género g > 2. Assim, esses poligonos estao associados

arestas de poligonos hiperbélicos com 12g—6 arestas associados a tesselagao {12¢g—6, 3}
é que tais tesselacoes fornecem empacotamentos de esferas com densidade méaxima e,
portanto, estao relacionadas com a construgao de cédigos 6timos cuja probabilidade de
erro é minima (veja [4]).

Em [10], Jorgensen-Naatanen fez o estudo para o caso de g = 2, mostrou que, a
menos de reflexao, temos 8 formas diferentes de emparelhar as arestas de um poligono
fundamental P com 18 arestas, tal que a superficie correspondente S é compacta,
orientavel de género 2 e o grafo induzido formado pela fronteira de P tem 9 arestas
e 6 vértices, onde cada vértice possui exatamente 3 arestas, veremos este caso no
Capitulo 2. Com ajuda do computador, Lee Mosher, em [15], mostrou que existem 1726
tipos diferentes de emparelhamentos de poligonos fundamentais Pia,_¢ para gerar uma
superficie de género 3. Se desconsiderarmos as imagens espelho desses padroes, entao
sao essencialmente 927 padroes de emparelhamentos. Utilizando métodos semelhantes
ao de [10] e considerando g = 3, Gou Nakamura, em [17] (veremos parte deste na se¢ao
3.1) através de grafos trivalentes obteve os 927 padroes de emparelhamentos.

Em nosso trabalho, deduzimos duas formas de obter os caminhos fechados nos
grafos trivalentes citados em [10] e [17]. Utilizando métodos semelhantes, estudamos
alguns casos para g > 3, onde obtemos emparelhamentos de arestas para poligonos
com 12g — 6 arestas, tais que todos os ciclos de vértices tem comprimento 3. Desse
modo, temos que o grupo gerado pelo emparelhamento das arestas desses poligonos
nos fornece, através do quociente pelo plano hiperbdlico, uma superficie de Riemann S
compacta orientavel de género g. Além da proposta inicial, encontramos generalizagoes
para alguns desses emparelhamentos. Em [6], [7], [8], Faria e Palazzo construiram as

generalizacoes dos 8 casos possiveis de emparelhamentos para poligonos com 18 arestas



correspondentes a g = 2 no ladrilhamento {12¢g — 6, 3} e que podem ser vistos na figura
2.14. Descreveremos abaixo brevemente os capitulos do presente trabalho.

O objetivo do primeiro capitulo é introduzir algumas defini¢oes e resultados que
serao usados ao longo deste trabalho. Iniciaremos com o conceito de Transformagao
de Mobius que sao transformagoes que mantém invariante o plano hiperbdlico, quando
representado nos modelos FEuclidianos de Poincaré, assim como o conjunto das linhas
retas nesses modelos. Em seguida, apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos
de Geometria Hiperbdlica. Nao demonstraremos a maioria dos resultados apresentados
os quais podem ser encontrados nas referéncias bibliograficas [1], [19], [21], [12] e [5].
Abordaremos também conceitos e resultados béasicos da teoria dos grafos e topologia
de superficies, cujas principais referéncias sao [13], [22], [2], [23], [18], [11], [22] e [16].

No segundo capitulo, mostraremos que, desconsiderando a orientacao, existem 8 for-
mas essencialmente diferentes de emparelhar as arestas de um poligono fundamental
de 18 arestas para obter uma superficie fechada de género 2. Isto é feito primeiramente
exibindo os possiveis grafos G associados e entao estudando os caminhos fechados que
cada grafo permite. Através desses caminhos fechados em G obtém-se oito empare-
lhamentos distintos para P, onde esses 8 padroes ocorrem como regioes de Dirichlet.
Estes sao vistos pela construcao de um poligono de 18 arestas com angulo %’T e usando
o teorema de Poincaré. Através da identificacao das arestas, relacionadas pelos empa-
relhamentos, obtem-se uma superficie fechada correspondente com género g = 2. A
principal referéncia para este capitulo é o artigo [10].

No terceiro capitulo, faremos o estudo do caso g = 3 baseado em [17] e apresentare-
mos nossa contribuicdo que consiste em construir, através de grafos trivalentes citados
em [17], novos grafos para g > 3 afim de obtermos emparelhamentos de arestas de
poligonos fundamentais hiperbolicos com 12g — 6 arestas, tais que todos os ciclos de
vértices tenham comprimento 3. Assim, temos condi¢ao de concluir que o grupo gerado
pelo emparelhamento das arestas desses poligonos nos fornece através do quociente do
plano hiperbélico, uma superficie de Riemann S compacta orientavel de género g.

No quarto capitulo, apresentamos as generalizacoes das proposigoes, vistas no capi-
tulo anterior, sobre emparelhamentos de arestas dos poligonos fundamentais hiperbdlicos
com 12g—6 arestas e angulos internos iguais a 27/3, onde todos os ciclos de vértices tem

comprimento 3 e portanto, sao dominios fundamentais do ladrilhamento {12g — 6, 3}.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é introduzir algumas definigdes e resultados que serao usados
ao longo deste trabalho. Iniciaremos com o conceito de Transformacao de Mobius que
sao transformacoes que mantém invariante o plano hiperbédlico quando representado
nos modelos Euclidianos de Poincaré, assim como o conjunto de suas linhas retas
nesses modelos. Em seguida, apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos
de Geometria Hiperbdlica, de Teoria dos Grafos e de Topologia de Superficies. As
principais referéncias para este capitulo sao [1], [19], [21], [12] e [5] para as se¢Oes de
Transformagoes de Mobius e Geometria Hiperbdlica, e [13], [22], [2], [23], [18], [11], [22]

e [16] para as segoes de Teoria dos Grafos e Topologia de Superficies.

1.1 Transformacoes de Mobius

Nesta secao, veremos que uma transformacao de Mobius de R® = R"U {o0} é uma
composi¢ao de um numero finito de reflexdes em hiperplanos e inversoes em esferas. O
nosso interesse no estudo dessas transformacoes é o fato de que sao as transformacoes
que mantém invariante o plano hiperbdlico quando representado nos modelos Euclidi-
anos de Poincaré, assim como o conjunto de suas linhas retas nesses modelos. Sendo
assim, veremos esses dois tipos de transformagoes de Mobius, as reflexoes e as inversoes,
suas principais propriedades geométricas e sua representacao matricial. As referéncias

mais utilizadas nesta se¢ao sao [1], [19], [21] e [5].

1.1.1 Transformacoes de Mobius no plano Euclidiano

Inversoes
Seja IT um plano euclidiano, transformagoes geométricas do plano IT em si mesmo

associam a cada ponto P do plano um outro ponto P’, denominado imagem de P sob



a transformagao. O ponto P é chamado antecedente de P’.

Defini¢ao 1.1.1 Seja IT um plano euclidiano e seja C = C(O,r) um circulo em 11 de
raio v e centro O. A inversao ic : Il — {O} — 11 — {O} em torno de C, € tal que
dado P € 11, P # O, ic(P) € o unico ponto P’ da semi-reta O—}>7 tal que

|OP| - |OP'| = r*. (1.1)

Os pontos P e P’ sdo chamados pontos inversos em relacao a C' (ver Figura 1.1).
A partir desta definicao decorre que, se P’ é o ponto inverso de P, entao P é o inverso
de P'.

C

Figura 1.1: Inversdo de um ponto em um circulo. Figura reproduzida da pdgina 3 em [21].

Observagao 1.1.2 Entenderemos por interior de C' o conjunto {P € Il | |[P—0| < r}
e por exterior de C' o conjunto {P €Il | |P — O| > r}.

Uma inversao permuta as partes interna e externa do circulo C, uma vez que para
OP < r temos OP' > r, e para OP > r temos OP" < r. Os unicos pontos do plano
que permanecem fixos sob a inversao sao os pontos sobre o préprio circulo C'.

A regra (1.1) nao define uma imagem para o centro O. Note que se um ponto méovel
P aproxima-se de O, a imagem P’ se afastara cada vez mais de O. Por esta razao,
adicionamos a II um ponto que denotaremos por oo e vamos chama-lo de ponto no
infinito de II. Assim, dizemos que o ponto O corresponde ao ponto no infinito sob a
inversao, ou seja, ic(0) = 00 e ic(oc0) = O.

Dessa forma, a aplicacao inversao
ic : TU{oo} — TTU {0}
¢ uma bijecao.

Proposicao 1.1.3 A inversao transforma retas e circulos em retas ou circulos. Mais

precisamente, seja C' um circulo de centro O e raio v, apds uma inversao:

4



(a) Uma reta que passa por O é levada em uma reta que passa por O.

(b) Uma reta que nao passa por O € levada em um circulo que passa por O.

(c) Um circulo que passa por O € levado em uma reta que ndao passa por O.

(d) Um circulo que nao passa por O € levado em um circulo que ndo passa por O.

Demonstracao: A afirmagao (a) segue da defini¢ao de inversao, qualquer ponto sobre
a reta tem como imagem um outro ponto sobre a mesma reta, de modo que, embora
os pontos sobre a reta tenham suas posi¢oes permutadas, a reta como um todo é
transformada nela mesma.

Para provar a afirmacao (b), trace uma perpendicular de O até a reta | (Figura
1.2). Seja A o ponto onde esta perpendicular encontra [ e seja A’ o ponto inverso de
A. Marque um ponto P # A sobre [ e seja P’ seu ponto inverso. Pela definicao de
inversao temos, OA' - OA = OP'-OP = r? e dai

ox _or
OP'  OA’

E como POA é um angulo em comum, os triangulos OP’A’ e OAP sao semelhantes.
Portanto, o angulo OP’A’ é um angulo reto. Por resultados da geometria elementar,
segue-se que P’ estd contido no circulo K com diametro OA’, de modo que o inverso

de [ é este circulo.

Figura 1.2: Inversao de uma reta 1 em uma circunferéncia. Figura reproduzida da pdgina 4 em [21].

A afirmacao (c) segue-se agora a partir do fato de que como o inverso de [ é K,
o inverso de K é [. De fato, considere uma circunferéncia K passando por O. Seja
OA’ um diametro de K e seja P’ um ponto do circulo K distinto de A’. Sendo A, P
respectivamente os inversos de A’, P’. A semelhanca de tridngulos acima implica que o
angulo OAP ¢ reto, pois OP' A’ é reto. Assim, o ponto P esta na tnica perpendicular

ao suporte de OA" em A. A imagem do circulo K é entao a reta AP.



Vamos agora provar a afirmacao (d). Seja K um circulo qualquer que nao passe por
O, com centro em M e raio k. Para obter sua imagem, trace uma reta por O cortando
K em A e B e, determine como as imagens A’, B’ variam quando a reta passando por
O corta K de todas as maneiras possiveis (Figura 1.3). Trace uma reta tangente a K

a partir de O e seja T' o ponto de tangéncia.
Sejam as distancias OA,OB,OA’,OB’',OM,OT dadas por a,b,a’,b',m,t. Pela

definicao de inversao, temos aa’ = b’ = r?, e por uma propriedade geométrica ele-
mentar da circunferéncia ab = t2. Se dividirmos as primeiras relacoes pela segunda,
obteremos )
a v or 9

= — = = C

b a 2
onde ¢? é uma constante que depende somente de 7 e t, e é a mesma para todas as
posicoes de A e B.

Por A’ trace uma reta paralela a BM encontrando OM em (). Seja OQ = q e
A'Q = p. Entao, os triangulos A’OQ e BOM sao semelhantes e q/m = a'/b = p/k.
Logo,

ma 5 ka'

q=——=mc e p=—=ke

b

Isto significa que, para todas as posigoes de A e B, o ponto () serd sempre o mesmo
sobre OM e a distancia A’'Q) tera sempre o mesmo valor. Analogamente, B'Q) = p, uma
vez que a'/b = ' /a. Assim, as imagens de todos os pontos A, B sobre K sao pontos

cuja distancia a () é sempre p, ou seja, a imagem de K é um circulo.

Figura 1.3: Inversdo de um circulo que nao passa por O. Figura reproduzida da pagina 5 em [21].

O
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Definicao 1.1.4 Dada uma reta | de 11, a reflexao em | é a aplicagao i; : 11 — 11
que associa a cada ponto P € I1 um ponto i;(P) tal que o segmento de reta por P e
ii(P) € ortogonal a l e intersecta a reta | em seu ponto médio. Isto quando P nao
pertence a r, se P €l fazemos i,(P) = P (Figura 1.4).

Proposicao 1.1.5 Seja i; a reflexao em uma reta l entao, para todo circulo C, i,(C')

¢ um circulo (Figura 1.5).

Proposicao 1.1.6 Seja i; a reflexao em uma reta l e seja C' um circulo ortogonal a l
entao i,(C) = C (Figura 1.6).

¢

Figura 1.4: Reflexdo de um  Figura 1.5: Reflexio de um  Figura 1.6: Reflexdo de um

ponto em . circulo em 1. circulo ortogonal a 1 em 1.

1.1.2 Transformacoes de Mobius em um espaco de dimensao
arbitraria

Podemos introduzir sem qualquer esforco adicional as transformacoes de Mobius de
espacos de dimensao arbitraria. As demonstracoes de muitos dos resultados citados

nessa se¢ao, podem ser encontradas na se¢do 3.2 de [1] e nas secoes 2.1 e 2.2 de [5].

Inversoes

Consideremos o espaco euclidiano n-dimensional R” e sua compactificacao por um
ponto R" = R" U {o0}, onde as vizinhangas do assim chamado ponto ideal oo sao os
conjuntos da forma (R™\ A) U {co} onde A é um conjunto compacto qualquer de R™.

Com esta topologia, R™ é homeomorfo a esfera

S*={x = (21, .s Tn1) € Ryy1 | |2 =23... + 22, = 1}

De fato, considerando a imersao



Figura 1.7: Projecao Estereogréfica.

7 R™ — Rt
(T1, ey y) —> (X1, .y ) = (21, ..., Ty, 0)

e N = (0,...,0,1) o polo norte da esfera S™. Seja IIy : S"\{N} — i(R") = R"
definida da seguinte forma, dado um ponto x € S"\{N}, considere a semi-reta Nz.
Sendo x # N, sua ultima coordenada é diferente de 1, logo a semi-reta ]7:2 intersecta
o hiperplano i(R™) em um unico ponto que denotaremos por Ily(z). Os pontos da
semi-reta Nz sao da forma N +¢(x — N), com ¢t > 0. Um tal ponto estd no hiperplano

R™ quando sua ultima coordenada for igual a zero, ou seja,

o o
Nx = N+t(zx—N) N Nx = (0,...1)+t(xy —0,...;xp41 — 1)
Tpy1 = 0 Tpy1 = 0
=1+tx,1—1)=0=>1t= 1_;“1
Entao,
1
IT = — vy T, 0).
N(x) 1_xn+1 (xlv y L )

Podemos verificar diretamente que I1y é um homeomorfismo. Além disto, se ()5,

for sequéncia em S™, constatamos que

lim 2" = N <= lim |lIy(2")] = oc.
n—oo n—oo
Logo, ao adicionarmos um ponto ideal a R™ e definirmos suas vizinhancas como

acima, a projegao estereografica se estende a um homeomorfismo I : S — R".

Observagao 1.1.7 Denotaremos por S.(a) a esfera de R™ de centro a e raio r. Por
interior de S,(a) entendemos o conjunto {x € R"||x —a| < r} e por exterior de S,(a)
o conjunto {x € R"||x —a| > r}.



Defini¢ao 1.1.8 Dada uma esfera S = S.(a) no espago euclidiano a inversao
s :R" — R"™ em torno de S € a aplicacio tal que ig(a) = oo, ig(0c0) = a e para
T # a,00, ig(x) é o tinico ponto da reta ax tal que |a — x||a — ig(z)| = 2.
Proposicao 1.1.9 Dada uma esfera S = S,(a), temos que para todo x # a, 0,

, T—a

Zs(l’) =a+r |LL’—CL|2'

Demonstragao: De fato, os pontos x, a e a + r? |;”__;T2 sao colineares e

B B , T—a r—a
la — x| |a (a—i—r |x—a|2) PR—F
a— _

) x\h —r|=

O

Observagao 1.1.10 Daqui por diante entenderemos por esferas tanto as esferas S,.(a)
como hiperplanos compactificados Py(a) U {oo}. Denotaremos por ¥ as esferas
P,(a) U {o0}, onde Py(a) = {x € R*|(x,a) =t} é um subespago afim de R™.

s

Proposicao 1.1.11 Seja is a inversdo na esfera S entao, para toda esfera ¥, ig(X) €

uma esfera.

Corolario 1.1.12 Sejam S = S,.(a) ¢ S" = S,/ (da’) esferas e P = P,(b) um hiperplano.
Entao,
1. Sea € P,ig(P)=P e sea¢ P entio ig(P) € uma esfera contendo o ponto a.

2. Sea €S, ig(S") € um plano e se a ¢ S', entdo is(S") é uma esfera.

Dizemos que duas esferas sao ortogonais quando o angulo entre suas retas tangentes

num ponto em comum é 7/2 (Figura 1.8).

Figura 1.8: Esferas ortogonais.



Proposicao 1.1.13 Sejam S = S,.(a) uma esfera e is a inversio em S. Seja ¥ uma

esfera ortogonal a S entdo ig(X) = X.

Definicao 1.1.14 Uma aplicagao diferencidvel ® : R — R™ ¢ dita conforme quando

® preserva angulos entre curvas continuamente diferencidveis.

Proposicao 1.1.15 Para toda esfera S = S,(a), a inversao ig € uma aplicagdo con-
forme de R™\{a}.

Proposicao 1.1.16 Para toda esfera S = S,(a), a inversao reverte a orientacio de

R™\{a}.
Reflexoes

Definicao 1.1.17 Consideremos um hiperplano compactificado P = P,(a) U {oco}. A
reflexdo ip em P € a aplicacio que a cada ponto x € R™ associa um ponto ip(x)
tal que o segmento de reta por x e ip(x) € ortogonal a P e intercepta o plano P em
seu ponto médio. Em particular, ip mantém fizos os pontos de Py(a) e por defini¢do

ip(00) = 00.

Proposicao 1.1.18 Dado um hiperplano compactificado P = Py(a) U {cc} para todo

xz € R"™ temos:

Demonstracao: Consideremos o hiperplano P;(a) = {y € R"|(y,a) = t} temos que o
vetor a é ortogonal a Pj(a). Assim, se considerarmos IIp(z) a projegao ortogonal em
P,(a), temos que (Ilp(zx),a) = t, pois llp(x) € Py(a) e x — I p(z) = Aa. Logo,

(x —Tp(x),a) = (Aa,a)
(x,a) — (Ilp(x),a) = X a, a)
N S T

Mas ip(x) = z — 2(z — Illp(x)) e fazendo as substituigoes necessarias nesta ultima

equacao obtemos que
<£L’, a) —1

ip(r) =2 —2 al?

O

Teorema 1.1.19 Dados um hiperplano P e pontos quaisquer x, y € R", |z — y| =

lip(z) —ip(y)l.
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Teorema 1.1.20 Seja ip a reflexao em um hiperplano P entao, para toda esfera 3,

ip(0) € uma esfera.

Teorema 1.1.21 Sejam P = P,(a) um hiperplano P e ip a reflexdo em P. Seja ¥

uma esfera ortogonal a P entao ip(X) = X.
Teorema 1.1.22 Para todo hiperplano P = P,(a) a reflexdo ip € conforme.

Teorema 1.1.23 Para todo hiperplano P = P,(a) a reflexdo ip inverte orientagdo.

1.1.3 O Grupo de Mobius

Definicao 1.1.24 Uma transformacgao de Mobius de R" ¢ uma composicao de

um numero finito de reflexoes em hiperplanos e inversoes em esferas.

O conjunto de transformacoes de Mébius de R" é um grupo com a operagao com-
posigao chamado de grupo geral de Mdgbius, o qual denotamos por GM (R").
Vamos verificar que GM (I@") é um grupo. De fato, temos da definicao que este é

fechado por composicao. Além disso,
e A composicao é associativa,

e Todo elemento possui inverso. Basta observarmos que cada gerador o de GM (HAQ”)

(uma inversao ou um reflexao) é um elemento de ordem 2, ou seja, o = Id;
e Pelo item anterior Id € GM(HAQ”), eldoo =00ld=o,paratodo o € GM(HAQ”)

Logo, GM(R™) é um grupo em relagao a operagao composicao.
Neste estudo, teremos maior interesse em transformacoes de Mobius que preservam

a orientagao de R™. Assim, consideremos a seguinte definigao.

Definigao 1.1.25 O grupo de Mébius M(R™) é um subgrupo de GM(R™) formado

pelas transformagoes de R™ que preservam a orientacdo.

Notemos que, sendo as reflexdes e as inversoes elementos que invertem a orientagao
de R", temos que um elemento qualquer o2 de GM (@”) preservara a orientacao se, e
somente se, for composi¢ao de um niimero par de inversoes e reflexoes. Pode-se verificar
que a inversa de um elemento que preserva orientagao também preserva orientacao,

assim como a composi¢ao de dois tais elementos.
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1.1.4 Transformacoes Lineares Fracionarias
A definicao abaixo estd baseada em [20], pagina 197.

Definicao 1.1.26 Uma transformacao linear fraciondria é uma transformacgao

T:@%@dadapor
az+0b
T(z) = )
(2) cz+d

com T(—d/c) = oo, T(c0) =a/c se c#0 e T(00) =00 se c =0, onde a,b,c,d € C.

Uma transformacao de Mobius pode ser vista como uma transformacao linear
fraciondria T'(z) onde ad — be # 0.

Seja M o conjunto das transformacoes de Mobius, temos que M = M (@2) (ver [1]
pg.57) onde M (1@2) é o grupo das Transformagoes de Mdbius que preservam orientacao.

Agora, consideremos o grupo linear especial SL(2,C)

b
SL(2,C) = {A: “ d] | a,b,c,d € Cead—bc=1 }
c
Para cada A € SL(2,C) associemos a transformagcao linear fraciondria
TA : @ — @
2

Temos que a aplicacao

¢ : SL(2,C) — M
A — TA’

é uma acao de grupo.
De fato,

- T14(z) = z para todo z € Celde SL(2,C) aidentidade de SL(2,C).
- Tup(2) = Tu(Tp)(z), para todo A, B € SL(2,C), z € C.
Claramente, ¢ é sobrejetora. O nticleo de ¢ é o conjunto

az+b
K={AeSL(2,C) | ot d

Assim, pelo Teorema dos isomorfismos, a aplicacao

=z, com z € C} = {Id, —Id}.

— M é um isomorfismo.

- . SL(2,0)
¢ {Id,—Id}

Denotamos por PSL(2,C) = % = U{A, —A}, este é chamado grupo linear

especial projetivo. Dessa forma, segue o importante resultado:
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Teorema 1.1.27 O grupo PSL(2,C) € isomorfo ao grupo M.

Ou seja, o grupo linear especial projetivo é isomorfo ao grupo das transformacoes

de Mo6bius que preservam orientagao.

1.2 Geometria Hiperbdlica

Nesta secao, apresentaremos dois modelos para a geometria hiperbdlica plana, o mo-
delo do semi-plano superior e o modelo do disco unitario. Veremos algumas definigoes
e resultados em cada um desses modelos. Para um tratamento mais completo recomen-
damos [1], [19], [12], [5] e [4].

1.2.1 O modelo do plano de Lobatchevski

Defini¢ao 1.2.1 O modelo do plano de Lobatchevski (Semi-plano Superior) é dado

pelo conjunto
H? ={z€C| Im(z) >0} = {(z,y) €R* | y > 0}

com fronteira
OH® = {z € C | Im(z) = 0} |_J{oo}

2 2
U g2 = dotdy
y

dotado da métrica riemanniana

Munidos com uma métrica, nés podemos determinar o comprimento de curvas, a

area de regioes e definir angulos. Dessa forma, temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2.2 Seja I = [0,1] e v : I — H? uma curva continuamente diferencidvel

por partes, onde y(t) = (z(t),y(t)). Entdo, o comprimento ||| da curva v([0,1]) é

1/ (2 4 d(t) :
/0 \/<d )y(t)<d )

Observemos que o integrando provém da métrica riemanniana de H?2.

dada por

dt.

Il =

Definigao 1.2.3 Dados dois pontos p,q € H?, a distdncia entre p e q € definida pela

formula
d(p, q) = inf ||7],

onde o infimo é considerado sobre todas as curvas v unindo p e ¢ em H?2.

1A definigdo e detalhes sobre Métrica Rimanniana podem ser encontrados em [3].
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Vamos verificar que d(-, -) é uma métrica:

Dados p, q e r € H?,

dz(t) ) 2 dy(®) \ 2
)

2 2
> 3 da(t) dy(t) > (.
"0 _0,p01sy>0e\/<dt>+<dt> >0
E,
dx 2 d 2
d(p.q) = inf |1 = 0 )+ () 0
,q) = in =0 & =
p,q Y (0
dr(t)\* | (dy(t)\* dx(t) dy(t)
— frd — O
(dt>+<dt G dt
Logo, d(p,q) = inf ||7|| = 0 se, e somente se, a curva é um unico ponto, ou seja, p = q.

(ii) d(p,q) = d(q, p).

De fato, seja v : I — H? uma curva qualquer ligando p a ¢ com v(0) = pe (1) = ¢

e seja y : [ — H? definida por 3(r) = y(1 —r) = (x(1 —7),y(1 — 7)) com r € I.

Entao, 7(0) = g e ¥(1) = p. Assim, fazendo t = 1 — r temos dt = —dr. Logo,

Portanto, inf ||| = inf [[7]|, ou seja, d(p, ¢) = d(q, p).

(iii)d(p,r) < d(p, q) + d(q, 7).

De fato, sejam 71,72 : I — H? caminhos com 7;(0) = p,71(1) = 72(0)

= q e
Y2(1) = r, entao o caminho v : I — H? definido por



¢ um caminho diferenciavel com v(0) = 71(0) = p, 7(1/2) = 712(0) = ¢q, y(1) = 12(1) =

re ||v|| = |l + |7z2l]- Logo, aplicando o infimo na equagao anterior, obtemos
inf [|7]] = mf([ly ]l + [172]l) < inf(fyal]) + inf([]72]])
e portanto, d(p,r) < d(p, q) + d(q, 7).

Definicao 1.2.4 Uma transformacio de H? sobre si mesmo é uma isometria se

preserva a distancia hiperbolica sobre H?2.

Veremos que PSL(2,R) estd contido no conjunto das isometrias de H?. Denotare-

mos esse conjunto de isometrias por Isom(H?).
Teorema 1.2.5 PSL(2,R) age em H? por homeomorfismos.

Demonstragao:  Primeiro mostraremos que toda transformacao de Mobius

T, € PSL(2,R) aplica H? em H?. Seja Ty € PSL(2,R), e w = Ty(z) = %2, Entao,

(az+b)  aclz|> + adz + bz + bd
cz+d) lcz 4+ d|?

w =

—~

u—1u
Temos que I'm(u) = —5; bara todo u € C, assim
)

w—w  (az+0b)(cZ+d) — (aZ + b)(cz + d)

Im(w) =

2 2ilcz + d|?
_ (ac|z]® + adz + bez 4 bd) — (ac|z|* + adz + bez + bd)
B 2i|cz + d|?
(ad —bc)(z —Z)  (ad —bc)Im(z)  Im(z)
2ilcz +d2  2cz+d]?2  2i|cz+dJ?
Logo,
Im(z)
1 _ 1.2
m(w) 2i|cz +d|?’ (1.2)

se Im(z) > 0 entao Im(w) > 0. Portanto, T (H?) C H?. Agora, podemos constatar
que a acao Ty é continua em C se ¢ = 0 e em Csec # 0. Assim, se considerarmos
fecho de H?

EzzHZU]@:{ZEC | Im(z) >0} U oo,

podemos estender a acao de T4 fazendo T(—d/c) = oo, T(o0) = ajcse ¢ # 0 e
b-dz

cz—a

T(o0) = 0o se ¢ = 0. De forma andloga, T ' (z) = (%) ¢ continua. 0
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Teorema 1.2.6 PSL(2,R) C Isom(H?).

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, toda transformacao em PSL(2,R) é um
homeomorfismo de H? em H?. Vamos mostrar que, se v : I — H? é um cami-

nho diferencidvel por partes em H?, entdo para qualquer T4 € PSL(2,R) temos

IT4(Il = |7ll. Suponha que, v : I — H? é dado por 2(t) = (x(t),y(t)) e
w(t) = T(2(t)) = LHE% = u(t) + iv(t). Temos
dw _a(cz+d) —claz+b) 1
dz (cz+ d)? CEY
Pela equacao (1.2), Im(w) =v = ‘iﬁs‘é = ‘czid‘% = |cz+d|2 = ¢. Entao,
|, e, Pl
Ta(y :/ tdt:/ dt:/—tdt:ﬂy.
sl = [l [ Rl — [l
|

As geodésicas

Definigao 1.2.7 Uma curva 7 : [a,b] — H? € dita geodésica quando para quaisquer

pontos s,t € |a,b] tivermos

ou seja, quando v minimizar a distancia entre os pontos de seu tra¢ado.

Lema 1.2.8 Sejam | € H? um semi-circulo ou semi-reta ortogonal ao eizo real que in-

tersecta o eixo real em algum ponto finito «. Entdo a transformacao
Ta(z) = —ﬁ + B € PSL(2,R), e para um adequado ( aplica | no semi-eizo ima-
ginario.

Teorema 1.2.9 As geodésicas em H? sio as semi-retas e os semi-circulos ortogonais
a 0., H?.

Demonstragao: Sejam z;,2, € H?. Suponha que 2, = ia e 2, = ib com b > a. Se
v :[0,1] — H? é um caminho diferencidvel ligando ia e b, tal que () = (x(t), y(t)).

Entao,

Il =

_x dyg 1 1 dy d b
/Vd () dt>/|dt / dtdt /—ydy—l<)
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Mas In (g) é o comprimento hiperbélico do segmento do eixo imaginario J(t) =
(1 —t)a+ tb, unindo ia e ib. Logo, as semi-retas ortogonais ao eixo real sdo geodésicas
de H2. Para z; e 2, arbitrarios em H? seja [ o tinico semi-circulo ou semi-reta ortogonal
ao eixo real passando por esses pontos. Pelo Lema 1.2.8, existe uma transformacgao T
em PSL(2,R) que leva 1 no eixo imagindrio. Como, pelo Teorema 1.2.6, T' é isometria,
entao ||I|| = ||T(1)|| e, portanto o segmento geodésico unindo z; e z3 é o segmento de [

que Os une. 0

[N

Figura 1.9: Geodésicas no plano H?.

Sabemos que as transformacgoes lineares fraciondrias levam circulos e retas em
circulos e retas. T € PSL(2,R) transforma o eixo real sobre si mesmo e, portanto,
as linhas e circulos ortogonais ao eixo real em linhas e circulos ortogonal ao eixo real.

Dessa forma, temos o seguinte resultado:
Teorema 1.2.10 Qualquer transformagdao em PSL(2,R) leva geodésicas em geodésicas
de HZ.

Veremos agora expressoes para a distancia hiperbdlica entre dois pontos arbitrarios

de H?. Consideremos d(-,-) a distancia em H? e | - — - | a distancia usual em RZ.

Teorema 1.2.11 Dados z,w € H?,

o) = (2T )

|z —w| — |z — w|

cosh(d(z,w)) = 1+%
|z — w

2(Im(z)Im(w))?

sinh (

|2 — wl

tanh (

|2 — @l

)
|z — |
COSh( ) = 2(Im (=) Im(w))?
)

onde, senh(t) = et_T cosh(t) = s w=(x,y), W= (r,—y).
A equivaléncia entre as cinco 1gualdades decorre da manipulacao de igualdades

trigonométricas hiperbdlicas. Algumas das igualdades acima sao demonstradas em [1],
[12] e [5].
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1.2.2 O Modelo do Disco de Poincaré

Descreveremos agora um modelo da geometria hiperbdlica em um disco unitario.
Definicao 1.2.12 O modelo do disco de Poincaré ¢ dado por

={zeC| 2] <1} ={(z,9) eR* | [(z,y)| < 1}
disco unitdrio, com fronteira

D*={z€C| |z| =1}

dotado com métrica riemanniana ds = %.
A aplicacao
zt+1
Z g
f< ) z+1

¢ uma bijecao entre H? e D?. E, com a métrica riemanianna definida acima f é uma
isometria de H? em D?. Assim, podemos trabalhar com esses modelos conforme seja
conveniente.

Esses dois modelos da geometria hiperbélica, H? e D?, sao chamados modelos de
Poincaré.

De modo anélogo ao feito para o modelo H?, define-se comprimento hiperbdlico e
distancia hiperbdlica em D?.
Definigao 1.2.13 Seja I =1[0,1] e : I — D? uma curva continuamente diferencidvel
por partes, onde Y(t) = (z(t),y(t)). Entdo, o comprimento ||7| da curva ¥([0,1]) é
dada por

d:c(t dy(t)>2
= [ 2 .
2+ y(t)?)
Definicao 1.2.14 Dados dois pontos p,q € ]HI2, a dist@ncia entre p e q € definida

pela formula
d*(p, q) = inf ||y

onde o infimo é considerado sobre todas as curvas v unindo p e ¢ em D?.

Teorema 1.2.15 Dados z,w € D?,

d*(z,w) 1n(|1—z@|—|—|z—w|)

|1 — 2| — |z — w|
11— zw|?

(1= [z[*)(1 = [w]?)

)
sinh? (%d*(z, w)) = 2 — wl”
)

1
cosh? <§d*(z w

(1 =121 = |w?)
1, zZ—w
tanh <§d (Z UJ) ﬁ,
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onde w € o conjugado complexo.

Teorema 1.2.16 As geodésicas no disco de Poincaré D? sao os didmetros e 0s arcos

de circulos ortogonais a OsD?.

Figura 1.10: Geodésicas no disco de Poincaré.

1.2.3 Area Hiperbdlica

Um poligono hiperbdlico de n-arestas é um conjunto fechado de A delimitado por
n segmentos geodésicos hiperbdlicos.

Dados trés pontos v, vy, V. € E2, consideremos as geodésicas, raios ou segmentos
geodésicos ligando estes pontos. Dessa forma, obtemos um triangulo geodésico A. Os

vértices que estdo sobre R U {oo} s@o chamados vértices ideais.

VY PN

Figura 1.11: Triangulos Geodésicos com 0, 1, 2 ou 3 vértices ideais no modelo do semi-plano superior.

Figura reproduzida da pdgina 12 em [12].

Definigao 1.2.17 Dado um conjunto A C H?, definimos sua drea uu(A) como sendo

o - [

Y

a integral

se esta existir e for finita.

Areas, assim como comprimentos sao invariantes por isometrias, ou seja, dada uma

isometria T" temos que p(7T'(A)) = pu(A).
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Teorema 1.2.18 (Gauss-Bonnet) Seja /A um triangulo em " com angulos internos
a, B ey, entao
pA)=m—a—-B—17.

Corolario 1.2.19 Se P é um poligono hiperbolico de n arestas, com angulos internos

01,..., 0,, entao

uw(P)=mn—2)r — (01 +---+06,).
Teorema 1.2.20 Seja P um poligono hiperbolico com angulos internos 6y, ..., 6,.
Entao P € convexo se, e somente se, 0 < 0; <7, para cada i =1,..., n.

1.2.4 Grupos Fuchsianos

Apresentaremos nesta secao, alguns conceitos e resultados a respeito de grupos Fuch-
sianos que sao grupos discretos de isometrias do plano hiperbdlico. Para uma abor-

dagem mais ampla e detalhada recomendamos [12], [5] e [1].

Classificagao dos elementos de PSL(2,R)
Seja tr : SL(2,R) — R a fungao trago dada por

b
@ =a+d.

tr(A) =tr [

Chamaremos de Tr a aplicagao Tr : SL(2,R) — R, dada por Tr(A) = |tr(A)| =
|a + d|. As transformagoes de PSL(2,R) podem ser classificadas em trés tipos, depen-
dendo do valor da fungao T'r.

Definigao 1.2.21 Diremos que A € SL(2,R) e a transformacao linear fraciondria
T4 € PSL(2,R) é:

1. Eliptica se Tr(A) < 2.

2. Parabdlica se Tr(A) = 2.

3. Hiperbdlica se Tr(A) > 2.

Observacao 1.2.22 A classificacdo acima é invariante por conjugacao.

De fato, o traco de uma matriz é invariante por conjugacao, isto é, tr(BAB™!) = tr(A),
para toda matriz A € SL(2,R) e toda matriz B € GL(2,R), onde GL(2,R) ¢é o grupo
linear geral das matrizes B, x, cujo det(B) # 0.

Observacao 1.2.23 O numero 2 da definicao 1.2.21 depende exclusivamente do nimero

de autovalores reais da matriz A.
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De fato, o polinémio caracteristico de A € SL(2,R) é

pa(z) =det(xld — A)
pa(z) = 2% — (a + d)z + ad — be
=22 —tr(A)x + det(A)
= 2% —tr(A)z + 1,
onde A = tr(A)? — 4. Assim, temos os seguintes casos:
(i) Se A > 0, entdao A possui dois autovalores reais distintos A\; e Ao. Logo, por re-

sultados de dlgebra linear, temos que A é diagonalizavel. Portanto, a menos de

conjugacao, A pode ser escrita na forma

A1 0
0 X
Como det(A) =1 temos que \y = 5-. Logo, se a # £1 temos

1
A1
1
Tr(A) = ‘Al + —‘ > 9.
A1
(ii) Se A =0, entao A possui um tnico autovalor real. Logo, pa(z) = (x — \)%. Mas

como o termo constante A\? deste polinomio deve ser o determinante de A, assim
A? =1, donde segue que A = £1 e Tr(A) = |2)\| = 2.

(iii) Se A < 0, entdo A possui dois autovalores complexos conjugados A e . Seu
polindomio caracteristico deve ser da forma P4(z) = 2* — 2Re(\)z + |A\|%, onde
IA? = det(A) = 1. E como A\ # =+1, temos que Re()\) < 1. Logo, Tr(A) =
[tr(A)] = |2Re(N)] < 2.

Isometrias

Antes de estudarmos os diferentes tipos de isometrias, consideremos o seguinte lema:

Lema 1.2.24 Sejam A € SL(2,R) e x,y € H2 dois pontos fizos por Ty. Entdio, a
geodésica vy contendo x e y € invariante por Tx. Se algum dos pontos for um ponto

ordindrio, Ty = Id.

Isometrias Elipticas
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Consideremos a familia de matrizes:

cosf senb
Ag =
—senf cosf

],onde0<9<27r.

Notemos que, para 0 # km, T,.(Ag) = |2 cos 0| < 2, ou seja, Ty é de fato eliptica.
Temos que Ty(i) = i.
De fato,

cos(8)i + sen(f) (cos(0)i + sen())(sen(0)i + cos(6))

To(i) = —sen(6)i + cos(0) N | — sen(6)i + cos(0)[? -

(cos(0)sen(0) — cos(0)sen(0)) + (cos?(0) + sen?(0))i
cos?(0) + sen?(6)

Como Ty # Id concluimos, pelo lema anterior, que i é o unico ponto fixo de Tj.

=1.

Isometrias Parabdlicas

Consideremos a familia de matrizes:

1 1
, onde 0#teR.
0 1

=

Notemos que, Tr(A;) = |1 + 1| = 2, de modo que T; = T4, é de fato isometria
parabdlica.
O tnico ponto fixo de T; é o ponto ideal co.

Observemos que
z4+1

0z+1
entao fica claro que para z # 0o, T;(z) # z. No entanto, se considerarmos a geodésica

Ti(z) = =z+t,

v(s) = €*i com y(o0) = 0o, temos que:

lim T;(y(s)) = lim (e’ +t) = 00

Z—00 Z—00

de modo que T;(00) = 0o e T} possui apenas um ponto fixo em H2.

Isometrias Hiperbdlicas

Consideremos a familia de matrizes:

vek 0
1

(&
A = 0

] com k # 0.

Vek

Temos entao que Tr(Ay) = Vb + Le > 2 se k # 0, de modo que T, = T4, é de

k
fato isometria hiperbdlica.
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T, nao possui pontos fixos em H2 com excecao do ponto ideal 0 € 9,,H? e even-
tualmente do ponto co.

De fato, temos que

_ Vekz4+0

Ty(2) = e’z.
() 0z + \/%
Para constatarmos que Tj(occ) = oo basta notarmos que a geodésica y(t) = e'i é

invariante por Ty: Ti(7(t)) = eFeli = eF i = y(k + t).

Teorema 1.2.25 Dada uma transformagao Id # Ty € PSL(2,R), existe B € SL(2,R)
tal que TgoTy o T§1 ¢ da forma Ty, Ty ou T,.

Grupos Discretos

O grupo PSL(2,R) é um espago topolégico em que uma transformagao

Ta(z) = ZZZIS pode ser identificada com o ponto (a,b,c,d) do R*. TIsto é, o espaco

topoldgico PSL(2,R) pode ser identificado com o subconjunto do R* dado por
{(a,b,c,d) € R* | ad — bc = 1}.

A norma de PSL(2,R), induzida pela norma do R*, é definida por

HTAHPSL(2,[R) =Va2+2+2+ a2,
onde Ty € PSL(2,R) e a métrica em PSL(2,R) é definida por
dpsrer)(Ta, Tp) = || Ta — Tsllpsrer), com Ta, Tp € PSL(2,R).

Definigao 1.2.26 Um subgrupo I' de Isom(H?) é dito discreto se a topologia induzida
em I' for uma topologia discreta, isto €, se I' for um subconjunto discreto na topologia

do espago Isom(H?).
Defini¢ao 1.2.27 Um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto I' de PSL(2,R).

Definigao 1.2.28 Uma familia {X, | @ € A} de subconjuntos de um espago métrico

X ¢é dita localmente finita se para todo compacto K C X o conjunto
{laceA| XoaNK #0}
for finito.

Definigao 1.2.29 Sejam I' um subgrupo de PSL(2,R) e z € H2.

23



1. A 6rbita T'(z) de z € o conjunto

[(z) = {T(z) | T €T}

2. Chamamos de estabilizador de z ao subgrupo I', = {g € T' | g(2) = z}.

Definicao 1.2.30 Seja I' um subgrupo de homeomorfismo de um espaco métrico X .

Dizemos que a agao de ' € propriamente descontinua se para todo x € X a familia

{H{g(=)} [geT}

for localmente finita.
Veja que se I'(2) for localmente finita, entao a a¢ao I'(z) é propriamente descontinua.

Teorema 1.2.31 Seja I' um grupo de homeomorfismos de um espago métrico X lo-
calmente compacto. Entdo, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1) A agao de I' € propriamente descontinua;

2) Para cada ponto x© € X, existe uma vizinhanga aberta V, tal que g(Vy) (Ve # 0
para apenas um numero finito de elementos g de I';

3) Cada ponto x de X possui uma vizinhan¢a U, tal que g(U,) (U, # O implicando
que g(x) = x;

4) Dado subconjunto compacto K em X, g(K) (K # 0 apenas para um nimero finito
de elementos de g de T'.

Da equivaléncia entre os itens 1 e 3 do teorema acima, I' age de forma propriamente
descontinua em X se, e somente se, cada érbita de qualquer ponto de x for discreta e

a ordem do estabilizador de cada ponto for finito.

Teorema 1.2.32 Um subgrupo I' C PSL(2,R) € discreto se, e somente se, sua a¢ao

em H? for propriamente descontinua.

1.2.5 Dominios Fundamentais

Vimos algumas defini¢oes e resultados envolvendo grupos fuchsianos. A seguir, apre-
sentaremos algumas defini¢oes como dominio fundamental, ladrilhamento de um espaco
métrico, dominio de Dirichlet e emparelhamento de arestas de poligonos e alguns re-
sultados que poderao ser tteis em nosso trabalho. Para maiores informacgoes acerca

deste contetido, recomendamos [12], [5] e [1].
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Definigao 1.2.33 Sejam X um espago métrico e I' grupo de homeomorfismos agindo
em X de maneira propriamente descontinua. Um subconjunto fechado D C X é dito

Dominio Fundamental ou Regiao Fundamental se:

1) Urer T(D) =
2) int(D) T (intD) = 0, para todo Id #T €T
£ .

\_/\_/

3) int(D

Defini¢ao 1.2.34 O conjunto 0D = D\int(D) é chamado fronteira de D e a familia
{T'(D)|T € I'} € dita um ladrilhamento de X.

Defini¢ao 1.2.35 Um ladrilhamento (ou tesselagdo) do tipo {p,q} consiste de
um conjunto de poligonos requlares com p arestas e angulos iguais a 2mw/q, que cobrem
todo o plano hiperbdlico, sem auto-intersecao de seus interiores, onde q representa a

quantidade de poligonos que se encontram em cada vértice.

Exemplo 1.2.36 Sejal’ C PSL(2,R) o subgrupo ciclico gerado por T'(z) = 2z. Temos

entao que para todo k > 0, o semi-anel
Diy={zcW? | k<|z| <2k}

¢ um dominio fundamental de I' e o ladrilhamento determinado por este dominio é
a familia {Dony, | n € Z}.

De fato, dado z € Dy, temos
T(z) =2z, T?(2)=T(22) =2%2, .., T"(z)=2"z2.
Assim, T"(Dy) = Dany €

U Dan = H27 (Dan)o N (,ngk)o = (Z), se n # m.
nez

Portanto, Dy é um dominio fundamental. E o ladrilhamento determinado por este
dominio ¢é a familia {Dany, | n € Z}.

Figura 1.12: Dominio fundamental do tipo Dy do grupo ciclico I' = (T'(z) = 2z). Figura reproduzida
da pégina 78 em [5].
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Exemplo 1.2.37 Seja I' € PSL(2,R) o grupo ciclico gerado por T(z) = z+1. Temos
entdo que Dy = {z € H? | k < Re(z) < k + 1} € dominio fundamental da agdo de T
em H2.

De fato, temos I' = {T"(2) = 2 +n | n € Z}, e (Figura 1.13)
i) Urper T(D) = H2.
i1) int(D) (T (intD) = ), para todo Id # T € T.
iii) int(D) # 0.

k k+1 k+2 k+3 k+4

Figura 1.13: Dominio Fundamental do Grupo Ciclico I' = (T'(z) = z + 1). Figura reproduzida da
pégina 79 em [5].

Dominio de Dirichlet

Definigao 1.2.38 Seja I' grupo fuchsiano e p € H2, tal que T'(p) # p para todo T € T.
Chamamos de Dominio de Dirichlet centrado em p o conjunto:

D,(T) = {» € H* | d(2,p) < d(2,T(p)), para todo T € T},

ou seja, consideramos a 6rbita I'(p) e escolhemos os pontos z € H? que estao mais
préximos de p do que qualquer outro ponto da 6rbita I'(p). Como d(z, T'(p)) = d(T~1(z), p),
podemos considerar em cada 6rbita I'(w) os pontos (pode haver mais de um) mais
proximos de p, ou seja,

D,(T) = {z € H? | d(z,p) < d(T(z),p), para todo T € I'}.

Teorema 1.2.39 Seja I' um grupo fuchsiano e Dy(I') um dominio de Dirichlet cen-

trado em p. Entdo Dy(I') é dominio fundamental da agdao de I

Corolario 1.2.40 Todo dominio de Dirichlet de um grupo fuchsiano é geodesicamente

convezxo, ou seja, dados z1, zo € Dy(I'), o segmento geodésico Z1zz C Dy(T').

Teorema 1.2.41 Seja I' grupo fuchsiano e D = D,(I') dominio de Dirichlet. Entdo o
ladrilhamento {T'(D) | T € I'} € localmente finito.
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Teorema 1.2.42 Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Dirichlet

D,(I") contém exatamente dois elementos.

Vemos entao que se D,(I") possui um nimero finito de arestas, este é necessaria-
mente um nimero par. Mais ainda, dada uma aresta A; existe uma tnica outra aresta
Ay # A; e um unico elemento T € I' tal que T'(A;) = As. Dizemos neste caso que
{A1, A2} é um par de arestas congruentes e que T relaciona o par, ou entao que T' em-
parelha as arestas. Observemos que se T relaciona o par {A;, A}, entao T~ também

o relaciona.

Teorema 1.2.43 Seja D = D,(I") dominio de Dirichlet de I'. Considere o conjunto
{T; | i €I} de elementos de I" que relacionam arestas distintas de D. Entao {T; | i €

I} é um conjunto de geradores de T'.

Definicao 1.2.44 Seja I grupo fuchsiano e D = Dy(I') um Dominio de Dirichlet de I
Definimos um ciclo de vértices (chamamos simplesmente de ciclo), como sendo uma

classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja, como um conjunto da forma:
{T'(2) | T €',z e T(z) sao vértices de D,(I")}.

Teorema 1.2.45 Seja D,(I") dominio de Dirichlet de I'. Sejam vy, ..., v, vértices de
um ciclo e sejam 64, ..., 0, as medidas dos angulos internos nos respectivos vértices.
Entao, se denotarmos por m a ordem do estabilizador em I' de um dos vértices do

ciclo, temos que 01 + ---+ 0, = %’r

Definicao 1.2.46 Seja I' um grupo fuchsiano entao P €é dito um poligono funda-
mental convexo de I' quando P € convexo e localmente finito em um dominio fun-
damental de T'.

Sejam P um poligono fechado convexo em H? e A o conjunto de todas as arestas
de P.

Definicao 1.2.47 Um emparelhamento de arestas é o conjunto ® = {v,|r € A}
de isometrias que, para toda aresta T € A temos,

1) existe aresta 7 € A com vy, (') = T;

2) as isometrias v, e v, satisfazem a relagao vy = v

3) se T for aresta de P entio 7' =P Nt (P).

Nestas circunstancias, diremos que 7 e 7’ sdo emparelhadas por v,. Veremos que,
se @ gerar um grupo fuchsiano, poderemos considerar P como um dominio de Dirichlet
do grupo I' = (®).
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Teorema 1.2.48 (Teorema de Poincaré) Seja P um poligono fechado convero em H2,

& um emparelhamento de arestas e I' = (®). Sejam vy, ..., v,, um ciclo finito com

angulos internos 0, . .., 0,, respectivamente e m a ordem do estabilizador em I" de um
_ 27

dos vértices do ciclo. Se todo ciclo de vértices for finito, e se 6y + -+ -+ 0, = 2= entdo

' € um grupo discreto e P é um dominio fundamental de T'.

1.2.6 Grupos Fuchsianos Co-Compactos

Nessa segao, veremos algumas condigoes para que o quociente H?/T" seja uma superficie
compacta. Seja I' um grupo Fuchsiano de PSL(2,R) agindo de maneira propriamente
descontinua sobre H?. Dados z,w € H?, definimos

z~w<s existe T €T tal que w="T(z).

Temos que, ~ é uma relacao de equivaléncia sobre H2. Onde a classe de equivaléncia
2] ={w el :w~z}={T(2): T €T}

é a drbita de z, I'(2). Assim, obtemos a particao de H? = U,¢peI'(2).
Neste caso, o espaco das orbitas
H?  H?
?:—:{F(z):ze]}ﬂ}

é um espaco topolégico com a topologia induzida pela projecao

H2
- H? —.
T — T

Entao, a restricao de m a D identifica os pontos congruentes de D, os quais estao

necessariamente em sua fronteira 0D.

Definicao 1.2.49 Um grupo fuchsiano I' é dito co-compacto quando o espaco quo-

ciente H? /T for compacto.

Observe que se I' possuir regiao fundamental compacta D, entao I' é co-compacto, pois

a restricao de m a D é sobrejetora.

Teorema 1.2.50 Seja I’ grupo fuchsiano e suponha que I' possua dominio fundamental

. ~ 2 .,
convero nao-compacto entao, ]H% nao € compacto.

Corolario 1.2.51 Um grupo fuchsiano I' € co-compacto se, e somente se, todo dominio
de Dirichlet de I' for compacto.
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Teorema 1.2.52 Seja I' grupo fuchsiano co-compacto entao, I' ndao possui elementos

parabdlicos.

Teorema 1.2.53 Seja I' grupo fuchsiano e D = D,(I') dominio de Dirichlet nao com-
pacto mas com drea finita. FEntao:

i) Cada ponto £ € 0D ¢é ponto fixo de algum elemento parabdlico T € T'.

it) Sen € O5.H? é ponto fixo por algum elemento parabdlico de T, existe S € T tal que

S(n) € 0xD.

Corolario 1.2.54 Um grupo fuchsiano I é co-compacto se, e somente se, nao possuir

elementos parabdlicos e /J,(]H%2) < 00.

Proposicao 1.2.55 Toda superficie compacta com género g > 2 é modelada no plano

hiperbalico.

Em outras palavras, temos que para todo g > 1 existe um grupo fuchsiano I' agindo

sobre H? tal que o quociente H?/T" é a superficie compacta dada.

1.3 Teoria dos Grafos

O objetivo desta secao é introduzir alguns conceitos basicos sobre a Teoria dos Grafos
que serao usados ao longo deste trabalho. As referéncias mais utilizadas neste capitulo
sao [13], [22], [2], [23] e [18].

1.3.1 Conceitos Basicos

Definicao 1.3.1 Um grafo G consiste de um par de conjuntos V(G) e A(G), onde
V(G) é um conjunto nao-vazio e A(G) é um conjunto de pares nao ordenados de
elementos de V(G). Os elementos do conjunto V(G) sao chamados vértices do grafo

G, os elementos de A(G) sao as arestas de G.

Neste texto, vamos nos restringir a grafos em que o conjunto de vértices V(G) é
finito. Denotaremos as arestas de um grafo, por exemplo, a = {u,v} por a = uv (ou

vu).

Definicao 1.3.2 1. Para uma aresta a = uv € A(G), os vértices u e v sdo chama-

dos vértices finais ou extremos de a.

2. Sew e v sao os extremos de a € A(G) diremos que estes sio adjacentes (ou

vizinhos) e que incidem com a.
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3. Duas arestas sao adjacentes se possuem exatamente um vértice final em comum.

Geometricamente, os vértices correspondem a pontos e as arestas sao representadas
por uma curva que une as localidades de seus extremos.

V(G) ={v, v,,v;3,v,}
A(G) ={v1V,, V2 V3, V3Vy, Vv, }

Figura 1.14: Grafo G.

Variacoes de Grafos

Pela defini¢ao 1.3.1, um grafo nao pode ter duas arestas diferentes com o mesmo
par de extremos. Também nao pode ter uma aresta com extremos coincidentes. Assim,
segue abaixo extensoes do conceito de grafo.

Definicao 1.3.3

finais iguais.

1. Um lago ¢ uma aresta do tipo a = uu, ou seja, possui vértices
2. Arestas maltiplas ou paralelas sao arestas distintas contendo o mesmo par
de vértices finais.

3. Uma aresta € dita dirigida (ou o orientada) se é formada por um par ordenado
de vértices distintos. Neste caso, uv # vu.

4. Um grafo é dito ser dirigido (ou orientado) se possui todas as arestas dirigidas.
Este também é denominado digrafo.

0= — L

lago arestas paralelas aresta orientada grafo orientado

Figura 1.15: Variagoes de Grafos.

Definicao 1.3.4 Um grafo é dito simples se nao possui lagos ou arestas multiplas.
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Defini¢ao 1.3.5 Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H)

€ VI(G) e
A(H) € A(G). Um subgrafo H de G é préprio se V(H) # V(G) ou A(H) # A(G).

(@)

Neste trabalho, utilizaremos caminhos em grafos conexos trivalentes, para gerar um

emparelhamento de arestas de poligonos, assim segue as definicoes.

Definicao 1.3.6 1. O grau (ou valéncia) g de um vértice v € o nimero de arestas

(Cada lago conta duas vezes) incidentes a ele, ou seja,

g(v) = #{a € A(G)|v é extremo de a}.?

2. Um vértice de grau 0 é um vértice isolado.
3. Um grafo G onde cada vértice tem o mesmo grau k é um grafo k-regular.

4. Um grafo 3-reqular é chamado cibico ou trivalente.

Definigao 1.3.7 Um caminho C em um grafo é uma sequéncia alternada de vértices

e arestas, iniciando e terminando com vértices, digamos
C = Vo, a1, V1, @2, V2, 43, ..., Ap, Up,

onde a; = (vi_1,v;), 0 < @ < n. Dizemos que C' é um caminho de vy a v, e este
pode ser denotado por vguivs...v,. O comprimento de um caminho é o numero de
arestas (nao necessariamente distintas) que este possui. Assim no caso acima, C tem
comprimento n. Se vy = v,, o caminho € dito ser fechado. Um ciclo ¢ um caminho

fechado com n > 3 vértices distintos (exceto vy = vy,).

Por exemplo, na Figura 1.14, C| = vy, vo, v3,v4 € Cy = vy, 9, v4 Sa0 caminhos de vy

a V4.

Grafos Conexos

Definicao 1.3.8 Um grafo G é conexo se, para qualquer par, u e v, de vértices de G

existe um caminho com extremos u e v. Caso contrdrio, G é desconexo.

Na representacao geométrica, G é descontinuo, se G for desconexo.

Defini¢ao 1.3.9 A distdncia, d(u,v), entre dois vértices u e v de G € o comprimento
de um menor caminho que une u e v se tal caminho existir, caso contrdario, d(u,v) = 0.

A maior distancia em um grafo é o didmetro do grdfico.

24 representa a quantidade de elementos do conjunto.
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1 4 1 5

Figura 1.16: Grafo conexo e Grafo desconexo.

Nesse trabalho, iremos construir grafos trivalentes com um certo niimero de arestas
e vértices e precisaremos distinguir os grafos que sao equivalentes. Para isso, conside-
remos a seguinte defini¢ao.

Isomorfismos de Grafos

Definigao 1.3.10 Dois grafos G e H sio isomorfos (denotado por G = H ), se existe
uma bijecao v : V(G) — V(H) tal que

uv € A(G) <= y(u)y(v) € A(H),

para todo u,v € G e além disso, o numero de arestas unindo u e v em G € igual ao

nimero de arestas unindo y(u) y(v).

Observe que, se G = H entao, dois vértices u e v sao adjacentes em G, se e somente

se, 7(u) e y(v) sao adjacentes em H.

A:‘ 3 5
2 4

Figura 1.17: Grafos Isomorfos.

1.4 Rotacoes de Grafos

Definicao 1.4.1 Dado um grafo G, uma rota¢ao de um vértice v de G é uma per-

mutacao ciclica de todas as arestas incidentes com v.
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No presente trabalho, os grafos sao trivalentes. Assim, como os vértices tem grau
3, existem apenas duas rotagoes nao triviais, a rota¢ao no sentido horario (que corres-
ponde caminhar para a aresta da esquerda) e a rotagdo no sentido anti-horario (que
corresponde caminhar para a aresta da direita), indicados por um circulo preenchido

(e) e por um circulo vazio (o), respectivamente.

Exemplo 1.4.2 [17] Se andarmos na aresta a em direcdio ao vértice i, entao temos
duas maneiras diferentes b ou ¢ para prosequir o caminho (ver Figura 1.18). Se o
circulo vazio (ou preenchido) € atribuido ao i, entdo andamos na aresta b (ou c).

Da mesma forma, se o circulo vazio € atribuido ao vértice i. Depois de caminharmos

para i ao longo da aresta b (ou ¢), caminhamos, de i, na aresta ¢ (ou a).

Figura 1.18: Rotacoes do vértice i. Figura reproduzida da pagina 91 em [17].

Definicao 1.4.3 Uma rotacao o de um grafo G € uma colecdo de rotagoes, uma para

cada vértice de G. O simbolo (G, o) significa um grafo G com uma certa rotagdo o.

1.5 Topologia de Superficies

Nesta se¢ao, vamos apresentar a definicao de caracteristica de Euler de superficies
compactas. Para isso, apresentaremos a construgao de complexos regulares em espacos
topolégicos. As referéncias para esta segao sao [11], [22] e o Capitulo 1 de [16].

Dado um subconjunto A de um espago topoldgico, vamos denotar por Int(A), Cl(A)
e Fr(A), respectivamente, o interior, o fecho e a fronteira do subconjunto A.

Denoraremos por B" a bola unitdria n-dimensional {z € R™ : |z| < 1},
com interior D" = Int(B") = {z € R" : |z| < 1}, e fronteira a (n — 1)-esfera
St ={xreR": |z| =1}

Definicao 1.5.1 Seja X um espaco topologico de Hausdoff conexo, um complexo
regular K em X ¢ definido como seque:

(0) Seja Ky um conjunto finito de pontos em X. Os elementos de Ky sao chamados

de vértices ou 0-células.
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(1) Construimos K, adicionando um nimero finito de arestas, ou 1-células, conectando
os vértices de Ky de tal forma que o conjunto de pontos em K, — Ky € uma uniao
disjunta finita de arestas abertas. E se a é uma dessas, entao existe um homeo-
morfismo do intervalo [0, 1] num subconjunto de X que leva (0,1) na aresta a, e

os pontos finais 0 e 1 nos pontos finais de a em K.

(2) Construimos Ky adicionando wm numero finito de faces poligonais, ou
2-células, erpandindo essas arestas, de forma que o conjunto de pontos em
Ky— K, seja uma unido disjunta finita de faces abertas. E se~y € um dessas faces,

entao existe um homeomorfismo da bola B? num subconjunto de X que leva o disco
D? = int(B?) em v e o circulo S* = CI1(B?) — Int(B?) em Cl(~) — Int(y) C K;.

(k) Construimos Kj de modo que o conjunto de pontos em Ky — Kix_1 € uma unido
disjunta finita de k-discos (ou k-células), ou seja, se~y € um desses k-discos, entao

existe um homeomorfismo da bola B* num subconjunto de X levando
D* = Int(B*) em v e levando S*~! = CI1(BF)—Int(B*) em Cl(y)—Int(y) C Kj_;1.

Desta maneira, construimos conjuntos Ky C K; C ... C ... K, tais que todos pontos
em X estao em uma célula em algum K;, ¢+ = 0, ..., n. Definimos entao o n-complexo

regular K = U}_,Kj.

[e]

(@] oO———O A o o @ O
[e]

Figura 1.19: 0-,1-, e 2-célula. Figura repro- Figura 1.20: Construgio de um 2-complexo:

duzida da pégina 56 em [11] Ky, K1 e Ky

Note que o n-complexo regular deve ser distinguido do espago original. O espago
original X é um conjunto de pontos, enquanto o complexo K é um conjunto de células.
Na se¢ao anterior, vimos a definicao de grafos. Um grafo conexo G também pode

ser visto como um 1-complexo conexo.

Definicao 1.5.2 A caracteristica de Euler de um n-complexo reqular K, denotada

por X(K), € definida pela soma alternada
X(K) = #(0-célula) — #(1-célula) + #(2-célula) . . . + (—1)"#(n-célula),

onde #(r-célula) denota o nimero de r-células do complexo K.
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Para um 2-complexo, sejam f = #{faces}, a = #{arestas} e v = #{vértices}. A

caracteristica de Euler pode ser escrita como
X(K)=v—a+ f.

Definicao 1.5.3 Uma superficie é uma variedade conexa 2-dimensional, isto é, um
espaco Hausdorff no qual cada ponto tem uma vizinhanca aberta homeomorfa ao disco
aberto de dimensdio 2, D* = {x € R? | |z| < 1}. A superficie é orientdvel, se todo
caminho fechado preserva orientacao. Caso contrdrio, se existe um caminho que inverte

orintacao, a superficie é nao orientdvel.

Um exemplo de wuma superficie compacta orientavel ¢é a 2-esfera
S? = {z € R? | |z| = 1}. Outra superficie compacta orientdvel importante é o toro, que
pode ser descrito como uma superficie que é homeomorfa a superficie de um anel sélido.
Um exemplo de uma superficie compacta nao-orientavel é o plano projectivo real, que
pode ser descrito como uma superficie que ¢ homeomorfo ao espaco quociente entre
a 2-esfera S? obtidos através da identificacio de cada par de pontos diametralmente
opostos.

Observe que, as superficies podem ser vistas como um 2-complexos.

Definigao 1.5.4 Um grafo (1-complexo) é dito estar imerso em uma superficie S se
este pode ser “desenhado”em S de modo que as arestas se interseptam apenas em seus

vértices comuns.

Exemplos 1.5.5 Vamos calcular a caracteristica de Euler da esfera e do toro. Con-
sidere 0s 2-complexos mostrados na Figura 1.21. Em (a) temos um 2-complexo em S?,
sendov =2, a=4ce f=4. Assim, x(S*) =2 —4+4 =2. Em (b) podemos ver um
2-complexo em T?. Neste casov =2, a=3 e f=1. Assim, x(T*) =2—-3+1=0.

(@) (b)
D &
Figura 1.21: Esfera e Toro

Definicao 1.5.6 O género g de uma superficie é o numero de al¢as que esta contém.
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N

Figura 1.22: Superficies de género 0,1 e 2, respectivamente.

Veremos agora uma relagao entre a caracteristica de Euler e o género de uma su-
perficie.

Teorema 1.5.7 Seja S uma superficie compacta orientdvel, entio x(S) = 2 — 2g.

Dessa forma, podemos encontrar o género de uma superficie sabendo a caracteristica
de Euler da mesma.

Um outro resultado que serd importante nos capitulos seguintes ¢é o teorema abaixo.

Teorema 1.5.8 [9] Seja S uma superficie orientdvel de género g. Entdo existe g
circulos disjuntos em S cujo complemento é conexo, mas qualquer g + 1 circulos dis-

guntos desconecta S.

Esse teorema nos é importante ja que teremos interesse em grafos imersos em uma
superficie de forma que se obtenha uma tnica 2-célula (face).

36



Capitulo 2

Grafos Associados ao
Emparelhamento de Arestas de um
Poligono Fundamental com 18

Arestas

Segundo Jorgensen-Naatanen, em [10], a menos de reflexao, temos 8 formas diferentes
de emparelhar as arestas de um poligono fundamental P com 18 arestas, tal que a
superficie correspondente S é orientavel de género 2 e o grafo induzido formado pela
fronteira de P tem 9 arestas e 6 vértices, onde cada vértice possui exatamente 3 arestas.
Neste capitulo, mostraremos como foi feita essa relacao entre o poligono fundamental
de 18 arestas os grafos e as superficies. A principal referéncia utilizada neste capitulo
é [10].

Seja I' um grupo Fuchsiano agindo de maneira propriamente descontinua sobre
o plano hiperbdlico H2. Podemos representar o espaco érbita ]H% por um poligono
fundamental. Esse poligono pode ser construido como dominios de Dirichlet! P =
D,(I") centrados em um ponto p € H2. Como as arestas de P sao congruentes em pares
(Teorema 1.2.42), por certos elementos de I, se considerarmos o conjunto ® = {T;|i €
I'} de elementos de I" que relacionam arestas distintas de P, entao ® é um conjunto de
emparelhamentos de arestas que gera I' (Teorema 1.2.43).

Estudaremos alguns dos possiveis diferentes emparelhamentos de arestas para po-
ligonos com 18 arestas e angulos %’r que sao Dominios de Dirichlet de uma superficie
fechada de género g =2, S = ]H%, onde I' é gerado pelas fungoes de emparelhamento.

Pode-se pensar em S como sendo obtida pela colagem das arestas equivalentes do

D, () = {z € H?|d(z,p) < d(2,T(p)), para todo T € I'}
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poligono fundamental P. De uma forma natural, podemos ver as arestas do poligono
que sao identificadas sobre a superficies como arestas de um grafo e as intersegoes das
arestas do poligono como vértices, formando assim um grafo conexo GG, cujo comple-
mento deste sobre a superficie é uma tnica componente conexa, correspondente ao
poligono P. Percorrer a vizinhanca do bordo de P, corresponde a um caminho fechado

em G, onde cada aresta é atravessada exatamente uma vez em cada sentido.

2.1 Grafos trivalentes imersos em uma superficie

de género 2

Seja GG um grafo trivalente, imerso em uma superficie fechada S de género 2 de forma
que S\G tenha uma tinica componente conexa correspondente a um poligono P. Sejam
a e v o numero de arestas e de vértices de GG, respectivamente. Como S tem género 2,

a férmula de Euler nos da:

2-2g=v—a+f=-2=v—a+1l=a=v+3. (2.1)

Cada aresta de G corresponde a dois lados do poligono fundamental P e cada
vértice de G corresponde a no minimo trés vértices de P. Entao G tem 9 arestas e,
pela equacao 2.1, 6 vértices. Assim, cortando S ao longo de G obtemos um poligono
de 18 arestas P com um emparelhamento de arestas associado. Percorrer ao redor da

fronteira de P uma vez, corresponde a um caminho fechado em G com condigoes:

(a) cada aresta é atravessada exatamente uma vez em cada sentido;

(b) passando por uma aresta em um sentido nao é permitido voltar imediatamente na

mesma aresta da qual viemos.

A condicao (b) vem do fato que nao existem pontos de ramificagdo. Estas duas
condicoes implicam que cada vértice de G' possui exatamente 3 arestas diferentes. Um
outro fato relevante, é que como S é orientavel de género 2, pelo Teorema 1.5.8, quais-
quer trés circulos disjuntos desconecta S, logo estamos interessados em grafos com
no maximo 2 circulos disjuntos. Agora, temos as condicGes para enunciar a seguinte

proposicao:

Proposicao 2.1.1 Ezxistem 5 grafos G que satisfazem as condigoes:
1. G tem 6 vértices e 9 arestas.
2. G contém no mdximo 2 circulos disjuntos.

3. Cada vértice de G possui exatamente 3 arestas.

38



D E

Figura 2.1: Os 5 grafos que satisfazem a Proposigao 2.1.1. Figura reproduzida da pagina 452 em
[10].

Demonstragao: Se GG contém dois triangulos disjuntos, existem as possibilidades A e
B da Figura 2.1. Se G tem dois triangulos com uma aresta comum, existe somente uma
possibilidade, C' da Figura 2.1. O caso de G contendo exatamente um triangulo dado
nao tem solucao. Se G nao contém triangulo e possui um par de vértices conectados
por duas arestas, existe, por causa da condicao 2, apenas uma solucao, D da Figura
2.1. O caso restante é que G nao contém ciclos de menos que quatro arestas. Estes
dao um grafo nao-planar, equivalem a um hexagono com diametros. E rotulado F na
Figura 2.1. 0

2.2 Caminhos Fechados

No que segue, consideraremos os grafos G da Proposi¢ao 2.1.1 imersos em uma su-
perficie S de forma que S\ G é conexo. Cortando S ao longo de G temos entdo um
poligono de 18 arestas P com um emparelhamento das arestas associado. Percorrer
ao redor da fronteira de P corresponde a um caminho fechado sobre GG de forma que
as condigoes (a) e (b) da Segao 2.1 sejam vélidas. Na Proposi¢ao 2.2.2 encontramos
os diferentes emparelhamentos de arestas para P considerando tais caminhos fechados

sobre os grafos da Figura 2.1.

Observacao 2.2.1 A demonstra¢ao da Proposicao 2.2.2 é demasiadamente longa, de-
vido a necessidade de explicar detalhadamente o procedimento utilizado e das ilus-
tracoes, jd que estas sao de suma importancia para a compreensao de como foram
obtidas as sequéncias que dao as identificacoes das arestas do poligono. FEsta, tem

mnicto na pdgina 42 e término na pdgina 51 neste texto.
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Proposicao 2.2.2 Caminhos fechados sobre os grafos A,B,C,D e E, tais que as
condigoes (a) e (b) sejam vdlidas dao origem a 8 formas diferentes de emparelhamentos

de arestas do poligono de 18 arestas (sob a imagem espelho).

Demonstragao:

Consideremos os grafos A, B, C, D e E e encontremos entao as rotagoes que induzem
um caminho fechado no grafo tal que (a) e (b) sejam vélidas. Se contarmos o nimero
de arestas pelo caminho em ordem, para chegar na mesma aresta com direcao oposta,
obtemos uma sequéncia ciclica de nimeros, dando as identificagdes no poligono de 18
arestas. Nas figuras de (I) a (VIII) da Figura 2.14, estes sdo os lugares no poligono
de 18 arestas no sentido anti-horario. Todos os padroes obtidos, exceto por (VIII),
sao imagem-espelhos deles mesmos e independem da escolha do sentido. Em outras
palavras, revertendo a sequéncia e trocando cada nimero x por 16 — z teremos a
sequencia ciclicamente idéntica.

Seja (G,0) um grafo com rotacdo o. Primeiramente, tomaremos algumas ob-
servagoes sobre o efeito que a mudanca o tem sobre as identificagdes no poligono de 18
arestas.

Se (G é invariante sobre a rotagdo por um angulo « e (G, ¢’) é obtida dando a cada
vértice a rotagao o de sua pré-imagem, entao “rotacionando pelo angulo o, temos que
um caminho induzido por (G, ¢) dd um caminho induzido por (G, ¢’). As identificagoes
nao sao mudadas.

Seja (G, ¢’) obtida de (G, o) mudando a rota¢ao em cada vértice. Invertendo todas
diregdes em um caminho induzido por (G, o) d4 um caminho induzido por (G, 0’). As
figuras correspondentes das identifica¢oes no poligono de 18 arestas a partir de (G, o’)
sao imagens espelho em relacao a identificacao feita a partir de (G, o).

Seja G contendo um eixo de simetria e seja o’ a rotacao obtida dando a cada vértice
de o a rotacao oposta do seu vértice simétrico. A “reflexao”de um caminho induzido
por (G,0) dd um caminho induzido por (G, ¢’). A identificagdo permanece invariante.

Se ¢’ é a rotagao obtida dando a cada vértice de o a rotagao de seu vértice simétrico,
entao invertendo todas dire¢oes no “refletido” caminho induzido por (G, o) dd um ca-
minho induzido por (G,¢’). As figuras correspondentes das identificagdes no poligono
de 18 arestas a partir de (G, ¢’) sdo imagens espelho em relacao a identificacao feita a
partir de (G, o).

Além disso, todos vértices de um subgrafo préprio de GG, com limites uma com-
ponente de H? \ G na Figura 2.1, ndo podem ter a mesma rotagiao, pois buscamos
caminhos fechados de comprimento 18.

Portanto:
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- Se os vértices Vi,V sao conectados por duas arestas, entao eles sao de rotacoes

diferentes. Ambas escolhas ocasionam a mesma identificacao.

- Se V1, V5, V3 sao vértices de um triangulo, entao eles nao podem ter todos a mesma

rotacao.

- Se dois triangulos tém uma aresta em comum, entao os vértices da aresta comum

nao podem ter a mesma rotagao.

Usando estas observagoes, encontraremos as proximas rotagoes para os grafos A, B, C,
D e E que determinam identificacoes diferentes para o poligono de 18 arestas.

Para o primeiro caso mostrado abaixo (grafo A), faremos uma descrigdo mais de-
talhada, pois a compreensao do método utilizado é de suma importancia em nosso
trabalho.

O grafo A

E suficiente considerar as rotagoes da Figura 2.2.

> =0

Figura 2.2: Rotacoes no grafo A. Figura reproduzida da pagina 454 em [10].

Eles dao a mesma identificagao:
8 23314 2 1313 14 8 2 3 3 14 2 13 13 14 (2.2)

Esta sequéncia é referida por (I), e apresentada na Figura 2.14.

Mostraremos agora como encontrar esta sequéncia (2.2) que corresponde as identi-
ficagoes (emparelhamento) no poligono de 18 arestas.

Considere o primeiro grafo A da Figura 2.2 e observe que este satisfaz as condic¢oes
citadas acima. Rotule as arestas do grafo A por a, b, ..., i (ver Figura 2.3). Considere
os caminhos fechados em cada aresta nos dois sentidos, ou seja, como cada aresta
possui dois vértices extremos, considere os caminhos indo no sentido dos extremos.
Lembre-se que esses caminhos sao de forma que as condicoes (a) e (b) sejam vélidas
e que retorne ao vértice inicial por uma direcao oposta, ou seja, que nao retorne pela
aresta do inicio do caminho. Denote por C, o comprimento do caminho em cada
aresta y = a, b, ..., i. Teremos entao dois ntimeros correspondentes ao comprimento

Cy, um para cada sentido. Na Figura 2.3, distinguimos esses caminhos por dois tipos
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de setas. A numeracao em cada seta, corresponde ao comprimento do caminho em
cada instante, até que este caminho seja fechado, logo a ultima numeracao corresponde
ao comprimento do caminho fechado.

Por exemplo, no primeiro grafo da Figura 2.3, calculamos o comprimento dos cam-
inhos da aresta a nos dois sentidos. Neste caso, a seta escura corresponde ao caminho
comecando para “cima’e a outra seta para o caminho comegando para “baixo”. Ini-
ciando na aresta a, percorrendo o caminho para cima encontramos um vértice cheio,
assim devemos ir para a aresta da esquerda e numeré-la por 1 (para contar o caminho).
Em seguida, encontramos um vértice vazio, assim devemos ir para a aresta da direita
e numera-la por 2. O préximo vértice no caminho é um vértice vazio, logo devemos ir
para a aresta da direita e numera-la por 3. Agora chegamos ao vértice inicial por uma
diregao oposta, ou seja, temos um caminho fechado de comprimento 3, que satisfaz as
condigoes citadas acima. Logo, C, = 3. Da mesma forma, calcula-se o comprimento
do caminho partindo da aresta a para “baixo”e obtem-se C, = 13. Dessa forma, cal-
culamos o comprimento dos caminhos da aresta a e das demais arestas na Figura 2.3.
Agora, escolha um vértice de partida e um sentido e obtenha um caminho fechado de
forma que todas as arestas sejam percorridas nos dois sentidos. Este caminho tera
comprimento 18, j& que agora todas as arestas sdo computadas (duas vezes). Em
cada aresta percorrida, anote o comprimento do caminho (feito na Figura 2.3) dessa
aresta de acordo com o sentido. Dessa forma, obtem-se uma sequéncia de 18 ntimeros.
Coloque a sequéncia (2.2) no poligono P no sentido anti-horério e identifique as arestas
correspondentes x com 16 — x observando que, como cada aresta do grafo corresponde
a identificagao de duas arestas do poligono, entao o valor C,, = x do comprimento do
caminho de uma aresta de G, deve ser identificado com o comprimento do caminho
C, = (16 — z) da mesma aresta y, para cada y = a, b, ..., i. Assim, temos um em-
parelhamento para o poligono P mostrado na Figura 2.14 rotulado por (I) (ilustrado
também na Figura 2.4). Por exemplo, se comegarmos o caminho fechado pelo vértice u
na direcao da aresta e, como pode ser visto no ultimo grafo da Figura 2.3, a sequéncia

é obtida pelos seguintes passos:

1. No sentido representado por 1 na aresta e, o comprimento do caminho dessa

aresta é C, = 8, logo este é o primeiro termo da sequéncia.

2. A proxima aresta do caminho é a aresta ¢ no sentido representado por 2, da qual
vimos que o comprimento do caminho é C, = 2, logo este é o segundo termo da

sequencia.

3. Em seguida, vamos para a aresta b no sentido representado por 3, da qual vimos

que o comprimento do caminho é C, = 3, logo este é o terceiro termo da sequéncia.
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Figura 2.3: Caminhos fechados no grafo A.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Agora, vamos para a aresta a no sentido representado por 4, da qual vimos que

o comprimento do caminho é C, = 3, logo este é o quarto termo da sequéncia.

. No sentido representado por 5 na aresta ¢, o comprimento do caminho dessa

aresta é C. = 14, logo este é o quinto termo da sequéncia.

. No sentido representado por 6 na aresta d, o comprimento do caminho dessa

aresta é Cy = 2, logo este é o sexto termo da sequéncia.

No sentido representado por 7 na aresta b, o comprimento do caminho dessa

aresta é C, = 13, logo este é o sétimo termo da sequéncia.

. No sentido representado por 8 na aresta a, o comprimento do caminho dessa

aresta é C, = 13, logo este é o oitavo termo da sequéncia.

. No sentido representado por 9 na aresta d, o comprimento do caminho dessa

aresta é Cy = 14, logo este é o nono termo da sequéncia.

No sentido representado por 10 na aresta e, o comprimento do caminho dessa

aresta é C, = 8, logo este é o décimo termo da sequéncia.

No sentido representado por 11 na aresta g, o comprimento do caminho dessa

aresta ¢ Cy = 2, logo este é o décimo primeiro termo da sequéncia.

No sentido representado por 12 na aresta i, o comprimento do caminho dessa

aresta é C; = 3, logo este é o décimo segundo termo da sequéncia.

No sentido representado por 13 na aresta h, o comprimento do caminho dessa

aresta é C}, = 3, logo este é o décimo terceiro termo da sequéncia.

No sentido representado por 14 na aresta g, o comprimento do caminho dessa

aresta é Cy, = 14, logo este é o décimo quarto termo da sequéncia

No sentido representado por 15 na aresta f, o comprimento do caminho dessa

aresta ¢ Cy = 2, logo este é o décimo quinto termo da sequéncia.

No sentido representado por 16 na aresta i, o comprimento do caminho dessa

aresta é C; = 13, logo este é o décimo sexto termo da sequéncia.

No sentido representado por 17 na aresta h, o comprimento do caminho dessa

aresta é C}, = 13, logo este é o décimo sétimo termo da sequéncia.

No sentido representado por 18 na aresta f, o comprimento do caminho dessa

aresta é Cy = 14, logo este é o décimo oitavo termo da sequéncia.
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Explicaremos agora, como fazer a identificacao entre as arestas do poligono. Primeiro
distribua a sequéncia (2.2) no poligono P no sentido anti-horario (ou horario), digamos,

71 e identifique as arestas da seguinte forma, veja Figura 2.4:

1. A aresta 71 correspondente ao primeiro termo da sequéncia, dever ser conectada
a aresta 719, pois no passo 1 encontramos C, = 8 e seu correspondente C, =

16 — 8 = 8 é o décimo termo da sequéncia.

2. A aresta 7 correspondente ao segundo termo da sequéncia, dever ser conectada a
aresta 75, pois no passo 2 encontramos C, = 2 e seu correspondente C. = 16—2 =

14 é o quinto termo da sequéncia.

3. A aresta 73 correspondente ao terceiro termo da sequéncia, dever ser conectada a
aresta 77, pois no passo 3 encontramos Cj, = 3 e seu correspondente Cj, = 16—3 =

13 é o sétimo termo da sequéncia.

4. A aresta 74 correspondente ao quarto termo da sequéncia, dever ser conectada a
aresta Tg, pois no passo 4 encontramos C, = 3 e seu correspondente C, = 16—3 =

13 é o oitavo termo da sequéncia.

5. A aresta 74 correspondente ao sexto termo da sequéncia, dever ser conectada a
aresta 79, pois no passo 6 encontramos Cy = 2 e seu correspondente Cy; = 16 —2 =

14 é o nono termo da sequéncia.

6. A aresta 717 correspondente ao décimo primeiro termo da sequéncia, dever ser
conectada a aresta 74, pois no passo 11 encontramos Cy = 2 e seu correspondente
Cy, =16 — 2 = 14 é o décimo quarto termo da sequéncia.

7. A aresta 75 correspondente ao décimo segundo termo da sequéncia, dever ser
conectada a aresta 76, pois no passo 12 encontramos C; = 3 e seu correspondente

C; =16 — 3 = 13 é o décimo sexto termo da sequéncia.

8. A aresta 113 correspondente ao décimo terceiro termo da sequéncia, dever ser
conectada a aresta 177, pois no passo 13 encontramos Cj, = 3 e seu correspondente

C), =16 — 3 = 13 é o décimo sétimo termo da sequéncia.

9. A aresta 115 correspondente ao décimo quinto termo da sequéncia, dever ser
conectada a aresta Tig, pois no passo 15 encontramos Cy = 2 e seu correspondente

Cy =16 — 2 = 14 é o décimo oitavo termo da sequéncia.

Assim, temos um emparelhamento para o poligono P mostrado na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Emparelhamento de arestas do poligono de 18 arestas gerado pelo grafo A com as

rotagoes da Figura 2.2.

Se comegassemos por outra aresta no mesmo sentido (neste caso o sentido ndo inter-
fere), irfamos obter a mesma sequéncia, porém com uma permutagao ciclica. Analoga-
mente, considerando a rotacao do segundo grafo A da Figura 2.2 teremos a sequéncia
ciclica (2.2).

Observacao 2.2.3 Note que, a aresta que se calcula o comprimento nao pertence ao
caminho entdo esta nao foi computada. E, cada uma das outras arestas foi percorrida
uma unica vez em cada sentido. Assim, se para um sentido Cy = x entao para o outro

sentido temos Cyy = 16 — x.

De acordo com a Observacao 2.2.3, podemos simplificar os calculos. Pois, se ja esta
calculado o comprimento x de um caminho fechado para um sentido de uma aresta

basta fazer 16 — x para encontrar o comprimento do caminho para o outro sentido.

O grafo B

Devido as observagoes acima, € suficiente considerar apenas os casos de dois ou de
trés vértices cheios. Os dois vértices cheios devem situar-se um em cada triangulo e
em cada quadrangulo, no minimo um no exterior (quina) de B. Isso deixa as duas

possibilidades da Figura 2.5.
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Figura 2.5: Rotagoes no grafo B. Figura reproduzida da pdgina 455 em [10].

A primeira da a identificacao:
8 11 3 12 5 11 13 4 5 8 11 3 12 5 11 13 4 5 (2.3)

Esta sequéncia é referida por (VIII), e apresentada na Figura 2.14. O segundo caso,
corresponde a imagem espelho.
Mostraremos o primeiro caso. O segundo é feito de forma andloga e obtem-se a

sequencia ciclica
8 11 12 3 5 11 4 13 5 8 11 12 3 5 11 4 13 5 (2.4)

Seguindo as mesmas consideragoes que fizemos anteriormente para o grafo A e
agora utilizando também a Observacao 2.2.3, obtemos os comprimentos dos caminhos
fechados de todas as arestas do grafo B, como mostra a Figura 2.6. E, se comegarmos
o caminho fechado pelo vértice u da aresta e, como pode ser visto no ultimo grafo da
Figura 2.6, obtemos a exatamente a sequéncia (2.3).

Para trés vértices cheios estes permanecem os casos da Figura 2.7, pois os outros
nao dao um caminho fechado de comprimento 18. O 1ltimo caso na Figura 2.7 é obtido

do primeiro pela reflexao e mudanga de rotacao.

Todos eles dao identificagoes:
8 12 36 125 1356 8 10 11 3 11 4 10 13 4 (2.5)

A sequéncia é referida por (V), e apresentada na Figura 2.14.

A Figura 2.8 mostra uma forma de encontrar a sequéncia (2.5) para a primeira
rotacao do grafo B da Figura 2.7.

O grafo C

E suficiente considerar os casos com um ou dois vértices cheios sobre os dois
triangulos, exatamente um sobre a aresta em comum. Devido a simetria, podemos
considerar somente as rotacoes da Figura 2.9.

Para o primeiro grafo da Figura 2.9 temos a seguinte identificacao:
79211 11 143493 13712 13 255 14 (2.6)
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A Figura 2.10 mostra uma forma de encontrar a sequéncia (2.6). A sequéncia
formada é referida por (VII), e apresentada na Figura 2.14.

Para o segundo grafo da Figura 2.9 temos a seguinte identificagao (ver Figura 2.11):
8 921010 14 393813713266 147 (2.7)

Esta é rotulado por (IV) e mostrado na Figura 2.14.
O grafo D
E suficiente considerar a rotacao da Figura 2.12. Para o primeiro grafo da Figura

2.12 temos a seguinte identificacao:
8 2 12 12 14 2 4 4 14 8 2 12 12 14 2 4 4 14

A sequéncia é referida por (III), e apresentada na Figura 2.14.

Para o segundo grafo da Figura 2.12 temos a seguinte identificacao:

8§ 288 1428814828814 282814

Esta sequéncia é rotulado por (IT) e mostrado na Figura 2.14.

O grafo F

O grafo E ¢ equivalente & um hexdgono com didmetros. E suficiente considerar os
casos de um, dois ou trés vértices cheios.

Se existem exatamente dois vértices cheios, eles nem podem ficar adjacentes nem
opostos diametralmente para cada outro vértice. O caso restante é apresentado na
Figura 2.13 com o caso de um vértice cheio. Trés vértices nao dao solucao, pois os
caminhos fechados nao sao de comprimento 18.

Ambas rotagoes da Figura 2.13 dao as identificacoes:
412 46 10 12 4 12 4 6 10 12 4 12 4 6 10 12

Esta sequéncia é referida por (VI), e apresentada na Figura 2.14. O

2.3 Poligonos Fundamentais com 18 arestas para
uma superficie de género 2
Combinando os resultados das se¢oes anteriores obtemos o seguinte teoremas:

Teorema 2.3.1 Fuxiste, sob a imagem espelho, 8 formas essencialmente diferentes de
emparelhar as arestas de um poligono P de 18 arestas tal que, a superficie correspon-

dente S € orientdvel de género 2 e o grafo induzido formado pela fronteira de P tem 9
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arestas e 6 vértices, onde cada vértice possui exatamente 3 arestas.

Demonstracao: Os possiveis grafos GG estao na Proposicao 2.1.1, que sao os cinco
grafos da Figura 2.1. Na Proposicao 2.2.2, sao dados os oito emparelhamentos para P,
obtidos por caminhos fechados em G.

Os padroes de identificagao para P estao desenhados na Figura 2.15. 0

Observacgao 2.3.2 Note que todo ciclo de vértices de P tem comprimento 3, jd que
esses sao associados a grafos trivalentes. Em outras palavras, cada vértice de G cor-
responde a um ciclo de P.

49



O direita ® esquerda
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Figura 2.6: Caminhos fechados no grafo B.
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Figura 2.7: Rotacdes no grafo B. Figura reproduzida da pagina 455 em [10].
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Figura 2.8: Caminhos fechados no grafo B.
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Figura 2.9: Rotagdes no grafo C. Figura reproduzida da pagina 455 em [10].
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O direita ® esquerda
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Figura 2.10: Caminhos fechados no grafo C.

o4

\ Ca=7
—» =2
< C =14



O direita ® esquerda

¥ -3
2 =13

5 «— (=8

6 —» (=8

3 Voc=o

Figura 2.11: Caminhos fechados no grafo C.
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Figura 2.12: Rotagoes no grafo D. Figura reproduzida da pagina 456 em [10].

Figura 2.13: Rotagoes no grafo E. Figura reproduzida da pagina 456 em [10].
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Figura 2.14: Emparelhamentos de arestas do poligono de 18 arestas. Figura baseada na Figura da

pégina 457 em [10].
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Figura 2.15: Bitoros correspondentes aos emparelhamentos da Figura 2.14. Figura baseada na

figura da pdgina 459 em [10].
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Capitulo 3

Emparelhamento de arestas de

poligonos com (12g-6) arestas

Neste capitulo construiremos, através de grafos trivalentes, emparelhamentos de arestas
de poligonos fundamentais hiperbdlicos com 12g — 6 arestas, tais que todos os ciclos de
vértices tenham comprimento 3.

Consideremos os poligonos Piag—¢ com 12g — 6 arestas. O caso de g = 2 vimos
no capitulo anterior, baseado em [10], os possiveis diferentes emparelhamentos de
arestas para poligonos fundamentais hiperbédlicos através das associagoes entre grafos,
poligonos e superficies. Para o caso g = 3, Gou Nakamura, em [17], fez um trabalho
semelhante e veremos parte deste na Secao 3.1. Além destes, apresentaremos (Segao

3.1.1) os casos que nés construimos para g =4 e 5.

3.1 Poligonos Fundamentais para superficies de

género 3

Com ajuda do computador, Lee Mosher em [15] mostrou que existem 1726 tipos diferen-
tes de emparelhamentos de poligonos fundamentais Pia4_¢ para fazer uma superficie de
género 3. Se desconsiderarmos as imagens espelho desses padroes, entao sao essencial-
mente 927 padrdes de emparelhamentos. Em [17], Gou Nakamura exibe completamente
os 927 padroes de emparelhamentos. Os métodos que Nakamura usou sao semelhantes
aos de [10]. Se identificarmos cada par de arestas dos poligonos fundamentais regulares
de 30 arestas para fazer uma superficie compacta S do género trés, entao duas arestas
do poligono tornam-se uma curva em S e trés vértices do poligono tornam-se um ponto
em S. Portanto, temos uma figura em S com 10 pontos conectados por 15 curvas de

tal forma que cada ponto é o ponto final de trés curvas, ou seja, um grafo trivalente
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com 10 vértices e 15 arestas (veja a Figura 3.1).

Figura 3.1: Exemplo de um grafo imerso em uma superficie de género 3. Figura reproduzida da
pégina 89 em [17].

Seja G um grafo trivalente com 10 vértices e 15 arestas, tal que G pode ser imerso em
uma superficie compacta S de género 3 de forma que S\G seja uma tnica componente
conexa. A fim de obter esses grafos, vamos numerar os vértices de 1 a 10 e conectar os
10 vértices por 15 arestas tal que cada vértice tenha trés arestas. Primeiro, temos dois
casos:

(A) o vértice 1 é conectado com trés vértices difererentes 2, 3 e 4.

ou

(B) o vértice 1 é ligado a dois vértices diferente 2 e 3 (podemos supor que 1 e 2 séo
ligados por duas arestas difererentes) (veja Figura 3.2).

Em seguida, temos trés casos a partir de (A) para ligar o vértice 2, com trés vértices

difererentes do seguinte modo:

(i) 2 estd ligado com 3 e 4;

(ii) 2 esta ligado com 3 e 5;

(iii) ou 2 estd ligado com 5 e 6 (veja a Figura 3.3).

Em (A) é suficiente considerar os grafos de vértices distintos que nao estao direta-
mente ligados por duas arestas.

Em (B), temos dois casos: 2 estd ligado com 3 ou 2 estd ligado com 4 (veja Figura
3.4).

1

3 4

Figura 3.2: (A) e (B). Figura reproduzida da pégina 91 em [17].

Se repetirmos este processo para os outros vértices 3, 4, ..., 10, entao temos grafos

conexos trivalentes com 10 vértices e com 15 arestas. Para examinar se cada um desses
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Figura 3.3: Trés casos de (A). Figura reproduzida da pagina 91 em [17].

2 @1 291
3 4 3

Figura 3.4: Dois casos de (B). Figura reproduzida da pdgina 91 em [17].

grafos G é imerso em S, com complemento conexo, deve-se analisar se existem caminhos
fechados em G, na condi¢ao que caminhamos em cada aresta de G exatamente uma
vez em cada sentido e que nao voltaremos imediatamente na mesma aresta da qual
viemos (condigoes (a) e (b) do capitulo anterior). Para isso, deve-se atribuir a cada
vértice uma rotacao. Atribuindo as rotacoes dos 10 vértices de cada grafo Nakamura
mostrou, por computador, que os grafos que possuem caminhos fechados sao os que

estao na Figura 3.5. Assim, em [17] verifica-se o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.1 [17] Seja G o conjunto de grafos trivalentes conexos G com 10
vértices e 15 arestas tal que G pode ser imerso em uma superficie compacta de género
trés e que S\G € simplesmente conexa. Entdo G é composta dos sequintes 65 grafos
(ver Figura 3.5).

3.1.1 Caminhos fechados em grafos trivalentes

Consideremos alguns dos grafos da Figura 3.5 e encontremos entao as rotagoes que
induzem um caminho fechado no grafo GG, ou seja, na condigdo que caminhamos em
cada aresta de GG exatamente uma vez em qualquer sentido e que nao retornemos ime-
diatamente na mesma aresta da qual viemos (condigoes (a) e (b) do capitulo anterior).
Vamos verificar que o procedimento que deduzimos para o caso g=2, para encon-
trar os caminhos fechados também é valido para o caso g=3. Considere um poligono
Prag—6 C D? com 12g — 6 arestas, g = 3 , onde D? representa o plano hiperbélico.
Denotamos seus vértices no sentido anti-horario por {vy, v, ..., v30} € suas arestas por
{71, 72, ..., 730} onde 7; é o segmento geodésico iniciando em v; e findando em w1,
imod(12g — 6).
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Exemplo 3.1.2 Considere o grafo B-14 da Figura 3.5. Vamos atribuir uma rotagao
a este grafo que satisfaca as condicoes citadas no texto, ver Figuras 3.6 e 3.7. Assim,

temos a identificacao:

24 26 12 16 2 4 4 26 10 2 24 24 26 4 6 16 10 4 24 18 12 22 24 2 4 4 26 18 2 24

As Figuras 3.6 e 3.7 mostram uma forma de encontrar a sequéncia acima. Agora,
coloque essa seguéncia no poligono P3g no sentido anti-horéario a partir de 7 e depois
identifique as arestas correspondentes {x, 28 —x}. Note que, como cada aresta do grafo
corresponde a identificagao de duas arestas do poligono, entao o valor x do caminho
de uma aresta de G deve ser identificado com o 28 — x da mesma aresta. Assim, temos

um emparelhamento ®39 para o poligono P3y mostrado na Figura 3.8.

Exemplo 3.1.3 Considere o grafo B-10 da Figura 3.5 vamos atribuir uma rotacao a
este grafos de forma a obter caminhos fechados, ou seja, deve satisfazer as condigoes

e as observacaes feitas no capitulo 2, ver Figura 3.9. Assim, temos a identificacdo:

2526 208 23 3262252526208 233262252526 208233206 225

Colocando essa sequéncia no poligono Pso no sentido anti-horario a partir de 7 e depois
identificando as arestas correspondentes {z,28 — x}, temos um emparelhamento 3

para o poligono Psy mostrado na Figura 3.10.

Exemplo 3.1.4 Considere o grafo A-3 da Figura 3.5 vamos atribuir uma rotagao a
este grafos de forma a obter caminhos fechados. Considere entao a rotacao exibida nas

Figuras 3.11 e 3.12, assim temos a sequinte identifica¢do:

4511 2332482325169 114 14 17 20 12 24 3419 3 25 17 24 25 12 5 14 16

As figuras 3.11 e 3.12 mostram uma forma de encontramos a sequéncia acima. Colo-
cando essa sequéncia no poligono P3g no sentido anti-horario a partir de 7; e depois
identificando as arestas correspondentes {z,28 — x}, temos um emparelhamento ®34

para o poligono Psg.

Exemplo 3.1.5 Considere o grafo B-1 da Figura 3.5 vamos atribuir uma rotac¢dao a
este grafos de forma a obter caminhos fechados. Considere entao a rota¢do exibida na

Figura 3.13, fazendo o procedimento andlogo ao do exemplo anterior, temos a sequinte
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identificagao:

8233262252526 2024426 1422424268233 26 2252526 20 14

Colocando essa sequéncia no poligono Pso no sentido anti-horario a partir de 7 e depois
identificando as arestas correspondentes {z,28 — x}, temos um emparelhamento 3

para o poligono Psg.

63



& O @ =

0EE S TE
=) &> 4 &

=R R AR E R
Lol B & 24 8 §

B-13 B-14 B-15
B-16 B-17 i ; ﬂ
B-18 B-19 B-20 B-21 B-22 B-23
; i ; E ; \ V [
B-24 B-25 B-26 B-27 B-28 B-29 B-30 B-31
- F} - -
Qi) g -
B-32 B-34 B-35 B-36 B-37 B-38 B-39
B-42 B-43 B-44 B-45 B-46 B-47

Figura 3.5: Grafos em G. Figura reproduzida da pagina 90 em [17]
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Figura 3.7: Caminhos fechados no grafo B-14
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Figura 3.8: Emparelhamento de arestas gerado por B-14 para g=3

Figura 3.9: Rotacdo no grafo B-10
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Figura 3.10: Emparelhamento de arestas gerado por B-10 para g=3
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Figura 3.11: Caminhos fechados no grafo A-3 das arestas a-j
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Figura 3.12: Caminhos fechados no grafo A-3 das arestas k-o

g=3

Figura 3.13: Rotacio no grafo B-1
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3.2 Emparelhamento de arestas de poligonos com
(12g-6) arestas

Apresentaremos agora nossa contribui¢ao que consiste em construir, através de grafos
trivalentes citados em [10], novos grafos para g > 3 afim de obtermos emparelhamentos
de arestas de poligonos fundamentais hiperbolicos com 12g — 6 arestas, tais que todos
os ciclos de vértices tenham comprimento 3. Assim, temos condi¢oes de concluir que o
grupo gerado pelo emparelhamento das arestas desses poligonos nos fornece através do
quociente pelo plano hiperbdlico, uma superficie de Riemann .S compacta orientavel de
género g. Além disso, mostraremos, na Proposicao 3.2.3, uma outra forma de se obter

a sequéncia ciclica correspondente ao emparelhamento do poligono.

3.2.1 Grafos trivalentes conexos imersos em uma superficie de
género ¢

Seja G um grafo trivalente conexo, imerso em uma superficie fechada S de género g de
forma que S\G seja uma tnica componente conexa. Sejam a e v o nimero de arestas

e de vértices de G, respectivamente. Entao, pela Formula de Euler temos:

2—-2g=v—a+f=2-2g=v—a+1l=a=v+29—1. (3.1)

Sabemos que cada aresta de GG corresponde a duas arestas do poligono P e cada
vértice de G possui exatamente 3 arestas incidentes a ele, logo G possui (129 — 6)/2
arestas e (12¢g — 6)/3. Entao, para g=3 temos a = 15 e pela equagao (3.1) v = 10.
Analogamente, para g = 4, temos a =21 e v = 14 e para g = 5 temos a = 27 e v = 18.
Assim, cortando S ao longo de G obtemos um poligono fundamental Pi9,_¢ de 129 — 6
arestas com um emparelhamento de arestas de P associado.

Vamos utilizar o procedimento e consideragoes feitos no capitulo anterior e mostrar
que estes também sao validos pra casos de g > 3. Para isso, consideremos alguns dos
grafos trivalentes da Figura 3.5. Através destes criamos novos grafos trivalentes para
g =4 e para g = 5 do seguinte modo: aumentamos o ntimero de arestas de seis em seis
buscando uma semelhanga entre eles. A Figura 3.14 mostra os grafos criados a partir
do grafo A-2, n, e n, denotam o ntimero de arestas e de vértices de G respectivamente.
Observe que desse modo, poderiamos continuar para g > 5.

Considere um poligono Pz, C D? com 12g — 6 arestas, g > 2 , onde D? re-
presenta o plano hiperbdlico. Denotamos seus vértices no sentido anti-horario por

{v1, v, ..., V1296 } € suas arestas por {7y, Ty, ..., Ti2g—¢} onde 7; é o segmento geodésico
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m m na: | |
[¢] =3 g =4 r\v=

29 -
2
129-6
3

g=>5

Figura 3.14: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices

iniciando em v; e findando em v;; 1, imod(12g — 6).
Extensoes do Grafo B-14

Considere o grafo B-14 da Figura 3.5 vamos estender esse grafo parag=4eg=>5e
atribuir uma rotagao a este de modo a obter caminhos fechados, ou seja, deve satisfazer
as condigoes e as observacoes feitas no capitulo 2. Assim, considere as rotacgoes dos

grafos na Figura 3.15. Note que, desse modo, poderiamos continuar para g > 5.

SINRNEEE

Figura 3.15: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices

Proposicao 3.2.1 Caminhos fechados sobre os grafos para g = 4 e para g = 5 da
Figura 3.15 de forma que as condigées (a) e (b) do capitulo anterior sejam vdlidas dao
ortgem a um emparelhamento de arestas de um poligono fundamental P com 12g — 6

arestas, tal que a superficie correspondente S é fechada orientavel de género g.

Demonstracao: Considere as extensoes do grafo B-14 da Figura 3.5 para g = 4 e

— 1 2 : =
g = 5, denotaremos estes por Gy, € G5y, respectivamente, e as rotacoes desses grafos
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conforme a figura 3.15. Estas rotacoes satisfazem as condicoes e as observagoes feitas
no Capitulo 2. Note que, desse modo, poderiamos continuar para g > 5. Mostraremos
para g = 4, para g > 4 é feito de forma anéloga.

Rotule as arestas do grafo Gy por a, b, ..., u (ver Figuras 3.16, 3.17, 3.18 e 3.19.
Considere os caminhos fechados em cada aresta nos dois sentidos, ou seja, como cada
aresta possui dois vértices extremos, considere os caminhos indo no sentido dos ex-
tremos. Lembre-se que esses caminhos sdo de forma que as condigoes (a) e (b) séo
validas e que retorne ao vértice inicial por uma direcao oposta, ou seja, que nao re-
torne pela aresta do inicio do caminho. Denote por C} o comprimento do caminho
em cada aresta y = a, b, ..., u. Teremos entao dois ntimeros correspondentes ao com-
primento (), um para cada sentido. Nas figuras de 3.16 a 3.19, distinguimos esses
caminhos por dois tipos de setas. A numeracao em cada seta, corresponde ao compri-
mento do caminho em cada instante, até que este caminho seja fechado, logo a tltima
numeragao corresponde ao comprimento do caminho fechado.

Por exemplo, no primeiro grafo da Figura 3.16, calculamos o comprimento dos cam-
inhos da aresta a nos dois sentidos. Neste caso, a seta escura corresponde ao caminho
comecando para “cima’e a outra seta para o caminho comecando para “baixo”. Per-
correndo o caminho para cima iniciando na aresta a encontramos um vértice preto,
assim devemos ir para a aresta da esquerda e numerd-la por 1 (para contar o cami-
nho). Em seguida, encontramos um vértice branco, assim devemos ir para a aresta da
direita e numera-la por 2. O préximo vértice no caminho é um vértice branco, logo
devemos ir para a aresta da direita numeréa-la por 3, em seguinda temos um vértice
branco, logo seguimos para direita e colocamos a numeracao 4. Agora chegamos ao
vértice inicial por uma direcao oposta, ou seja, temos um caminho fechado de compri-
mento 4, que satisfaz as condicoes citadas acima. Logo, C, = 4. Da mesma forma,
calcula-se o comprimento do caminho partindo da aresta a para “baixo”e obtem-se
C, = 36. Note que, a aresta que se calcula o comprimento nao pertence ao caminho
entao esta nao foi computada. E, cada uma das outras arestas foi percorrida uma tinica
vez em cada sentido. Assim, se para um sentido C), = x entao para o outro sentido
temos C), = 40 — x. Assim, podemos simplificar os calculos pois, se ja esta calculado
o comprimento z de um caminho fechado para um sentido de uma aresta basta fazer
40 — z para encontrar o comprimento do caminho para o outro sentido. Dessa forma,
calculamos o comprimento dos caminhos da aresta a e das demais arestas nas Figuras
de 3.16 a 3.19.

Agora, escolha um vértice de partida e um sentido e obtenha um caminho fechado
de forma que todas as arestas sejam percorridas nos dois sentidos. Este caminho tera

comprimento 42, j4 que agora todas as arestas sao computadas (duas vezes). Em cada
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aresta percorrida, anote o comprimento do caminho (feito nas Figuras de 3.16 a 3.19)
dessa aresta de acordo com o sentido. Dessa forma, obtem-se uma sequéncia ciclica de
42 nimeros:

36 38 24 28 12 16 2 4 4 38 10 2 36 36 38 4 6 28 12 4 36 30 24 34 36 4
6 16 10 4 36 28 12 34 36 2 4 4 38 30 2 36

Agora, coloque essa sequéncia no poligono Pia,_¢ no sentido anti-hordrio a partir
de 71 e depois identifique os lados correspondentes {z, (12g — 8) — x}. Note que, como
cada aresta do grafo corresponde a identificacao de duas arestas do poligono, entao
o valor x do comprimento do caminho de uma aresta de G deve ser identificado com
0 (129 — 8) — = da mesma aresta. Assim, temos um emparelhamento ®5, ¢ para o
poligono Pjy4_¢ mostrado na Figura 3.20.

Para g = 5 temos a identificacao:

48 50 36 40 24 28 12 16 2 4 4 50 10 2 48 48 50 4 6 40 12 4 48 42 36 46 48
4 6 28 12 4 48 40 24 46 48 4 6 16 10 4 48 40 12 46 48 2 4 4 50 42 2 48
Ver Figura 3.21 a 3.25.

O emparelhamento correspondente a sequéncia acima para g = 5 é ilustrado na

Figura 3.26. Analogamente, podemos estenter para g > 5. 0O

Extensoes do Grafo B-10

Considere o grafo B-10 da Figura 3.5 vamos estender esse grafo parag=4e g=>5
e atribuir uma rotacao a estes grafos de forma a obter caminhos fechados, ou seja,
deve satisfazer as condigoes e as observagoes feitas no Capitulo 2. Assim, considere as

rotagoes dos grafos na Figura 3.27. Observe que poderiamos continuar para g > 5.

Proposicao 3.2.2 Caminhos fechados sobre os grafos para g = 4 e g = 5 da Figura
3.27 de forma que as condigoes (a) e (b) do capitulo anterior sejam vdlidas dao origem
a um emparelhamento de arestas de um poligono fundamental P com 12g — 6 arestas,

tal que a superficie correspondente S ¢ fechada orientdvel de género g.

Demonstracao: Analogamente a demonstracao da Proposicao 3.2.1 encontramos as
seguintes identificagoes:

Para g = 4 temos a identificacao:

37 38 32 20 8 2 3 3 38 2 37 37 38 328 23 3 38 2 37 37 38 32 20
8 23338237 37 38 328233 38 2 37
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Para g = 5 temos a identificacao:

49 50 44 32 20 8 2 3 3 50 2 49 49 50 44 8 2 3 3 50 2 49 49 50 44 32 8 2 3 3 50
249 49 50 44 20 8 2 3 3 50 2 49 49 50 44 8 2 3 3 50 2 49

Colocando essa sequéncia no poligono Pia,_¢ no sentido anti-horario a partir de 7, e

identificando as arestas correspondentes {x, (129 — 8) — x}, temos um emparelhamento

®19,_¢ para o poligono P9, mostrado nas Figuras 3.28 e 3.29.
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Figura 3.16: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=4 das arestas a-f
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Figura 3.17: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=4 das arestas g-1
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Figura 3.18: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=4 das arestas m-r
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Figura 3.19: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=4 das arestas s-u
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Figura 3.20: Emparelhamento de arestas gerado por B-14 para g=4
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Figura 3.21: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=5 das arestas a-f
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Figura 3.22: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=5 das arestas g-1
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Figura 3.23: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=>5 das arestas m-r
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Figura 3.24: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=5 das arestas s-x
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Figura 3.25: Caminhos fechados no grafo B-14 para g=>5 das arestas y, z e A
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Figura 3.26: Emparelhamento de arestas gerado por B-14 para g=5
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Figura 3.27: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices
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Figura 3.28: Emparelhamento de arestas gerado por B-10 para g=4
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Figura 3.29: Emparelhamento de arestas gerado por B-10 para g=5
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Extensoes do Grafo A-3

Considere o grafo A-3 da Figura 3.5 vamos estender esse grafo para g =4e g=2>5
e atribuir uma rotagao a estes grafos de forma a obter caminhos fechados, ou seja,
deve satisfazer as condigoes e as observagoes feitas no Capitulo 2. Assim, considere as

rotagoes dos grafos na Figura 3.30. Observe que poderiamos continuar para g > 5.

> A
SIRNENNNNES

Figura 3.30: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices

Proposicao 3.2.3 Caminhos fechados sobre os grafos para g =4 e g = 5 da Figura
3.30 de forma que as condigoes (a) e (b) do capitulo anterior sao validas dao origem
a um emparelhamento de arestas de um poligono fundamental P com 129 — 6 arestas,

tal que a superficie correspondente S é fechada orientdvel de género g.

Demonstracao: Considere as extenstes do grafo A-3 da Figura 3.5 para g = 4 e
g = b, denotaremos estes por Gl; e G%;, respectivamente e as rotagoes desses grafos
conforme a figura 3.30. Estas rotacoes satisfazem as condigoes e as observacoes feitas
no capitulo 2. Note que, desse modo, poderiamos continuar para g > 5. Mostraremos
para g = 4, para g > 4 é feito de forma analoga.

As Figuras 3.31 e 3.34 mostram uma outra forma de encontramos as sequéncias
acima. Esta é bem mais pratica que a forma mostrada anteriormente ja que precisamos
de apenas um grafo pra obter a sequéncia. Descreveremos o caso para g=4, para g=>5
é feito de forma analoga.

Tome o grafo A-3 para ¢ = 4 com a rotagao da Figura 3.30. Rotule as arestas
por a,b,c,...,u conforme a Figura 3.31. Escolha um vértice e um sentido e obtenha um
caminho fechado respeitando as orientacoes dos vértices, as condigoes vistas anterior-

mente e de forma que cada aresta seja percorrida nos dois sentidos. Numere o caminho
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Figura 3.31: Caminho fechado no grafo A-3 para g=4

percorrido. Observe que cada aresta possui uma (e somente uma) numeragao em cada
sentido. Assim, ao chegar no vértice inicial por uma dire¢ao oposta, temos um caminho
fechado de comprimento 12g — 6, j& que o grafo possui (12g — 6)/2 arestas. O mddulo
da diferenga entre esses numeros menos um, para cada aresta, dd o comprimento x
do caminho, no sentido do menor nimero para o maior. O comprimento do caminho
para o outro sentido, é dado por (12g — 8) — x. Por exemplo, veja a Figura 3.32, nesta

calculamos o comprimento dos caminhos nas arestas b e g do grafo A-3 para g=4.

/ 33 ‘T
b 35-7-1=27 \Cb:27 41-33-1=7 C=33

35 g
4027213 N\_G=13 p 40-7=33 \]/ CF7

Figura 3.32: Comprimento dos caminhos das arestas b e g do grafo A-3 para g=4

Da mesma forma, obtemos o comprimento dos caminhos, para os dois sentidos, das
demais arestas mostrados na Figura 3.33.

Assim, se comecarmos o caminho por 1 da aresta a e em cada aresta percorrida,
anotarmos o comprimento do caminho dessa aresta (feito na Figura 3.33) de acordo
com o sentido, obteremos a sequéncia ciclica de niimeros exibida logo abaixo.

45 30 35 3 36 27 35 37 28 5 16 9 11 4 13 35 19 11 36 3
4 31 3 3729 36 37 24 27 29 4 7 10 13 5 36 21 12 5 33 35

Colocando essa sequéncia no poligono Pia,_¢ no sentido anti-hordrio a partir de 7
e identificando os lados correspondentes {z, (12g —8) — 2}, temos um emparelhamento
D19, para o poligono Pigy—¢.

Analogamente, para g = 5 temos a identificacao:

91



/]\Ca=36 \Cb=27 /CC:35 <« G=35 « (=10 «— G-=3 /1\Cg=33

V=2 Ng=13 AC=5 —>G=5 _> C=30 _> (=37 \chzy

/]\Chzs & G =4 < C,-=12 /I\Ck=19 & (=29 & C,=35 /]\Cn=27

\l/Ch=35 - G=36 > (=28 \l/ =21 > G=11 _> (=5 \l/ C=13

< C=4 &« C,=24 /cq=3 NG=37 <« C =36 \\ct=29 Y €, =31

> (=36 _> (=16 ﬁcq=37 N ¢-3 > C =4 Nc=11 Nc=9

Figura 3.33: Comprimento dos caminhos das arestas do grafo A-3 para g=4

4542 47 3 48 39 47 49 40 24 28 516 9 11 4 13 47 19 11 48 3 4 43 3 49 41 48
49 36 39 41 4 6 28 12 4 48 33 24 46 48 4 7 10 13 5 48 40 12 5 45 47

E, colocando essa sequéncia no poligono Pja,4_¢ no sentido anti-horario a partir de 7
e identificando os lados correspondentes {z, (129 —8) — x}, temos um emparelhamento
P55 para o poligono Piog_g.

48 d 54 49 i 44/\38 | 43 39 o 34/\21 r 33 22

u
Q ® O o T o
45
1 g 50 35 V40 18
53
a ) k n q t
4
6 h 37 42 20 32
5 \
N A M _A~NL P _/ S = A v
A\ U S N\ A\
o f 5 Td0o 5171 3 12 4113 19 14

Figura 3.34: Caminho fechado no grafo A-3 para g=>5

Como mencionado anteriormente, o mesmo calculo pode ser feito para g > 5, por
exemplo, como na Figura 3.35.
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62 47 52 37 42
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49 54 39 44 22
N M AN P oA S rt V_ANJ VY
A\ A\

N\ \ \
11 48 12 53 13 38 14 43 15 21

Figura 3.35: Caminho fechado no grafo A-3 para g=6

Observacgao 3.2.4 Todas as sequéncias obtidas nesse trabalho podem ser obtidas através
dessa sequnda forma mostrada na Proposicao 3.2.53. Esta € mais prdtica, jda que pre-
cisamos de apenas um caminho fechado de comprimento 12g—6 no grafo e um algoritmo

simples para obter a sequéncia que dd a identificacao do poligono com 12g-6 arestas.

Extensoes do Grafo B-1

Considere o grafo B-1 da Figura 3.5 vamos estender esse grafo para g =4e g =5
e atribuir uma rotagao a estes grafos de forma a obter caminhos fechados, ou seja,
deve satisfazer as condigoes e as observacoes feitas no capitulo 2. Assim, considere as
rotacoes dos grafos na Figura 3.36. Observe que poderiamos continuar para g > 5.

1 -

B-1

Figura 3.36: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas e (12g — 6)/3 vértices

Proposicao 3.2.5 Caminhos fechados sobre os grafos para g = 4 e g = 5 da Figura
3.36 de forma que as condigoes (a) e (b) do capitulo anterior sao validas dao origem
a um emparelhamento de arestas de um poligono fundamental P com 12g — 6 arestas,

tal que a superficie correspondente S é fechada orientdvel de género g.
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Utilizando procedimentos analogos ao da demonstragao da Proposicao 3.2.3 temos as

seguintes identificacgoes:

Para g=4, temos:
8 23338 237 37 38 32244 38 262 36 36 38 20 2 4 4
38 14 2 36 36 38 8 2 3 3 38 2 37 37 38 32 26 20 14

Para g = 5, temos a identificacao:

8 23350249 49 50 44 2 4 4 50 38 2 48 48 50 32 2 4 4 50 26 2
48 48 50 20 2 4 4 50 14 2 48 48 50 8 2 3 3 50 2 49 49 50 44 38 32 26 20 14

Colocando essas sequéncias nos poligonos P9, no sentido anti-horario a partir de
71 e identificando os lados correspondentes {z, (129—8)—xz}, temos um emparelhamento

@19, para o poligono Py, para cada g.

Extensoes de mais alguns grafos

Proposicao 3.2.6 Caminhos fechados sobre os grafos com rotagoes, A-1(I1), A-1(11),
A-2(1), A-2(11), A-3(1l), A-5, A-6, B-4(I), B-4(II), B-15, B-20(1) e B-20(1l), das Fi-
guras 3.37 e 3.38, para g =4 e g =5 de forma que as condigoes (a) e (b) do capitulo
anterior sao vdlidas dao origem a um emparelhamento de arestas de um poligono funda-
mental P com 12g—6 arestas, tal que a superficie correspondente S € fechada orientdvel

de género g.

Demonstracao: Utilizando procedimentos analogos ao da demonstracao da Proposi¢ao

3.2.3 (ou da Proposigao 3.2.1) temos as seguintes identificagoes:

Grafos estendidos de A-1(I).
Para g=4, temos:
23 24 3 17 23 16 37 17 32 25 27 20 3 4 15 3 37 13 36 37 8 23 24 3 17
23 16 37 17 32 25 27 20 3 4 15 3 37 13 36 37 8

Para g = 5, temos a identificacao:
26 27 3 20 26 19 49 20 44 37 39 32 25 27 20 3 4 15 3 49 13 48 49 8 32 33
326 32 25 49 26 44 37 39 32 3 4 27 3 49 25 48 49 20 3 4 15 3 49 13 48 49 8
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Grafos estendidos de A-1(II).
Para g=4, temos a identificacao:
28 29 3 22 28 21 37 22 32 3 27 3 26 37 25 37 20 3 4 15 3 37 13 36 37
8 18 19 3 12 18 11 37 12 32 25 27 20 13 14 15 8

Para g = 5, temos a identificacao:
36 37 3 30 36 29 49 30 44 3 39 3 38 49 37 49 32 3 27 3 26 49 25 49 20 3
415349 13 48 49 8 22 23 3 16 22 15 49 16 44 37 49 32 25 26 27 20 13 14 15 8

Grafos estendidos de A-2(I).
Para g=4, temos a identificacao:
29 31 24 35 516 9 11 4 13 35 26 11 36 3 4 31 3 37 29 36 37 24 27 29
11 13 16 3 4 11 3 37 9 36 37 4 29 14 5 27 36

Para g = 5, temos a identificacao:
41 43 36 47 24 28 5 16 9 11 4 13 47 19 11 48 3 4 43 3 49 41 48 49 36 39
41 4 6 28 19 4 48 33 24 46 48 11 13 16 3 4 11 3 49 9 48 49 4 41 33 5 39 48

Grafos estendidos de A-2(II).
Para g=4, temos a identificacao:
29 31 24 35 10 16 3 11 3 10 37 9 37 4 8 30 21 6 36 29 30 31 24 32 34
11 13 16 3 4 11 3 37 9 36 37 4 29 19 5 27 36

Para g = 5, temos a identificacao:
41 43 36 47 24 28 10 16 3 11 3 10 49 9 49 4 8 42 14 6 48 42 42 43 36 44
46 4 6 28 19 4 48 38 24 36 48 11 13 16 3 4 11 3 49 9 48 49 4 41 33 5 39 48

Grafos estendidos de A-3(II).
Para g=4, temos a identificacao:
4530 35 3 36 27 35 37 28 10 16 3 11 3 10 37 9 37 4 8 30 14 6 36 29
30 31 34 32 34 4 7 10 13 5 36 26 12 5 33 35

Para g = 5, temos a identificacao:
4542 47 3 48 39 47 49 40 24 28 10 16 3 11 3 10 49 9 49 4 8 42 14 6 48 41 42
43 36 44 46 4 6 28 12 4 48 38 24 46 48 4 7 10 13 5 48 40 12 5 45 47
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Grafos estendidos de A-5.
Para g=4, temos a identificacao:
36 17 24 34 36 4 6 16 23 4 36 28 12 34 36 15 17 4 9 23 15 33 36 9 24
28 12 16 31 7 4 25 17 31 23 36 25 4 6 28 12 4

Para g = 5, temos a identificacao:
48 27 38 46 48 4 6 28 12 4 48 40 24 46 48 4 46 16 25 4 48 40 12 6 48 17 19 4 11
25 35 9 48 11 36 40 24 28 12 14 41 43 4 35 27 41 33 48 17 4 6 40 12 4

Grafos estendidos de A-6.
Para g=4, temos a identificacao:
204 5 15 23 3 36 12 35 37 24 18 4 10 23 16 8 36 10 25 28 20 12 15 30
32 4 16 17 30 22 36 24 3 5 28 4 37 17 25 35 36

Para g = 5, temos a identificacao:
324527 11 348 24 47 494 6 36 26 4 48 41 12 46 48 18 4 20 12 25 34 48 10 40
16 40 25 28 20 12 15 40 48 42 34 26 12 4 32 18 3 5 40 4 49 27 37 47 48

Grafos estendidos de B-4(I).
Para g=4, temos a identificacao:
37 38 32 25 27 20 13 15 8 2 3 3 38 2 37 37 38 32 3 4 27 3 37 25 36
3720 3 415 3 37 13 36 37 8 2 3 3 38 2 37

Para g = 5, temos a identificacao:
49 50 44 37 39 32 25 27 20 13 15 8 2 3 3 50 2 49 49 50 44 3 4 39 3 49 37 48
49 32 3 4 27 3 49 25 48 49 20 3 4 15 3 49 13 48 49 8 2 3 3 50 2 49

Grafos estendidos de B-4(II).
Para g=4, temos a identificacao:
37 38 32 25 27 20 3 15 3 14 37 13 37 8 2 3 3 38 2 37 37 38 32 25 26
2720 3 4 15 3 37 13 36 37 8 2 3 3 38 2 37

Para g = 5, temos a identificacao:
49 50 44 37 39 32 25 27 20 3 15 49 14 49 13 3 8 2 3 3 50 2 49 49 50 44 37 38
39 32 3 4 27 3 49 25 48 49 20 3 4 15 3 49 13 48 49 8 2 3 3 50 2 49
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Grafos estendidos de B-15(1).
Para g=4, temos a identificacao:
36 38 24 28 5 16 9 11 4 13 35 19 11 36 3 4 31 3 37 29 36 37 24 27 29
46 16 10 4 36 21 12 34 36 2 4 4 38 30 2 36

Para g = 5, temos a identificacao:
48 50 36 40 24 28 5 16 9 11 4 13 47 19 11 48 3 4 43 3 49 41 48 49 36 39 41 4
6 28 12 4 48 33 24 46 48 4 6 16 10 4 48 40 12 46 48 2 4 4 50 42 2 48

Grafos estendidos de B-20(1).
Para g=4, temos a identificacao:
45 30 35 3 36 27 35 37 28 12 16 2 4 4 38 10 2 36 36 38 4 6 28 12
4 36 30 24 34 36 4 7 10 13 5 36 28 12 5 33 35

Para g = 5, temos a identificacao:
4 5 42 47 3 48 39 47 49 40 24 28 12 16 2 4 4 50 10 2 48 48 50 4 6 40
12 4 48 42 36 36 48 4 6 28 12 4 48 40 24 46 48 4 7 10 13 5 48 40 12 5 45 47

Grafos estendidos de B-20(1I).
Para g=4, temos a identificacao:
34 35 25 35 28 12 16 2 4 4 38 10 2 36 36 38 4 6 28 12 4 36 30 24 34
36 4 12 15 6 10 36 28 12 3 6 34 5 37 5 28 30

Para g = 5, temos a identificacao:
46 47 15 47 40 24 28 12 16 2 4 4 50 10 2 48 48 50 4 6 40 12 4 48 42 36
46 48 4 6 28 12 4 48 40 24 46 48 4 12 37 6 10 48 40 12 3 6 46 5 49 5 40 42

Agora, colocando cada uma dessas sequéncias, obtidas dos grafos das figuras 3.37 e
3.38, nos poligonos Pia,_¢ no sentido anti-hordrio a partir de 7y e identificando os lados
correspondentes {z, (129 — 8) — x}, temos emparelhamentos ®19,_¢ para o poligono

Pi24—6 para cada g. 0
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Figura 3.37: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas, (12g — 6)/3 vértices e com rotagoes
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Figura 3.38: Grafos trivalentes com (12g — 6)/2 arestas, (12g — 6)/3 vértices e com rotagoes
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Capitulo 4
Emparelhamentos generalizados

Neste capitulo, apresentamos as generalizacoes dos emparelhamentos de arestas dos
poligonos fundamentais hiperbélicos, das proposicoes do capitulo anterior, com 12g — 6
arestas e angulos internos iguais a 27/3, onde todos os ciclos de vértices tem com-
primento 3 e portanto sdo dominios fundamentais da tesselacao {12¢g — 6,3}. Assim,
temos condic¢oes de concluir que o grupo gerado pelo emparelhamento das arestas desses
poligonos nos fornece através do quociente pelo plano hiperbdlico, uma superficie de
Riemann S compacta orientavel de género g.

Em [6], [7], [8], Faria e Palazzo construiram as generalizagdes dos 8 emparelhamentos
vistos no Capitulo 2.

Denotaremos por @9, 0 emparelhamento para o poligono Pi9,—6. E, denotaremos

por {a,b} se a aresta a é identificada com a aresta b.

4.1 (Generalizacao dos emparelhamentos da

Proposicao 3.2.1

Considere os emparelhamentos ®19,_¢ dos poligonos Piyy_¢ para g = 3 do Exemplo
3.1.2, e para g = 4 e 5, da Proposicao 3.2.1 do Capitulo 3, referentes ao grafo B-14.
Estes foram construidos através de grafos “semelhantes”com rotagoes “semelhantes”.
No sentido de que, seguindo o mesmo raciocinio poderiamos ter continuado a construir
grafos para g > 5. Assim, buscamos uma relagao entre suas identificagoes. Observamos

uma forma geral de representar as identificagoes das arestas de Pia5_¢ como segue:

{7'129—12,7'129—9}7 {leg—11,7'12g—6}, {7-12g—10a7_1}> {7'12g—8,7'12g—19}, {TlZg—'?aTZ}a

{ng—1,72g+2}, {729,72g+5}, {7‘29+1,7'29+6}, {7_2g+3a7—29+14}7 {7_2g+4a7—29+7}~
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Sek=0,1,...,.g—3eg>3:

{7'3+2k, Tl2g—20—10k}7 {7'4+2k, Tl2g—15—10k}7

{Tl2g—22—10k7 Tl2g—17—10k}7 {Tl2g—21—10k7 Tl2g—14—10k}7

{Tl2g—18—10k7 Tl2g—13—10k}-

Sek=0,1,....g—4eg>3

{Tl2g—16—10k7 Tl2g—29—10k}-

Considere as isometrias que identificam os pares conforme segue:

041(7'129—12) = T12¢9—-9, 042(7'129—11) = T12¢9—6, 043(7'129—10) =T1, 044(7'12g—8) = T12¢9—19;

a5(7'12g—7) = T2,

a6(T2g—1> = T2¢g+2, 047(729) = T2¢g+5, 048(7'2g+1) = T2g+6, 049(7'2g+3) = T2g+14,
0410(7'2g+4) = T2g+7-

Sek=0,1,....9g—3, g > 3:

51+6k(7'3+2k) = T12¢9—20—10k > 52+6k(7'4+2k) = T12g—15—10k;

53+6k(7'12g—22—10k) = T12¢9—17—10k> 54+6k(7'12g—21—11k) = T12g—14—10k;
55+6k(7'12g—18—10k) = T12g—13—10k-

Sek=0,1,....g—4, g > 3:

71+k(7'12g—16—10k) = T129—29—11k-

Logo, o conjunto formado pelas isometrias acima é um emparelhamento para o

poligono Pia4—¢, onde g > 3.

4.2 (Generalizacao dos emparelhamentos da

Proposicao 3.2.2

Considere os emparelhamentos ®9,_¢ dos poligonos P9, para para g = 3, do exem-
plo 3.1.3, e para ¢ = 4 e 5, da Proposicao 3.2.2 do Capitulo 3, referentes ao grafo
B-10. Seguindo o mesmo raciocinio poderiamos ter continuado a construir grafos para
g > 5. Observamos uma forma geral de representar as identificacoes das arestas de

P12g—6 como segue:

{7'3,7'125;—12}, {7'277'129—7}, {7'177'129—9}, {7'129—1177—129—8}7 {7-12g—1077—12g—6}7
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{Tg+17 7-g-i-10}7 {Tg+27 Tg+5}7 {Tg+37 Tg+7}7 {Tg+47 Tg+8}7 {Tg+67 7—9—1-9}’

Sek=0,1,...,.g—3eg>3:

{7'129—22—11k, Tl2g—13—11k}7 {7'129—21—11k, 7'12g—18—11k}, {7'129—20—11k, 7'12g—16—11k},
{7'129—19—11k, Tl2g—15—11k}7 {7'129—17—11k, 7'12g—14—11k}-
Sek=0,1,....g—4eg>3:

{7'4+k7 Tl2g—23—11k}-

Considere as isometrias que identificam os pares conforme segue:
041(7'3) = T129—12; 042(7'2) = T129—7, 043(7'1) = T12¢9—9; 04(7'129—11) = T129-8;

045(7'129—10) = T12¢9—6,

6(Tgs1) = Tgr10, 7(Tyy2) = Tyrs, @s(Ty43) = Tgrr, Q9(Tgea) = Tyrs,
0410(7'9+6) = Tg+9-

Sek=0,1,....,.g — 3, g > 3:

51+6k(7'12g—22—11k) = T12g—13—11k> ﬁ2+6k(7'12g—21—11k) = T12g—18—11k;
53+6k(7'12g—20—11k) = T12g—16—11k> ﬁ4+6k(7'12g—19—11k) = T12g—15—11k,
55+6k(7'12g—17—11k) = T12g—14—11k-

Sek=0,1,....,.g — 4, g > 3:

71+k(74+k) = T129—23—11k-

Logo, o conjunto formado pelas isometrias acima é um emparelhamento para o
poligono Pia4—6, onde g > 3.

4.3 (Generalizacao dos emparelhamentos da

Proposicao 3.2.3

Considere os emparelhamentos ®19,_¢ dos poligonos Pigg_¢ para g = 3, do Exemplo
3.1.4, e para ¢ = 4 e 5, da Proposi¢ao 3.2.3 do capitulo 3, referentes ao grafo A-3.
Seguindo o mesmo raciocinio poderiamos ter continuado a construir grafos para g > 5.
Observamos uma forma geral de representar as identificacoes das arestas de Pigg—¢

COImo segue:

Para g = 3, algumas identificagoes nao se adéquam ao caso geral, assim colocaremos

estas separadas COoImo segue:

102



{7'3,7'15}, {7'777—16}7 {714,7'29}7 {7'17,7'30}-

Se g > 3, temos:

{7—177—6}7 {T277—8}7 {T47T—2}7 {7—577—9}7 {T107T—3}7

{7-29—1-577-29—1—15}7 {7—29—1—677—29—1—18}7 {7-29—1-777-29—1—12}7 {T2g+1377—2g+17}7 {T2g+1477—2g+19}7

{7_2g+16> 7‘2g+2o}-

Se g > 4, temos:

{7_2g+3a7—2g+9}> {7'2g+4>7'2g+21}> {7'2g+10,7'2g+30}> {7'2g+11,7'2g+23}, {7'2g+8,7'2g+22},
{7—12g—1677-12g—11}7 {7—12g—1577—12g—7}7 {7'129—1277—129—6}7 {7'377'129—14}7 {T777—12g—13}-
Sek=0,1,...,.g — 5 e g>5, temos:

{T2g+24+10k> T2g+29+10k}, {T2g+25+10k, 7_2g+32+10k}> {7-2g+27+10ka 7_2g+40+10k}>

{7-2g+28+10k7 T2g+33+10k } )

{7'11+2k, Tl2g—24—10k}a {7'12+2k> 7‘12g—19—10k}-

O conjunto das isometrias que identificam os pares acima é um emparelhamento

para o poligono Pi9,_6, para cada g > 3.

4.4 (Generalizacao dos emparelhamentos da

Proposicao 3.2.5

Considere os emparelhamentos ®19,_¢ dos poligonos Pia,_¢ para para g = 3, do Exem-
plo 3.1.5, e para ¢ = 4 e 5, da Proposicao 3.2.5 do Capitulo 3, referentes ao grafo
B-1. Seguindo o mesmo raciocinio poderiamos ter continuado a construir grafos para
g > 5. Observamos uma forma geral de representar as identificacoes das arestas de

P12g—6 como segue:
{7-17 7-10}7 {7-27 T5}7 {7-37 7-7}7 {T47 T8}7 {Tﬁv Tg},

{7'109—10,7'109—1}> {7'10g—9,7'109—6}> {7'109—8,7'10g—4}, {Tlog—7,7'109—3}> {TlOg—5a7_10g—2}-
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Sek=0,1,...,.g—3eg>3:

{7'11+10k>7'14+10k}, {7'12+10k,7'17+10k}> {7'13+10k,7'18+10k}, {7'16+10k,7'19+10k}-
Sek=0,1,....2g—6eg>3:

{7'15+5k, 7'12g—6—k}-

O conjunto das isometrias que identificam os pares acima é um emparelhamento
para o poligono P94, para cada g > 3.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos o emparelhamento de arestas de poligonos hiperbdlicos com
12g—6 arestas e angulos iguais a 27 /3 gerado por meio de grafos trivalentes, no caso em

H?2
s T

que o quociente do plano hiperbélico por um grupo Fuchsiano I' é uma superficie
fechada de género g > 2.

Em manuscrito, foram feitas vérias tentativas de buscar a sequéncias vistas [10],
ja que estas nao estavam claras no mesmo. Assim, deduzimos as duas formas de
obter a sequéncia ciclica que corresponde ao emparelhamento do poligono vistas nos
Capitulos 2 e 3. Além dos casos especificados neste texto, utilizamos essas duas formas
para diversos outros casos e verificamos que todos os ciclos sdo de comprimento trés.
E, como todos os ciclos sao de comprimento trés, temos condigoes de concluir que o
grupo gerado pelo emparelhamento das arestas desses poligonos nos fornece através do
quociente pelo plano hiperbdlico, uma superficie de Riemann S compacta orientavel de
genero g.

A primeira forma foi apresentada de modo detalhado nas Proposicoes 2.2.2 e 3.2.1 e
a segunda foi apresentada de modo detalhado na Proposicao 3.2.3. Isso possibililita que
o leitor verifique as sequéncias que foram citadas no texto e fagam o emparelhamento,
ou busque novas identificagoes através dos diversos grafos da figura 3.5.

Vale salientar que todas essas sequéncias podem ser obtidas através dessa segunda
forma mostrada na Proposicao 3.2.3. Esta é mais pratica, ja que precisamos de apenas
um caminho fechado de comprimento 12g — 6 no grafo e um algoritmo simples para
obter a sequéncia que da a identificacao do poligono com 12g — 6 arestas.

Agora, compreendendo estes processos, seria interessante um trabalho de pesquisa
a respeito de programas computacionais que por exemplo: atribuam todos os tipos
de rotagoes distintas nos grafos trivalentes que satisfacam as condigoes citadas nesse
trabalho, e/ou que determinem os caminhos fechados de comprimento 12g — 6 em
grafos equivalentes, e/ou gerem as figuras desses emparelhamentos. (Lee Mocher em
[15] e Gou Nakamura em [17] utilizaram algum programa computacional nesse sentido,
porém nao tivemos acesso aos mesmos).

No capitulo 4, obtemos quatro generalizacoes de emparelhamentos de poligonos
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com 12g — 6, g > 3, com angulos internos iguais a 27/3. De modo andlogo, pode-se
buscar novas generalizacoes através dos outros emparelhamentos relacionados com os

grafos trivalentes da figura 3.5, por exemplo os emparelhamentos da Proposi¢ao 3.2.6.
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