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RESUMO

BATISTA, Frederico Ventura, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de
2012. Ladrilhamentos Irregulares, Discos Extremos e Grafos de Balao.
Orientador: Mercio Botelho Faria. Coorientadora: Catarina Mendes de Jesus.

Esta dissertagao tem como objetivo o estudo de dois temas ligados a topologia e
a geometria moderna. O primeiro destes temas é dedicado ao estudo de empaco-
tamento e coberturas de discos do plano hiperbélico, no qual tratamos de estudar
resultados devidos a Bavard (1996) [3|. J& o segundo tema que foi abordado se
refere ao estudo de emparelhamento de arestas para poligonos irregulares. Nesta
parte tratamos de expor um exemplo, criado durante nossos estudos, para um em-
parelhamento que gera um ladrilhamento do plano hiperbdlico por um poligono
irregular. Além disso utilizamos as técnicas desenvolvidas por Mercio Botelho
Faria, Catarina Mendes de Jesus e Panteleon D. R. Sanchez em [14] para obter-
mos emparelhamentos de arestas de poligonos regulares por meio de cirurgias em

superficies associadas a grafos trivalentes.
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ABSTRACT

BATISTA, Frederico Ventura, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2012. Irregular Tiling, Extremes Discs and Graphs of Balloon. Adviser:
Mercio Botelho Faria. Co-adviser: Catarina Mendes de Jesus.

This dissertation aims to study two topics related to modern topology and ge-
ometry. The first of these themes is dedicated to the study of packaging and
record covering spheres in the hyperbolic plane, in which we treat the study re-
sults due to Bavard (1996) [3]. The second issue that was addressed refers to the
study of edges pairing for irregular polygons. In this part we try to expose an
example, created during our studies, for a pairing that generates a tiling of the
hyperbolic plane by an irregular polygon. Also use the techniques developed by
Mercio Botelho Faria, Catarina Mendes de Jesus and Panteleén D. R. Sanchez in
[14] to obtain matching of edges of regular polygons through surgeries in surfaces

associated with trivalent graphs.
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Introducao

O desenvolvimento da teoria de empacotamentos e coberturas foi estimulada de-
vido a sua conexao com a teoria dos niimeros e com a cristalografia. Atualmente,
muitas pesquisas relacionadas a este assunto tem sido desenvolvidas e sendo apli-
cadas a diversas areas.

De acordo com John G. Ratcliffe, referéncia [35], dentre os mateméaticos que
apresentaram as primeiras contribui¢oes a respeito de empacotamentos e cober-
turas podemos citar Joseph L. Lagrange (1773) e Johann C. F. Gauss (1831).
Através da nocao de densidade de empacotamentos introduzida de modo expli-
cito por Gauss é que os trabalhos de Lagrange relacionados ao estudo de formas
quadraticas ganharam significado dentro desta teoria.

Devemos ressaltar o trabalho de Hermann Minkowski (1911) que sistematizou
estes temas dentro de uma teoria isolada e que foi denominada de Geometria dos
Numeros.

Podemos destacar os trabalhos de Fejes Toth (1953), Helmut Groemer (1963)
e Karoly Boroezky (1978), que pesquisaram limitantes relacionados a densidade
de empacotamento e/ou cobertura de discos.

Através desta teoria, Christophe Bavard (1996) determinou o tamanho maé-
ximo de discos métricos mergulhados em uma superficie de Riemann S compacta
de género g > 2, e o tamanho minimo de discos que cobrem S.

O segundo tema relacionado a nosso trabalho esté ligado a ladrilhamentos do
plano hiperbdlico por meio de poligonos fundamentais.

Os primeiros resultados de expressao dentro desta teoria se devem a Henri
Poincaré (1881), que introduziu os conceitos de emparelhamento de arestas e
ciclos de vértices determinados por um poligono fundamental associado a um
grupo fuchsiano em trabalhos publicados em 1881 e 1882.

J&a o termo poligono fundamental foi utilizado pela primeira vez por Felix
C. Klein (1873). A Harold S. M. Coxeter (1956) é devido a classificacao de
ladrilhamentos regulares de S™ e H".

Podemos exemplificar aplicagoes recentes da teoria de ladrilhamentos através
da referéncia [10], onde foi proposto pela primeira vez um sistema de comunicagao
hiperbdlico considerando ladrilhamentos gerados por poligonos regulares.



Este fato foi um dos responsaveis por nos motivar a explorar o outro vies da
teoria de ladrilhamentos, ou seja, a pesquisa de ladrilhamentos irregulares. Para
estudar poligonos hiperbdlicos irregulares, nos apoiamos no estudo realizado por
Ernesto Martinez (1987) na referéncia [37].

Sendo assim, para dar base a todo nosso estudo, damos inicio ao texto com
a exposicao dos conceitos necessarios para o desenvolvimento de nosso trabalho
que sao: Geometria Hiperbolica Plana, Topologia das Superficies e Grupos Fu-
chsianos. Estes topicos sao trabalhados nas se¢oes do capitulo 1 que tem como
proposito apresentar as preliminares. Ainda em relagao a este primeiro capitulo,
podemos citar as referéncias [4], [21] e [25] como os principais textos utilizados
para desenvolver os conceitos relacionados a Geometria Hiperboélica Plana e Gru-
pos Fuchsianos. Ja as referéncias mais utilizadas para dar base aos conceitos
relacionados a Topologia das Superficies sao [23], [26] e [39].

No capitulo 2 tratamos de expor o resultado obtido por Bavard, referéncia
[3], que nos permite determinar um limitante superior para o tamanho do raio de
um discos que determina um empacotamento de uma superficie S compacta de
género g > 2. Bem como um limitante inferior para um disco que determina uma
cobertura de uma superficie com as caracteristicas mencionas acima. Isto torna o
resultado um importante exemplo da aplicacao dos estudos referentes a densidade
de empacotamentos e coberturas por dominios fechados, e dos conceitos vistos
durante o capitulo 1. Além da referéncia ja citada, utilizamos no capitulo 2 as
referéncias [2], [5], [9], [17] e[21].

J& no capitulo 3 apresentamos um exemplo, elaborado durante nossos estu-
dos, de um ladrilhamento irregular, que é obtido através de um emparelhamento
hiperbdlico que, ao ser aplicado a um poligono hiperbolico irregular de dezoito
arestas, atende as condigoes do teorema de Poincaré pare emparelhamento de
arestas. Nesta parte fizemos uso das referencias [1| e [31] para exibir tal ladrilha-
mento. Sendo assim, neste capitulo exibimos um exemplo até entao inédito. E,
baseado nisso, acreditamos ser possivel generalizar o caso deste exemplo, tal fato
¢ apresentado por meio de uma conjectura.

Encerramos o texto com o capitulo 4, que tem como proposta expor uma
técnica bastante 1til para determinar emparelhamentos de poligonos hiperbélicos
regulares que possuem 12g — 6 arestas e tem ciclos de vértices com comprimentos
constante igual a trés. A relevancia deste assunto se dé pelo fato de que reti-
culados hiperbélicos do tipo {12g — 6,3} fornecem empacotamentos 6timos com
relacao a densidade de empacotamento no plano hiperbélico. Este capitulo tem
como base o uso do conceito de cirurgia entre superficies que ¢é foi originalmente
proposto na referéncia [14] por Mercio B. Faria, Catarina Mendes de Jesus e
Panteleon D. R. Sanchez.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como principal objetivo introduzir a teoria basica para a leitura
de todo texto. Comegaremos expondo alguns topicos relacionados a linguagem
de topologia das superficies passando, rapidamente, para a apresentacao dos ele-
mentos bésicos da teoria da geometria hiperbodlica plana. J& no fim deste capitulo
trataremos de expor alguns aspectos relacionados a teoria de grafos. As principais
referéncias para esta parte sao [4], [21], [23], [25], [26] e [39].

1.1 Topologia das Superficies

Iniciaremos esta secao com as definigoes de variedade n-dimensional e variedade
n-dimensional com bordo. Alguns conceitos relacionados a teoria de topologia
utilizados nesta se¢ao como, vizinhanga de um ponto, interior de um conjunto,
fecho de um conjunto, conjuntos compactos, conjunto conexos, homeomorfismos
e espago de Hausdorff podem ser verificados nas referéncias [12]| (pags. 160 - 166)
ou [34] (Cap. 2).

Defini¢ao 1.1.1 Uma variedade n-dimensional (ou variedade de dimensao
n) € um espago topoldgico de Hausdorff tal que todo ponto possui uma vizinhanga
homeomorfa a um disco aberto n-dimensional D™(z,r), centrado em wm ponto
xr € R™ e com raio r > 0, isto €

DM(z,r)={y e R": ||z —y| <r}.

Quando nao houver duvidas quanto a dimensdao iremos dizer simplesmente vari-
edade.

Definicao 1.1.2 Uma variedade n-dimensional com bordo ¢ uma variedade
de dimensao n que, além de admitir vizinhancas de pontos homeomorfas a discos
abertos, também admite vizinhangas de pontos homeomorfas a um meio disco DY
dado por

Dn ={z=(z1,...,2,) ER": [|z]| <7, z, >0}

3



Em uma variedade n-dimensional, um ponto do bordo ¢ um ponto cuja vizi-
nhanga € um meio disco.

Com o objetivo de apresentar o conceito de caracteristica de Euler, definiremos
neste momento o que sao complexos regulares.

Para isso, considere D" = {z € R™ : ||z|| < 1} o disco n-dimensional. De-
notando por int(D"), cl(D") e fr(D™), respectivamente, o interior, o fecho e a
fronteira de D™ temos:

L. int(D") ={x € R" : ||z|| < 1} = B™
2. c(D™) =D
3. fr(D")={z eR": ||z =1} =S"L.

Com isso, podemos apresentar o conceito de complexo regular.

Definicao 1.1.3 Seja M uma variedade n-dimensional. Define-se um com-
plexo regular K em M da sequinte forma:

(0) Seja Ko um conjunto finito de pontos de M. Os elementos de Ky sio cha-
mados de 0-células.

(1) Construimos K, adicionando um nimero finito de 1-células conectando as
0-células de Ky. O conjunto de pontos K1\ Ky € uma uniao disjunta finita
de 1—células abertas. Se a é uma 1-célula, entao existe um homeomorfismo
do intervalo [0, 1] num subconjunto de M que leva (0,1) na 1—células a, e
os pontos finais 0 e 1 nos pontos finais de a em Kj.

(2) Construimos K, adicionando um nimero finito de 2-células, expandindo
essas 1—células, de forma que o conjunto de pontos em Ky \ Ky seja uma
uniao disjunta finita de 2-células abertas. Se P ¢ uma dessas 2-células,
entio existe um homeomorfismo do disco unitdrio D? em um subconjunto
de M que leva a bola aberta B* = int(D?*) em P e o circulo S* = cl(D?) \
int(D?) em cl(P) \ int(P) C K;.

Prossequindo desta forma, no n-ésimo passo apresentamos a sequinte des-
Cricao:

(n) Construimos K,, de modo que o conjunto de pontos em K, \ K,_1 é uma
uniao disjunta finita de n—células, ou seja, se W € uma dessas n—células
entao existe um homeomorfismo do disco unitdrio D™ em um subconjunto
de M que leva a bola aberta B™ = int(D™) em P e S"~! = cl(D") \ int(D")
em cl(W) \ int(W) C K,—1.

Desta maneira, construimos conjuntos Ko C K; C ... C K, tais que todos os
pontos de M estao em uma célula em algum K;, 1 =0,...,n. Definimos entao o
n-complexo reqular K como sendo:



Observagao 1.1.4 Note que o n-complexo reqular K deve ser distinguido da
variedade M pois, os elementos de K sao células enquanto que os elementos de
M sao pontos.

Para definir a caracteristica de Euler de uma superficie iremos definir, primei-
ramente a caracteristica de Euler de um complexo regular.

Definicao 1.1.5 A caracteristica de FEuler de um n-complexo regular K,
denotada por x(K), € definida através da soma alternada abaizo:

n

X(K) = Z(—l)ﬂ{i—células}],

i=0
onde |{i—células}| denota o nimero total de i—células com i =0,...n.

Definicao 1.1.6 Uma superficie conexa S é uma variedade conexa bidimensi-
onal, isto €, um espaco Hausdorff no qual cada ponto tem uma vizinhanca aberta
homeomorfa ao disco aberto de dimensao 2:

B?*={z e R?: |jz|]| < 1}.

Uma superficie compacta é a superficie obtida através de um espago topoldgico
compacto.

Exemplo 1.1.7 Os exemplos mais comuns de superficies sao, a esfera S* e o
toro T?.

Figura 1.1: Representacao da esfera S? e do toro T?2.

Defini¢ao 1.1.8 Seja 7 uma familia finita de conjuntos fechados {1, T2, ..., T}
que formam uma cobertura para S, e uma familia ¢ de homeomorfismos ; :
™ — 7, i=1,...,n, onde cada T, é um tridngulo do plano R?. Os conjuntos T;
sao chamados de "triangulos”. Os subconjuntos de 7; que sao imagens de vértices
ou de arestas dos triangulos T, por meio de 1; também sao chamados de "vértices”



ou "arestas", respectivamente. Dizemos que T (ou (7,1)) € uma triangulagao
se dois tridngulos distintos de T ou sao disjuntos, ou possuem apenas um UNLco
vértice em comum, 0U POSSUEM GPENAs Uma aresta em comum.

Observacao 1.1.9 Observe que, uma triangulacao de uma superficie S dd ori-
gem a um 2-complexo reqular.

Definigao 1.1.10 A caracteristica de FEuler de uma superficie S ¢é dada
pela caracteristica de FEuler de um 2-complexo reqular obtido por meio de uma
triangulacdao T de S. Sendo assim:

X(S) = |{vértices de T}| — |{arestas de 7}| + |{faces de T}|,

onde |{vértices de T}|,|{arestas de T}| e |{faces de T}| representam, respectiva-
mente, o numero de vértices, arestas e faces do 2-complexo gerado em S por meio
da triangulagao T.

Apresentamos agora o conceito de soma conexa, que é uma operacao topolo-
gica definida entre superficies compactas e conexas.

Definicao 1.1.11 Dadas M e N duas superficies compactas e conexas distintas,
remova um pequeno disco de cada uma. Obtemos assim duas superficies M’ e N',
cada uma com uma nova componente de bordo que denotaremos, respectivamente,
por ¢ e co. Identificando ¢ e co formamos uma nova superficie. O processo
descrito serd chamado de soma conexa e denotada por #. Assim, a superficie
obtida por meio da soma conexa entre M e N serd denotada por M#N.

A seguir apresentamos a figura 1.2 que ilustra, em trés etapas, a soma conexa
entre dois toros.

Figura 1.2: Soma conexa realizada entre dois toros.

Com isso, encerramos esta se¢ao definindo o género de uma superficie como
segue:



Definigao 1.1.12 O género de uma superficie M, denotado por g(M), corres-
ponde ao numero de toros presentes nela.

Na secao 1.3 deste capitulo veremos a relacao entre género e caracteristica de
Euler.

1.2 Geometria Hiperbdlica Plana

Nosso trabalho tem como base a geometria hiperbélica plana. Sendo assim, nesta
secao, iremos apresentar os dois modelos euclidianos mais utilizados para esta
geometria: os modelos do semi-plano de Lobatchevsky (ou semi-plano superior) e
o do disco de Poincaré (ou disco unitario) que sao modelos de variedades rieman-
nianas de dimensao dois. Para isso, iremos denotar um ponto complexo z € C,
na forma z = x + iy, onde a parte real e a parte imaginaria de z sao denotadas
respectivamente por Re(z) = x e Im(z) = y.

1.2.1 Modelos para Geometria Hiperbélica Plana

A seguir, apresentaremos os modelos para o plano hiperboélico que utilizaremos
durante todo o texto. Nesta subsecao, o conceito de métrica riemanniana é citado
durante a definicao dos modelos para o plano hiperbdlico. Isto é feito com o
objetivo de dar base para conceitos que definiremos na proxima subsecao. Tal
conceito esta relacionado a teoria de geometria riemanniana, e pode ser visto com
mais detalhes na referéncia [6] (pag. 38).

Definicao 1.2.1 Os modelos do plano de Lobatchevsky e do disco de Poin-
caré sao, respectivamente, 0s conjuntos

H* = {z € C: Im(z) >0} (1.1)

D?={z€C:|z| <1}, (1.2)

munidos com as respectivas métricas riemannianas

Vdx? + dy?
ds = u, (1.3)

Y
2/ dx? + dy?
ds* = ﬂ (1_4)
1= (2% +¢?)

As métricas definidas em 1.3 e 1.4 sao chamadas de métricas de Poincaré.
J4 as fronteiras dos modelos H? e D? sao dadas, respectivamente , pelos conjuntos

fr(H?) ={z € C: Im(z) = 0} U {oo}, (1.5)

fr(D*)={z€C:|z| =1}. (1.6)



Utilizamos também a notacao,
H2 = H* U fr(H?), (1.7)

D2 = D*U fr(D?). (1.8)

para denotar a uniao dos modelos com suas respectivas fronteiras.

1.2.2 Distancias, Geodésicas e Isometrias Hiperbdlicas

Apresentamos agora a definicao de distancia em cada um dos modelos estuda-
dos. Isso nos permitira explorar o conceito de geodésicas bem como determinar
expressoes analiticas para as funcoes distancia em H? e D?. Além disso, defini-
mos o conceito de isometrias com o objetivo de estabelecer a equivaléncia entre
cada os modelos da geometria hiperbodlica ja& mencionados. Nesta parte do texto,
verificamos que as métricas definidas em 1.3 e 1.4 sao essenciais. Alguns aspectos
bésicos da teoria de espagos métricos, que podem ser verificados na referéncia [28]
(Secoes 1 e 5, Cap. 1), também sdo importantes para esta subsegao.

Comecamos com a defini¢cao de comprimento hiperbélico.

Definigao 1.2.2 Seja I = [0,1] e v : [0,1] — H? wma curva continuamente
diferencidvel por partes, onde y(t) = x(t)+1iy(t). O comprimento ||v|| da curva

~([0,1]) € dado por \/
 AVEORET GOPR
Il = / - it (19

De maneira analoga, definimos:

Definigao 1.2.3 Seja I = [0,1] e 5 : [0,1] — D? uma curva continuamente
diferencidvel por partes, onde ¥(t) = Z(t) +iy(t), o comprimento ||7|| da curva
~([0,1]) € dado por

GOF

‘. (1.10)

NGOk
7l = / —

_l’_
1 z(t))? +

Da defini¢ao de comprimento hiperbélico segue a defini¢ao de distancia hiper-
bolica.

Definicao 1.2.4 Dados z1,2, € H?, a distdncia hiperbdlica entre z, e z, €
definida por
dyz2 (21, z2) = inf ||v]], (1.11)

onde o infimo € tomado sobre todas as curvas vy, diferencidveis por parte, ligando
21 e 29 em H?. De modo andlogo, define-se a distancia hiperbolica para z,, zo € D?
0 qual denotaremos por dp2(z1, 22).

Observacao 1.2.5 Os modelos H? e D?, com as respectivas distincias definidas
em 1.2.4, sao espagos métricos. Este fato pode ser verificado em [21] (pdgs. 19-
20).



Apresentamos agora um resultado que nos fornecem expressoes analiticas para
as fungoes distancia em cada um dos modelos estudados.

Teorema 1.2.6 ([21] (pag. 32) e [25] (pag. 6)) Dados zi, 2, € H? valem as
sequintes itqualdades:

|21 — Z2| + |21 —Z2|>

|21 — Z3| — |21 — 22|

dH2<Z17 22) =In (

Dados 21, zo € D? valem as sequintes iqualdades:

|1 — 212_2| + |Zl — ZQ|
11— 21%3| — |21 — 22| |

d]D)2 (Zl, 22) =In (

Tendo em vista a definicao de comprimento e distancia do plano hiperbolico,
apresentamos agora a definicao de geodésica.

Definicao 1.2.7 Uma curva v : I — H? € dita geodésica em H?, se para
quaisquer pontos s,r € I tivermos

dr(s),() = [ WOR, (1.12)

ou seja, se vy minimizar a distancia entre os pontos de seu tracado. De modo
andlogo, uma curva 5 : I — D? € dita geodésica em D?, se para quaisquer
pontos s,r € I tiwermos

o (3(5).70) = [ A D, (1.13)

Neste momento uma questao interessante seria perguntar quais sao as geodé-
sicas desse modelo. Sera que sao segmentos de retas como no plano euclidiano?
Em resposta a esta pergunta apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.8 ([21] (pags. 24-28)) Considerando os modelos H? e D?, com
suas respectivas métricas riemannianas, temos o sequinte:

1. As geodésicas de (H?,ds) sdo as semi-retas euclidianas de H?* ortogonais a
fr(H?) e os semicirculos euclidianos de H* com centro em fr(H?).

2. As geodésicas de (D?,ds*) sdo os didmetros de D* e os arcos de circunfe-

réncia euclidianas de D* ortogonais a fr(D?).

Tendo em vista a observagao 1.2.5 apresentamos neste momento a definigao
de isometria e faremos um estudo breve das isometrias de cada modelo.



Figura 1.3: Da esquerda para a direita: Geodésicas de H?; Geodésicas de D?

Defini¢ao 1.2.9 Sejam (M,dy), (N, dy) espagos métricos. Uma imersao iso-
métrica de M em N é uma aplicagao f : M — N tal que dy(f(x), f(y)) =
dy(x,y) para quaisquer x,y € M. Se a imersao isométrica f € também sobreje-
tiva dizemos que f € uma isometria.

Assim, denotando por Isom(H?) e Isom(D?) os respectivos conjuntos das
isometrias de H? e D?, temos por definicao que:

e T :H? — H? pertence a Isom(H?) < T & sobrejetiva e dy2(T(21),T(29)) =
dHQ (Zl, 22), Vzl, 29 € HQ,

o T :D? — D? pertence a Isom(D?) & T ¢é sobrejetiva e dpe(T(21),T(29)) =
d]D)Q (Zl, 22), Vzl, 2o € ]D)2.

Observe também que, decorre imediatamente da definicao 1.2.9, toda isome-
tria é injetora. Portanto, segue que Isom(H?) e Isom(ID?) possuem estrutura de
grupo em relagao a operacao de composi¢ao.

Uma aplicacao importante que nos permite ora trabalhar com o modelo do
semiplano H? e ora trabalhar com o modelo disco D? é a transformacao T, dada
por:

T:H* — D?

1z+1
241

(1.14)

Levando-se em consideragao as métricas riemannianas definidas em 1.3 e 1.4,
a isometria T define uma isometria entre H? e D2
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O resultado que segue caracteriza as isometrias do plano hiperbélico, tanto
para o modelo H? como também para o modelo de D?, como sendo tipos especiais
de transformacoes lineares fracionarias.

Teorema 1.2.10 ([4] (pag. 137)) Sejam Isom(H?) e Isom(D?) o conjunto de
todas as isometrias de H? e D?, respectivamente. Sendo assim:

1. Isom(H?) € constituido pelas aplicagoes da sequinte forma:

az+b a(=z) +b
— ez ——t
cz+d c(—z)+d

onde a,b,c,d € R e ad — bc > 0.

2. Isom(D?) é constituido pelas aplicagoes da sequinte forma:

ol

az +¢ a(z) +
— ez =
cz+a c(z) +

S]]

onde a,c € C e al* — |¢|* = 1.

1.2.3 Trigonometria e Area Hiperbolicas

Nesta subsegao, apresentamos expressoes que nos permitem relacionar angulos
de figuras hiperbodlicas com a sua area. Tais expressoes sao de fundamental im-
portancia em nosso trabalho, principalmente no que se refere aos capitulos 2 e 3.
Devido & equivaléncia entre os modelos H? e D? apresentada em 1.14, nesta parte,
nos restringimos apenas ao modelo do semiplano H?. Entretanto nos préximos
capitulos iremos voltar a tratar do modelo do disco de Poincaré. Principalmente
quando estivermos interessados em esbocar poligonos hiperbodlicos que possuem
um grande nimero de arestas.

Comecamos esta subsegao com a seguinte definigao:

Definigao 1.2.11 Um ponto pertencente a fronteira de H? (ou D?) é chamado
de ponto ideal..

Dados trés pontos v, vs,v5 € H?, consideramos as geodésicas, raios ou seg-
mentos geodésicos ligando estes pontos e obtemos assim um tridngulo geodésico
A. Note que a possibilidade de se ter um ou mais vértices na fronteira fr(H?)
nao é descartada.

Por este motivo, admitimos a possibilidade de termos arestas por geodésicas
completas ou raios geodésicos.

Denotemos por Ly, Ly e L3 as arestas de um triangulo A e por o, e p os
angulos internos opostos, respectivamente, as arestas de A. Supondo que os trés
angulos sejam estritamente positivos temos o seguinte:

11



A P

Figura 1.4: Triangulos geodésicos com 0, 1, 2 e 3 vértices ideais, respectivamente.

Teorema 1.2.12 ([4] (pag. 148)) Seja A um tridngulo, sem vértices ideais,
com angulos «, 3, p e lados opostos Ly, La, Ly com comprimentos |Li|,|Ls|, |Ls| <
oo respectivamente. Entao valem as sequintes igualdades:

cos(a) cos(B) + cos(p)
sen(a) sen(3) '

Observagao 1.2.13 [[21] (pdg. 42)] A expressao 1.15 é conhecida como sequnda
lei dos cossenos. Tal expressao nao possui andlogo euclidiano, pois esta significa
que 0s dngulos de um tridngulo determinam o comprimento de suas arestas. Uma
consequéncia deste fato é que dados dois tridngulos com os mesmos dngulos, existe
uma isometria de H? em que um € a imagem do outro.

cosh(L3) = (1.15)

Exploramos agora o conceito de area de regioes do plano hiperboélico. Daremos
inicio a este assunto com a defini¢cao de poligono hiperbdlico.

Definicao 1.2.14 Um poligono hiperbdlico de n-arestas € um conjunto de m
delimitados por n segmentos geodésicos hiperbolicos.

Definicao 1.2.15 Dado um conjunto U C . A drea hiperbolica, denotada
por ((U), € a integral

- [

2
Y
se esta existir e for finita.

Observagao 1.2.16 [[25] (pdg. 11)] Areas hiperbdlicas sio invariantes por iso-
metrias hiperbdlicas, isto €, dada T € Isom(H?) temos que u(T(U)) = u(U).

Finalizaremos esta parte com resultados referentes a area de um triangulo, de
um poligono e de um circulo hiperbélico. Tais resultados podem ser verificados
em [4] (pags. 132, 150 e 153).

Teorema 1.2.17 Seja A\ um tridngulo em i com angulos internos a, 8 e p.
Entao,

WD) =7~ (a+ B+ p).
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Corolario 1.2.18 Se P ¢ um poligono hiperbolico de n arestas, com dngulos
internos 01, ...,0,, entao:

uw(P)=n—-2)r — (61 +... + 6,).

Teorema 1.2.19 Seja B um disco hiperbdlico de raio r. A drea de um setor
circular B(0) correspondente a um dngulo 0 < 0 < 2w, em H?, denotada por
w(B(0)), é dada por u(B(0)) = O(cosh(r) —1). Assim, a drea de B, denotada por
w(B), é dada por u(B) = 2m(cosh(r) — 1).

1.3 Superficies de Riemann que podem ser obti-
das por meio de Grupos Fuchsianos

O objetivo desta secao é apresentar os conceitos bésicos referentes ao estudo das
superficies de Riemann que podem ser obtidas por meio do quociente do semi-
plano H? por grupos de isometrias discretas do plano hiperbolico. Desta forma,
abordaremos apenas o necessario para o desenvolvimento dos proximos capitulos
do texto.

Com o intuito de tornar a leitura do texto mais dindmica, deixamos alguns
conceitos desta secao referentes ao estudo homotopia e grupo fundamental para
serem tratados com mais detalhes na referéncia [29].

1.3.1 Superficies de Riemann e Aplicagoes de Recobrimento

Damos inicio a esta subsegao apresentado a definicao conceitos de aplicacoes
holomorfas e biholomorfas que sao defini¢des necessarias para o entendimento do
conceito de superficie de Riemann. Primeiramente, vamos recordar o a definicao
de funcao complexa diferenciavel.

Definicao 1.3.1 Uma fun¢ao compleza f : U — C, definida num aberto U C C,
diz-se diferencidvel no ponto z = x + iy € U quando existe o limite

i JCHO =) _
w—0 w

o quociente acima sendo tomado no sentido dos numeros complexos. O niumero
complexo zo = f'(z) chama-se a derivada da fungdo complexa f no ponto z.

Definicao 1.3.2 A funcao complexa f : U — C diz-se holomorfa quando possui
derivada f'(z) em todos os pontos do aberto U. Uma aplica¢io é biholomorfa,
quando ela e sua inversa sao holomorfas.

Segue agora a definicao de superficie de Riemann.
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Definicao 1.3.3 Seja R uma variedade conexa, associada um sistema de coorde-
nadas {(Ux, ¢a)}, onde cada Uy é um subconjunto aberto de S, S = U Uy e cada

A
@x um homeomorfismo de Uy sobre um subconjunto aberto Vy do plano complexo
C. Dizemos que S € uma superficie de Riemann se Uy N Us # 0, entdo a
funcao de transicao

Oy5 = 5005 oa (UnNUz) — o5 (UxNT5)
€ uma aplicagao biholomorfa, isto €, um homeomorfismo holomorfo.

Um fato importante a ser considerado, que pode ser verificado em [24] (pags.
37 e 54), é que toda superficie de Riemann é orientével e admite uma triangulacao.
Com isso, concluimos toda superficie de Riemann compacta é uma superficie
fechada de género finito. Isto motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.3.4 Seja S uma superficie de Riemann compacta, o género de S,
denotado por g(S), € dado por

1

9(5) = 5 (2= X(5)).

Quando nao houver duvidas em relacao a superficie de Riemann S estamos nos
referindo, iremos denotar g(S) apenas por g.

Os conceitos de espaco de recobrimento e de recobrimento universal sao parte
importante de nosso trabalho, principalmente para demonstracao de resultados
referentes aos capitulos 2 e 3.

Definicao 1.3.5 Dizemos que uma aplica¢ao continua f : X — X entre espacos
topoldgicos conexos por caminhos € uma aplicagao de recobrimento se para
cada v € X:

1 Emiste uma vizinhanca V, C X tal que

f*l(‘/;> - U U)\?
A
onde Uy sao abertos conexos de X , dois a dois disjuntos;

2 flu, : Ux —> Vi € um homeomorfismo para todo \.

Neste caso, chamamos a terna (p,)?, X) de recobrimento e o espaco X de
espaco de recobrimento de X.
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As aplicagoes h : X=X , tais que foh = f, formam um grupo em relacao a
operacao composi¢ao, chamado grupo de recobrimento.

Se X for simplesmente conexo, isto ¢, se Wl()?) = {0}, entao o grupo de

recobrimento de ( f, X , X ) é o grupo fundamental de X e chamamos X de re-

cobrimento universal de X. Como exemplos de espagos simplesmente conexos
podemos citar H? e D?.

J4 a nogao de recobrimento universal ¢ a de que se existe uma outra aplicagao
de recobrimento hy : Y — X entao existe uma aplicagao hy : X — Y tal que
hl ¢ h2 == f

1.3.2 Grupos Fuchsianos

Asisometrias do plano hiperboélico que preservam a orientagao sao objetos centrais
de nosso texto. Sendo assim, comegamos agora um breve estudo sobre o assunto.
Desta forma, considere o grupo:

SL(2,R) = {A: (Z Z) : a,b,c,dER,ad—bc:l},

das matrizes reais quadradas de ordem dois com determinante igual a um. Para
cada A € SL(2,B), considere a transformagao linear fracionaria

Ty : HZ — H?

az+b
z .
cz+d
Note que, para cada A € SL(2,R), T estd bem definida. Para isto, basta
1
observar que Im(7T'4(z)) = % > 0, uma vez que Im(z) > 0.

Além disso, podemos estender a acdo de T4 & H? de forma continua, impondo

d d
que Ty(oo) =00,se c=0e Ty (——) =00, Th(00) = ——, se c#0.
c c
Por outro lado, existem matrizes Ay, Ay € SL(2,R) distintas que estao associ-
adas a mesma transformagao. Porém, dada uma matriz A € SL(2,R) é possivel
determinar o seguinte: se A € SL(2,R), entdo {A € SL(2,R) : T; = Tu} =
{—A, A}. Sendo assim, passamos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.3.6 O grupo projetivo, denotado por PSL(2,R), é dado por :

PSL(2,R) = {ZHT(Z) - 2‘512 :ad — be = 1}.

O resultado que segue estabelece a importancia do estudo do grupo PSL(2,R)
em relacao as isometrias de H? que preservam a orientacao.
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Teorema 1.3.7 ([25] (pag. 57)) O grupo PSL(2,R) € o subgrupo de Isom(H?)
constituido das isometrias que preservam orientacao.

Os elementos de PSL(2,R) podem ser classificados em trés tipos, de acordo
com o valor do absoluto da funcao trago da matriz quadrada de ordem dois que
esta associada a cada elemento de SL(2,R). Esta classificacao ¢ dada através da
seguinte defini¢ao:

Definicao 1.3.8 Seja T € PSL(2,R) e defina Tr(T) = |a + b|, onde T(z) =
az+b

cz+d

Com 1isso temos que:

1. se Tr(T) < 2, entao T € chamada de eliptica;
2. se Tr(T) =2, entao T é chamada de parabdlica;
3. se Tr(T) > 2, entao T é chamada de hiperbdlica.

Com esta classificagao de elementos de PSL(2,R), apresentamos o seguinte
resultado:

Teorema 1.3.9 (|21] (pag. 55)) Seja T € PSL(2,R)\ {Id}. Entao:

1. T fizxa um tnico ponto de H? < T eliptica;

2. T fiza um tnico ponto de fr(H?) < T parabdlica;

3. T fiza apenas dois pontos de (frH?) < T hiperbdlica.

Podemos ver o grupo Isom(H?) como um espago topologico ao considerarmos

a topologia compacto-aberta induzida de C(H? H?). Para mais detalhes sobre
a topologia compacto-aberta, veja [13] (pag. 257).

Nesta topologia, uma sequéncia {7}, em Isom(H?) converge para T €
Isom(H?) se T,, converge para T uniformemente sobre subconjuntos compactos
de H?. Na topologia de PSL(2,R) que ¢ induzida pela topologia de Isom(H?),
temos que uma sequéncia {7,}>2, de PSL(2,R) com

converge para

a b
=10y
em PSL(2,R) se, esose, ay, by, ¢, e d, convergem para a, b, c e d, respectivamente.
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Definigao 1.3.10 Um subgrupo T' de Isom(H?) ¢ discreto se T' é um subcon-
Junto discreto de Isom(H?), isto €, consiste de pontos isolados em relagdo a topo-
logia de Isom(H?). Quando, T' é um subgrupo discreto de PSL(2,R), chamamos
I' de um grupo fuchsiano.

Note que PSL(2,R) satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade. Sendo
assim, temos que um grupo fuchsiano consiste de pelo menos um ntmero enume-
ravel de elementos.

A importancia de se classificar as transformagoes de PSL(2,R) se torna clara
quando consideramos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.3.11 (|21] (pag. 59)) Os subgrupos ciclicos de PSL(2,R) gera-
dos por elementos hiperbolicos ou parabolicos sao fuchsianos. Um subgrupo ciclico
gerado por elemento eliptico € fuchsiano se, e somente se, for finito.

Agora consideremos a seguinte definicao relacionada a acao de grupos. Para
mais detalhes sobre a acao de grupos em variedades recomendamos a leitura da
referéncia |7] (pags. 4-6).

Definicao 1.3.12 Considere a ag¢do de grupos

v: GxX — X
w(o,r) = o(x) "

de um grupo G de homeomorfismos agindo em uma variedade diferencidvel X .
Dizemos que a acao de G € propriamente descontinua, se para todo x € X
existe uma vizinhanga aberta U C X tal que o(U) NU = O para todo elemento
o de G diferente da identidade. Além disso, dizemos que a acao de G € livre, se
o(x) =z para algum x € X se, e somente se o = 1d,;

A seguir, temos algumas propriedades muito tteis a respeito de grupos fuch-
sianos.

Proposigao 1.3.13 (|25] (pag. 32)) Dado um subgrupo I' de PSL(2,R) sdo
equivalentes as sequintes afirmacoes:

1. T é um grupo fuchsiano;
2. T age de maneira propriamente descontinua sobre H?;

Proposicao 1.3.14 ([21] (pag. 61)) Sejam I um grupo fuchsiano de PSL(2,R).
Entao os pontos fizos por elementos de I, ou seja, o conjunto

{zeH*:3TeT, T(z)==z}
é discreto.
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1.3.3 Dominio Fundamental e Grupos Co-Compactos

Comecemos esta subse¢ao com a seguinte definicao:

Definicao 1.3.15 Seja I' um grupo fuchsiano. Um subconjunto conexo com in-
terior nao vazio D C H? é dito dominio fundamental de I se satisfizer as
sequintes condicoes:

1. |J71(D) =1

2. int(D) N T(int(D)) =0, para todo T € T\{Id}.
3. int(D) # 0.

O congunto fr(D) = cl(D) \ int(D) é chamado de fronteira de D e a familia
{T(D)|T €T} € dita um ladrilhamento (ou tessela¢ao) de H>.

Note que se D ¢é um dominio fundamental de I entdo 7'(D) também o é para
todo T" € I

Definicao 1.3.16 Um dominio fundamental D de um grupo fuchsiano I' € dito
localmente finito se o ladrilhamento {T(D)|T € '} é uma familia localmente
finita.

Definig¢ao 1.3.17 Seja P um poligono convexo de H2. Dizemos que P ¢ um
poligono fundamental de um grupo fuchsiano I' quando P é um dominio
fundamental localmente finito de T'.

Um fato importante em relagao a dominios fundamentais de um grupo fuch-
siano diz respeito a invariancia da area. Mais precisamente,

Teorema 1.3.18 ([4] (pag. 205)) Sejam Dy e Dy dominios fundamentais de
um grupo fuchsiano I', com p(Dy) < 0o. Suponha que u(fr(Dy)) = u(fr(Dsy)) =
0. Entao (D) = u(Dy).

Pela proposicao 1.3.14 o conjunto de elementos de H? que sao fixados por
elementos de um grupo fuchsiano I' é discreto. Isso nos garante que sempre é
possivel obter um elemento de H? que nao ¢ fixado por nenhum elemento de
['\ {Id}, ou seja, existe p € H? tal que T'(p) # p para todo T € T'\ {Id}. Com
isso, apresentamos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.3.19 Sejam T' um grupo fuchsiano e p € H? tal que T(p) # p para
todo T € T'\ {Id}. Chamamos de dominio de Voronoi-Dirichlet centrado em
p o conjunto:

D,(I') ={z € H? : dy2(z,p) < dz(2,T(p)), para todo T € T'}.
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Considere um grupo fuchsiano I' e p € H? que nao ¢ fixo por elementos de

'\ {Id}.
Dado T € I' \ {/d}, denotemos por

L,(T)={z € H? : d(2,p) = dy=(2,T(p))}.
o bissetor perpendicular de p e T'(p). Temos que este é a fronteira de
H,(T)={z € H : dy=(2,p) < dg=(2,T(p))}

Logo, de acordo com a defini¢ao 1.3.19, constatamos que

D)= (] HyD).

Ter\{Id}

Apresentamos agora um exemplo de dominio de Voronoi-Dirichlet.

Exemplo 1.3.20 Seja I' o grupo ciclico gerado por T(z) = z + 1. Observe que
T €, por definicao, parabélico. Desta forma, I' ndo possui pontos fizos em H?2.
Entao seja p € H? um elemento qualquer e defina:

U,(T) = {z € H? : |Re(z) — Re(p)| < %} .

Mostraremos que U,(I") € um dominio de Voronoi-Dirichlet de I'. De fato, pode-
mos constatar que

H(T) = {z € H? : |Re(2) — Re(p)| < %}

H,(TY) = {z € H? : |Re(z) — Re(p)| > _l}

1
de forma que D,(T) C U,(T). Mas dado z € H? com 3 < Re(z) — Re(p) <
temos que Re(T"(z)) = Re(z) + n. Logo para, |n| > 1, seque que

DN | —

[Re(T"(2)) — Re(p)] > 5(In] 1) > 5. ¥ln| > 1.

Ou seja, se z for ponto interior de Uy(I"), T™(z) nao o serd, a menos que T™ = Id.
Portanto, D, = U,(T").
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Teorema 1.3.21 ([4] (pag. 227) ou [25] (pag. 54)) Sejam T' grupo fuchsi-
ano e Dy(I") dominio de Voronoi-Dirichlet centrado em p. Entao D,(I") é dominio
fundamental da ac¢dao de T.

Através do conceito de dominio de Voronoi-Dirichlet podemos estabelecer uma
relacao entre dominios fundamentais, grupos fuchsianos e o conceito de familia
localmente finita. Podemos verificar este fatos através do resultado abaixo, cuja
demonstragao pode ser verificada em [21] (pag. 87).

Teorema 1.3.22 Sejam I' grupo fuchsiano e D = D,(I') dominio de Voronoi-
Dirichlet. Entao o ladrilhamento {T(D) : T € I'} € localmente finito.

Neste momento, veremos qual é a relacao entre superficies de Riemann com-
pactas e grupos fuchsianos. Para isso, consideremos primeiro um resultado que
pode ser verificado em [21] (pag. 102).

Teorema 1.3.23 Seja X uma variedade Hausdorff e I' um grupo agindo em X
como homeomorfismos. Entao, o espago quociente X/T' é uma variedade Haus-
dorff e a projecao 11 : X — X /T é uma aplicagao de recobrimento se, e so se,
a acao de I' em X e livre e propriamente descontinua. No caso em que X €
simplesmente conexo temos que m (X/I") =T.

Consideremos I' € PSL(2,R) um grupo fuchsiano. Sabemos que os elementos
de T' sao isometrias (portanto homeomorfismos) de H?. Além disso, pela pro-
posicao 1.3.13 temos que I' age de maneira propriamente descontinua em H?.
Tendo em vista estes fatos, dados z,w € H?, vamos definir a seguinte relacao de
equivaléncia

Vz,w € H? z ~p w <= 3T € T tal que w = T(2).

Note que, nesta relacao, a classe de equivaléncia de um elemento z € H?Z,
denotada por I'(z), é dada por

L(2){w e W w~p 2} ={T(2): T €T}. (1.16)

As classes de equivaléncia de ~r s@o denominadas ['—6rbitas. Ou seja, nesta
relagcao, dois pontos sao congruentes se, e so se, pertencem a mesma ['—oérbita.

Isto é, por meio da relacao ~r, podemos obter uma particao de H? de modo
que:

H2 = | J I'(2).

2€H?2

Neste caso, o espaco das ['—orbitas ¢ dado por:
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H?/T = H?/ ~r={T'(2) : 2 € H?},
é um espacgo topoldgico com a topologia induzida pela projecao:

II:H? — H?/T. (1.17)

Dessa forma, como H? é uma superficie Hausdorff e I' age em H? por home-
omorfismos segue, pelo teorema 1.3.23, que H?/T" ¢ uma superficie Hausdorff, a
aplicagao IT : H? — H?/T é uma aplicagao de recobrimento e 7 (H?/T") = T,
uma vez que H? é simplesmente conexo. Isto nos permite demonstrar o seguinte
resultado:

Teorema 1.3.24 Se T' um grupo fuchsiano, entao H?/T' é uma superficie de
Riemann.

Demonstragao: Primeiramente, devemos lembrar que que a topologia quoci-
ente em H?/T" (ou em qualquer espago topologico moédulo uma relagiao de equi-
valéncia) ¢ a maior topologia que torna a projeciao IT : H? — H?/T" continua.
Sendo assim, pela projegao IT : H? — H?/T" cada ponto de H? ¢ levado em sua
classe de equivaléncia. Temos também que, cada ponto de H? possui uma vizi-
nhanga V tal que g(V)NV = ), para todo g € T'\ {/d}. Desta forma, temos que
(V) = U é aberto em H?/T e | : V — U é um homeomorfismo, cuja a inversa
I,;' : U = V C H3(C C) é uma parametrizagio local. E possivel cobrir H?/T
por abertos do mesmo tipo de V. Podemos concluir também que as fungoes de
transi¢ao correspondem a elementos do grupo I'. Assim conclui-se que H?/T" é
uma superficie de Riemann.

|

Nosso interesse é estudar as superficies de Riemann compactas que podem
ser obtidas meio do quocientes de H? por grupos fuchsianos I'. Baseado nisto,
apresentamos resultados, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [25]
(pags. 85-86), que nos permite obter informagoes relacionadas a compacidade da
superficie de Riemann dada por H?/T', onde ' ¢ um grupo fuchsiano .

Definicao 1.3.25 Um grupo fuchsiano I' € dito co-compacto se o espago quo-
ciente H? /T € compacto.

Teorema 1.3.26 Um grupo fuchsiano I' € co-compacto se, e somente se, todo
dominio de Voronoi-Dirichlet de I" for compacto.

Teorema 1.3.27 Se I' é um grupo fuchsiano co-compacto, entao I' nao possui
elementos parabdlicos e u(H?/T) < oo.

A fim de obtermos uma imagem geométrica que estabeleca uma relacao entre
uma superficie de Riemann H? /T’ usamos um dominio fundamental da acao de
I". De fato, se I' nao possui elementos elipticos, a acao de I' em H? & livre, assim
sendo a projegao II : H? — H?/T" é uma aplicagio de recobrimento. Caso T
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possua elementos elipticos, a projecao II nao serd mais um recobrimento. Mas
em todos os casos teremos que os espagos H?/T" e D,(T")/T serao homeomorfos,
para qualquer p € H? que nao ¢ fixado por elementos de T'\ {Id}. Tal fato é
mostrado na referéncia [21] (pag. 129).

Essas informagoes nos permitem dizer que a superficie H?/T' pode ser consi-
derada como D,(I"), com pontos em fr(D,(I")) identificadas pelo grupo de reco-
brimento. Assim, devido ao que foi exposto no teorema 1.3.18, definimos a area
de H?/T como sendo igual a area de D,(T"), da mesma forma como é feito em na
referéncia [25] (Secdo 3.6).

Por este motivo, faremos um abuso de notagao para dentar a area de H?/T
por u(H?/T'). Com isso, temos:

u(H2/T) = (D, (). (1.18)
Baseado nisto apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.28 (|24] (pag. 59)) Dada uma superficie de Riemann R = H?/T
compacta de género g > 2 temos que sua drea hiperbdlica, p(R), € dada por:

u(R) = u(B2/T) = 2m((2g — 2)] = dm(g — 1).

Observacgao 1.3.29 Na verdade, o resultado acima € consequéncia de um teo-
rema que estabelece que toda superficie de Riemann compacta de género g > 2
pode ser modelada pelo plano hiperbolico, no sentido de que qualquer superficie
compacta de género g > 2 é homeomorfa ao quociente H?/T' por algum grupo
fuchsiano T'. Para mais detalhes ver [21] (pdg. 135).

1.4 Teoria dos Grafos

Nesta se¢ao, apresentaremos os conceitos bésicos relacionados a grafos. Para esta
parte, as principais referéncias utilizadas sao [11], [20], [23], [30] e [39].

1.4.1 Grafos

Esta subsecao contém um dos conceitos fundamentais de nosso texto, que é a
definicao de grafo.

Defini¢ao 1.4.1 Um grafo G consiste de um par de conjuntos (V(G), A(G)),
onde:

e V(G) € um conjunto nao vazio, chamado de conjunto de vértices de G;

e A(G) € um conjunto de pares ordenados de elementos de V(G), chamado
de conjunto de arestas G.
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Os elementos de V(G) sao chamados de vértices do grafo G, e os elementos de
A(G) sao chamados de arestas do grafo G.

Em todo o texto iremos considerar apenas grafos finitos, ou seja, os grafos GG
cujo conjunto V(G) é finito. Sendo assim, |V (G)| e |A(G)| denotardo o namero,
respectivamente, de vértices e arestas do grafo G.

Dados vy, v9 € V(G) usaremos a nota¢ao A = [v1, v] para indicar a aresta A
pertencente a A(G).

Assim, diremos que os vértices v; e vy s@o vértices extremos (ou finais)da
aresta A = [vy, vo].

Outra definicao necessaria para o texto é a de subgrafo.
Defini¢ao 1.4.2 Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G)
e A(H) C A(G).

A relacao entre grafos e superficies se da através da seguinte definicao:

Definicao 1.4.3 Dizemos que um grafo G estd mergulhado em uma superficie
S se este pode ser "desenhado" em S de modo que as arestas tenham interse¢do
comum apenas em seus vertices em comum.

1.4.2 Classificacao de Grafos

Agora iremos apresentar conceitos que nos permitirao extender a definigao de
grafos.

Por exemplo, considere os seguintes conjuntos:

Ay = [01,?)2]7 Ay = [U17U2]7 A = [Ul,m]
V = {017027?}37”471}5} € A = A4 - ['01,1}4], "45 = [U27U3]7 AG = [1)371)4]

A7 = [U1703], Ag = ["U3>U5]7 Ay = [05705]

Estes conjuntos podem ser relacionados através do diagrama ilustrado na fi-
gura 1.5.

Figura 1.5: Grafo 1.
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Podemos verificar também que v3 é vértice extremo das arestas Az, Ag, Az
e Ag. Mais ainda, as arestas As, Ag, A7 e Ag possuem exatamente um vértice
extremo em comum.

J& a aresta Ay se inicia e termina no mesmo vértice. Isto nos motiva a apre-
sentar as seguintes definic¢oes:

Definicao 1.4.4 Em relacao as arestas de um grafo G, utilizamos a sequinte
classificagao:

1. Duas arestas (ou mais) sao paralelas (ou maltiplas) se possuem ezxata-
mente 08 mesmos vértices extremos.

2. Duas arestas (ou mais) sao adjacentes se possuem exatamente um vértice
extremo.

3. Um lago é uma aresta que possui vértices extremos iguais.

Figura 1.6: a) Arestas paralelas; b) Arestas adjacentes; ¢) Lago.

Ainda em relagdo ao exemplo do grafo representado pela figura 1.5, temos
que vy é vértice extremo de trés arestas, assim como o vértice vy. O vértice vy é
extremo de cinco arestas e o vértice vs é extremo de quatro arestas. Ja o vértice
v figura trés vezes como vértice extremo: uma vez para a aresta Ag = [vs, v5] e
duas vezes para o lago Ag = [vs, vs].

Este fato nos leva a apresentar a seguinte defini¢ao:
Definicao 1.4.5 Dado um grafo GG, temos que
1. Uma aresta A € A(G) incide em um vértice v € V(G) se v € vértice
extremo de A.

2. Dadov € V(G), definimos o grau (ou valéncia) de v, denotado por gr(v),
como

gr(v) = |{A € A(G) : v é vértice extremo de A}/,

onde [{A € A(G) : vé vértice extremo de A}| denota nimero de arestas que
incidem em v.

3. Se todos vértices de G tem o mesmo grau, digamos n, entao chamamos G
de um grafo n—valente (ou n—regular).
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Exemplo 1.4.6 Para os vértices vs e vs, na figura 1.5, temos gr(vs) = 4 e
gr(vs) = 3.

Os conceitos apresentados na definicao 1.4.5 se fazem necessarios pois, por
exemplo, parte de nosso trabalho se baseia no uso de grafos trivalentes.

Finalizamos esta subse¢ao com um resultado que relaciona o ntimero de vér-
tices com o numero de arestas, através do grau dos vértices de um grafo.

Proposicao 1.4.7 Seja G um grafo. Entao:

V(G
gr(vi) = 2|A(G)].
1

1=

Demonstracgao: De fato. Seja A uma aresta com extremos v, e v,. Entao a
aresta A contribui uma unidade para o grau de v,, e uma unidade para grau de
v,,. Isso significa que, cada aresta de G' contada exatamente duas vezes quando
V(G|
fazemos o somatoério Z gr(v;). Portanto, segue o resultado.
i=1

1.4.3 Rotagoes de Grafos Trivalentes (o3)

Na definicao 1.4.5, apresentamos os conceitos de grau de vértices de um grafo.
Além disso, na subsecao anterior, mencionamos o fato de que nosso estudo é
baseado em grafos trivalentes, ou seja, grafos em que todos os vértices tem grau
trés. Sendo assim, nesta subsecao, encerraremos este capitulo apresentando um
dos conceitos fundamentais para a obtencao de emparelhamentos: Rotagao de
um grafo trivalente.

Para que possamos entender este conceito, consideremos um grafo G trivalente
e um vértice v € V(G). Suponha que estamos caminhando sobre as arestas de
G e que chegamos ao vértice v por alguma das suas trés arestas que incidentes.
Assim, para continuar nosso caminho, devemos nos decidir qual das duas outras
arestas que incidem e v iremos percorrer.

A decisao em relacao qual aresta devemos escolher sera tomada com base no
modo como o vértice v esta representado. Observe a figura 1.7 a seguir.

Na figura 1.7 o vértice v esté representado de duas formas distintas. No quadro
a) temos a representagdo de v por um circulo vazio (o), enquanto que o quadro
b) mostra v representado por um circulo preenchido (e). Assim, se chegamos em
v através da aresta A; e v estiver representado por (o), iremos prosseguir pela
aresta Ay. Caso v esteja sendo representado por (e), devemos tomar a aresta As.

Observe que a escolha de aresta que fizemos, supondo que ja passamos pela
aresta A, é indicada pelas setas do seguimentos pontilhados ilustrados na figura
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Figura 1.7: Representagoes do vértice v. Figura reproduzida da péagina 34 de
[36].

1.7. Seguindo a orientacao das setas temos e supondo agora que estamos chegando
a v pela aresta As, devemos tomar a aresta A; para a representacao de v no
quadro a), e a aresta A; seré a escolhida se estivermos na situa¢ao do quadro b).

Desta forma apresentamos a seguinte definicao:

Definicao 1.4.8 A representacdo de vértices trivalentes utilizando os simbolos
(o) e (e), e tomando como base as diregoes indicadas pela figura 1.7 é chamada
de rotacao de grau trés. Assim, se G € um grafo trivalente, usaremos a nota¢ao
(G, 03) para indicar que os vértices de G estao sendo representados de acordo com
a rotagao de grau trés.

Exemplo 1.4.9 Vejamos um exemplo da aplicagao da rotagao o3 no grafo G
representado pela figura 1.8. Vamos supor que chegamos ao vértice vy por meio

U1

Ay

(%

Figura 1.8: Grafo G com a rotagao o3 reproduzida da pagina 34 da referéncia

136].

da aresta Ai. Agora vamos dar inicio a um caminho comegando em vy. Como
chegamos a v por meio de Ay temos agora a aresta As ou a aresta Az como
0s possiveis trajetos a serem sequidos. De acordo com a rotagao do vértice vy, e
com as orientacgoes dadas pela figura 1.7, devemos comegar o caminho pela aresta
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As que nos leva até o vértice Ay. A rotacao do vértice vy nos leva até a aresta
As como a sequnda parte do caminho. Retornamos agora ao vértice vy. Note
que € possivel continuar o caminho, de modo a percorremos todas as arestas em
dois sentidos. Devido a rota¢do de v devemos escolher a aresta Ay como terceira
parte do caminho. Continuando desta forma o restante do caminho é dado por

As : quarta parte do caminho;
As : quinta parte do caminho;

Ai : sexta parte do caminho.

Ao final do sexto passo obtemos um caminho fechado de modo que todas as arestas
de G tenham sido percorridas duas vezes em sentidos contrdrios.

Observacgao 1.4.10 Para mais detalhes sobre rotacao em grafos trivalentes, re-
comendamos a leitura da referéncia [36] (pdg. 34).
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Capitulo 2

Discos Extremos

Este capitulo tem como objetivo expor um teorema, originalmente demonstrado
em [3], que é valido para qualquer superficie de Riemann S compacta de género
g > 2, munida da métrica de Poincaré. Tal resultado apresenta um limitante
superior para o raio de um disco métrico imerso em S e um limitante inferior
para o raio de um disco que recobre S que dependem apenas do género g.

O teorema a ser apresentado é, essencialmente, um problema de empacota-
mento e coberturas por discos. Por este motivo na sec¢ao 2.1 faremos uma exposi-
¢ao destes conceitos. Outro conceito fundamental para o desenvolvimento deste
capitulo é o de densidade. As referéncias utilizadas para elaborar este capitulo

foram [2], [3], [6], [8]. [9], [15], [16], [17], [19] e [29].

2.1 Empacotamentos e Coberturas

Comecaremos esta segao apresentando algumas ferramentas necessérios para o
estudo da teoria de empacotamento e cobertura de discos. Sendo assim, devido
a equivaléncia entre os dois modelos do plano hiperbélico que adotamos durante
o capitulo 1, H? e D? serdao representados por E nesta secao.

Definicao 2.1.1 Um dominio D € E é um subconjunto conexo com interior
nao vazio. Um dominio geodesicamente convexro D C E é dominio tal que
toda geodésica ~y : [0,1] — E com pontos inicial e final v(0) e y(l) em D estd
intetramente contida em D.

Neste momento apresentamos a definicao de empacotamento e coberturas.

Definigao 2.1.2 Sejam D um dominio de E, e H um subconjunto de E. Dada
uma familia {D;}icr em E de conjuntos isométricos a D, dizemos que:

e {D;}icr € um empacotamento de D para H se,

int(D;) Nint(Dy) =0, para i # k e UDZ' CH.

il
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-

Neste caso, dizemos que H €é empacotado por D, ou que {D;}ic; € um
empacotamento para H.

o {D;}jcs € uma cobertura de D para H, se
U Dj - 7‘[
jeJ

-

Neste caso, dizemos que H € coberto pelo dominio D, ou que {D,};c; €
uma cobertura para H.

Em geral, consideramos que os dominios sao geodesicamente convexos.

2.2 Densidade

A nocao mais importante associada a empacotamentos e coberturas é a de den-

sidade.

Intuitivamente, a nocao de densidade esté relacionada a razao entre a soma
das areas dos dominios geodesicamente convexos que geram o empacotamento ou
cobertura, e a area do espago que é empacotado ou coberto pelos dominios em
questdo. Isto ¢, a nogao de densidade de um empacotamento (ou cobertura) é
dada por:

Soma das areas dos conj. empacotados(ou cobertos)

densidade = -
area do espago

[remos denotar por D a densidade de um empacotamento, e C' represen-
tard a densidade de uma cobertura. Note que, pela defini¢ao, a densidade
de um empacotamento é sempre menor ou igual a 1. Isso se deve ao fato de
que os elementos que geram o empacotamento nao podem se sobrepor, isto é, em
um empacotamento a area de cada dominio é considerada apenas uma vez. E
justamente devido & esta questao de sobreposicao de elementos que, para uma
cobertura, a densidade C' serd sempre maior ou igual a 1.

Dado um dominio K, considere a familia de todos os empacotamentos ou
coberturas para [E consistindo de copias congruentes de K. Sendo assim,

D(K) < 1< C(K),

onde D(K) denota a densidade do empacotamento de K, e C(K) a densi-
dade da cobertura de K.

Entao, sabendo que as densidades D(K) e C(K) sao limitadas, superiormente
e inferiormente, respectivamente, podemos pensar na seguinte questao: dada uma
familia de empacotamentos é possivel encontrar uma densidade méaxima? Da
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mesma forma, dada uma familia de coberturas é possivel selecionar uma densidade
que é minima?

Segundo [17], uma demonstragao de que a densidade méxima para empaco-
tamentos é atingida pode ser encontrada no artigo Ezistenzsdtze fir Lagerungen
im Euklidischen Raum de 1963 do matematico Helmut Groemer. Esta densi-
dade méaxima é denotada por Dy (K), e chamada de densidade maxima do
empacotamento de K.

A densidade minima de cobertura de K, C,,(K), ¢ determinada de modo
analogo.

2.3 Densidade no Plano Hiperboélico

Verificaremos agora como ¢é tratada a questao da densidade para o plano hiper-
bolico. A maioria dos conceitos desta secao sao definidos utilizando o modelo
do plano de Lobatchevsky H?. Porém tais conceitos também podem ser defini-
dos de maneira anéloga para o modelo do disco D?. Comecemos com a seguinte
definicao:

Definigao 2.3.1 Um subgrupo discreto T' C Isom(H?) € um reticulado se H?/T
tiver drea finita.

Observagao 2.3.2 Note que, devido ao que foi estabelecido em 1.18 no capitulo
1 podemos dizer que, um subgrupo discreto I' € reticulado se, e so se, para algum
(e portanto todo) dominio de Voronoi-Dirichlet D,(I") tiver drea finita.

A seguir, temos as defini¢oes de empacotamentos e coberturas associadas as
reticulados.

Definigao 2.3.3 Um empacotamento {D;}ic; de H? é um empacotamento re-
ticulado, se para algum dominio D, existir um reticulado I' tal que:

L(D;,) = |J T(D;,) =D

Tell i€l

De maneira andloga, uma cobertura {D;};c; de H? € uma cobertura reticulada
se para algum dominio Dj, existir um reticulado I' tal que:

r(o;,) = J 70 = |JD;

Ter jeJ

O motivo de considerarmos a definicao 2.3.3 se deve ao fato de que, os empa-
cotamentos e coberturas que serao considerados neste capitulo sao reticulados.

Determinar os valores de densidades é um problema diferente para cada con-
junto K e cada reticulado I' em H?. Devido a este fato, o principal problema da
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teoria de empacotamentos e coberturas é obter boas estimativas da densidade em
termos de limites superiores e inferiores para empacotamentos e/ou coberturas
gerados por uma classe de conjuntos geodesicamente convexos, em especial discos.
Podemos verificar em [17] (Segao 3.3, Cap. 3) que a defini¢ao de densidade em
H? requer um certo cuidado pois, no caso da geometria hiperbélica por exemplo,
para empacotamentos de discos, as densidades nao sao independentes da escolha
das origens dos discos. Para contornar este problema definimos o conceito de
densidade local.

A partir de agora, iremos utilizar apenas empacotamentos e coberturas gera-
das por familias de discos. Portanto, seja B um disco de raio r e considere a
familia B(r) ={B; : i € I} de discos isométricos a B.

Defini¢ao 2.3.4 A densidade local de B em B(r), denotada por ldy (B, B(r)),
€ dada pela densidade de B com respeito a seu dominio de Voronoi-Dirichlet
D (=Dy(I")), isto é,

_ 1(B)
1dy(B. B(r) = Ty (< 1),

~—

onde D € o dominio de Voronoi-Dirichlet que contém B.

Podemos constatar que, se B(r) é um empacotamento reticulado, entao a
densidade local independe da escolha de B; € B(r), pois neste caso, todos os
dominios de Voronoi-Dirichlet sao isométricos. Esta é a definicao de densidade
que adotaremos em H?2.

2.3.1 A Densidade Simplicial

Boa parte da literatura sobre empacotamentos e coberturas se dedica a encontrar
limitantes superiores para a densidade local (veja [5], [9], [17] e [22]). O principal
limitante que veremos aqui é o da densidade simplicial.

Definigao 2.3.5 Considere em H? trés discos de mesmo raio v, mutuamente
tangentes um entre si. Seus centros determinam um tridngulo equildtero A, C H?
de lados 2r. A densidade simplicial, denotada por 05(r), é dada por:

_ LH(BNA,)
R =37 Ay

onde B € um dos discos em questao.

Observagao 2.3.6 Note que os discos representados pela figura 2.1 estao ligei-
ramente deslocados para baixo. Isto se deve ao fato de que, a topologia induzida
em H? pela métrica dy2 é a mesma do que a induzida pela métrica euclidiana de
R2. Mais precisamente, dada um disco aberto euclidiano:
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Figura 2.1: Arranjo que ilustra a densidade simplicial.

B={xeH?: |z —p|l <1},

com p = (p1,p2) er < pg, temos que:

1
B = {xGHZ:de(:E,p’) =—In <p2+r)}’
2 P2 —T

onde p' = (p1,0h), com py = \/p3 —12. Ou seja, discos euclidianos também
sao discos hiperbolicos, embora com centro deslocado e raio alterado. Para mais
detalhes, recomendamos a leitura de [21] (pdg. 29).

A definigao de d5(r) envolve a area hiperbélica de um disco hiperbélico. Por-
tanto, considerando o teorema 1.2.19, temos a seguinte expressao analitica para
a densidade simplicial do(7):

_ 3a,(cosh(r) — 1)
N T — 3o,

02(r) (2.1)

3
onde «, é o angulo de um triangulo equilatero de lados igual a 2r.

A densidade simplicial do(r) é um limitante universal para empacotamentos
de discos. Este fato foi demonstrado em 1978, por Karoly Béréczky no artigo
Packing of Spheres in Spaces of Constant Curvature. Tal resultado é dado pelo
seguinte teorema:

Teorema 2.3.7 (Bordczky - 1978) Para todo empacotamento de discos de mes-
mo raio v em H?, a densidade local de cada disco é majorada por §(r), ou seja,

3a,(cosh(r) — 1)
T — 3o,

ld2(Ba B(T’)) S

9
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onde o, € o dngulo de um tridngulo equildtero de lados igual a 2r.

A demonstragao de 2.3.7, pode ser encontrada em [5] pag. 201.

2.3.2 Decomposicao de Delaunay

O ladrilhamento do plano hiperboélico por meio dos dominios de Voronoi-Dirichlet

geram uma decomposi¢ao que chamaremos de decomposicao de Voronoi-
Dirichlet.

Por meio da decomposicao de Voronoi-Dirichlet do plano hiperbdlico, po-
demos definir um outro tipo de decomposicao que utilizaremos neste capitulo:
decomposicao de Delaunay.

Definicao 2.3.8 Seja v um vértice da decomposicao de Voronoi-Dirichlet asso-
ciado a uma cobertura para o plano hiperbélico H?. Os centros dos dominios de
Voronoi-Dirichlet que contém v determinam um circulo centrado em v. O con-
Junto convezxo constituido por todos centros dos dominio de Voronoi-Dirichlet que
determinam o circulo de centro v € chamado de célula de Delaunay. Assim,
o conjunto de todas as células de Delaunay € chamada de decomposicao de
Delaunay.

Para maiores detalhes recomendamos as referéncias [2] e [8].

Pela definicao 2.3.8, temos que a decomposicao de Delaunay é dual a decom-
posicao de Voronoi-Dirichlet. A importancia da decomposicao de Delaunay se
da através do proximo resultado, demonstrado em 1953 por Fejes Toth no artigo
Kreisiiberdeckungen der Hyperbolischen Ebene, referéncia [3].

Teorema 2.3.9 (To6th - 1953) A densidade de toda cobertura de H? por discos
abertos de mesmo raio v em relagao a uma célula de Delaunay é minorado por
0., onde

5 3al (cosh(r) — 1)

/
T — 3al.
representa a densidade obtida quando consideramos a cobertura de um tridngulo

A, equildtero de dngulo ol inscrito em um circulo de raio r, por trés discos de
raio r centrado nos vértices de /\,.

Podemos verificar a demonstragao do teorema 2.3.9 na referéncia [3] pag. 202.

2.4 Discos Extremos

Nesta secao, apresentaremos e também iremos expor a prova do principal re-
sultado deste capitulo. Tal resultado foi originalmente demonstrado em [3] por
Christophe Bavard.
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Figura 2.2: Arranjo que ilustra o limitante obtido no teorema 2.3.9.

Primeiramente, vamos considerar dois resultados que serao de grande utilidade
durante a demonstracao do teorema de Bavard.

Lema 2.4.1 Seja A um tridngulo hiperbolico equildtero, de dngulo o e lado L,
com 0 < o < m. Entao, a e L satisfazem a sequinte igualdade:

2 cosh <§> sen (%) —1. (2.2)

Demonstracgao: De fato, observe a figura 2.3 que ilustra um tridngulo hiper-

Figura 2.3: ITlustragao do triangulo A.

bolico equilatero de vértices vy, v, vz, angulos iguais a « e lados iguais a L.
Considerando a mediatriz relativa ao lado determinado pelos vértices v, e v3
obtemos dois novos triangulos hiperbolicos de angulos a, /2 e 7/2. Destes tri-
angulos, consideremos o de vértices vy, vy € v,, que denotaremos por A’. Em A’,
os lados opostos aos angulos /2 e /2 medem, respectivamente, L/2 e L. Assim,
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utilizando o teorema 1.2.12, temos que:

wa(t) - =)

sen(a) sen (5)

cos (%)
sen(q)

w(3)
2sen (5) cos (§>

L
Logo, 2 cosh (5) sen (%) =1

|

Lema 2.4.2 Suponha que A seja um tridngulo hiperbolico de dngulos a, /3 e
/2, com 0 < a < m, cujo lado oposto ao dngulo 7/2 seja iqual a L. Entdo, a e
L satisfazem a igualdade:

V3cosh(L) tg (@) = 1. (2.3)

Demonstragao: Considere a figura 2.4 do triangulo A’. Entao, fazendo nova-

Figura 2.4: Ilustracao do triangulo A’.

mente o uso do teorema teorema 1.2.12, temos que

cosh() — cos (@) cos~<g> +7(;‘0s (g)
sen (@) sen <§>
= cotg (@) cotg (%) : (2.4)
De 2.4, temos que tg <g> tg(@) cosh(L) = 1. Ou seja, v/3 cosh(L) tg (&) = 1.
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De posse dos resultados dos lemas 2.4.1 e 2.4.2, iremos utilizar as os conceitos
de empacotamento e coberturas para apresentar o tltimo teorema deste capitulo.

No que segue, um disco métrico mergulhado em uma superficie de Riemann
S ¢ um disco isométrico a um disco de H?.

Teorema 2.4.3 (Bavard - 1996) Seja S uma superficie de Riemann compacta
de género g > 2, e considere B, = w/(12g — 6). Entao:

1. Se um disco aberto de raio r € mergulhado em S entdo:

1

cosh(r) < m

2. Se um disco fechado de raio r recobre S entao:

1

O = a5 3tg(fy)

Demonstragao: Primeiramente, devido a observagao 1.3.29, temos que S é
identificada com o quociente H?/T" de modo que I' é um grupo fuchsiano co-
compacto. Com isso, temos que H? é o recobrimento universal de S. Sendo assim,
seja B um disco aberto de raio r mergulhado em S. Desta forma, temos que B ¢
homeomorfo a um disco B de H2. Note que, B ¢ geodesicamente convexo. Assim,
considere B(r) = {By}ea um empacotamento de H2, onde By é isométrico a B (e

consequentemente isométrico a B), para todo A € A. Sendo assim, considerando
que ¢y é o centro do disco B) defina o seguinte conjunto:

Dy ={z € H?:d(cy,2) <d(T(cy),2),VT € T'}.

Note que, D) é um dominio de Voronoi-Dirichlet da acao de I' que contém Bj).
Entao, a densidade local do empacotamento B é dada por:

ld>(B, B(r)) =

Observe que, o fato de que B e B serem isométricos, implica que /L(E) = u(B).
Além disso, da equagao 1.18, temos u(H?/T) = u(D,), para qualquer A € A.
Com isso, temos que:

u(B)  2m(cosh(r) — 1) _ cosh(r) —1
p(H2/T) — 2m(2g - 2) 2(9-1)

lds(B, B(r)) = (2.5)
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Utilizando o tltimo membro da igualdade 2.5, e o teorema 2.3.7, temos que

ldy(B;, B(r)) < o,

cosh(r) — 1 < 3a,.(cosh(r) — 1)
2g —2 - T — 3,
T —3a, < 6a.(g—1)

T < a,(6g—3)

a > (2.6)

6g — 3’

Para obtermos a primeira desigualdade do teorema usaremos o lema 2.4.1. Note
que o triangulo dado pela figura 2.1 é um triangulo hiperbodlico equilatero de
angulos «,. e lados iguais a 2r. Sendo assim, pelo lema 2.4.1 temos que:

2 cosh(r) sen (%) = 1. (2.7)

Portanto, utilizando as expressoes obtidas em 2.6 e 2.7, temos

s
Qp >
6g — 3
NN T
2 = 129-6
ar
= sen <?) > sen (f,)
= 2cosh(r)sen (é) > 2cosh(r)sen ()
=1 > 2cosh(r)sen(8,).
. 1
Desta forma, conclui-se que cosh(r) < ————. Agora, para demonstrar a
2sen(5,)

segunda desigualdade, iremos considerar B um disco de raio r que gera uma
cobertura B(r) = { By }5.5, para a superficie S. A esta cobertura, de acordo com
a definicao 2.3.8, associamos uma decomposicao de Delaunay. Note que, tanto
a cobertura B(r) quanto a decomposi¢ao de Delaunay sao identificadas no plano
H? e sao invariantes pela acao do grupo fundamental de S, uma vez que, pelo
teorema 1.3.23, m;(S) = m;(H?*/T") = I'. Desta forma, existe uma reuniao finita
de células de Delaunay Cq,...,C, que formam um dominio fundamental. Agora,
consideremos 6; como sendo a soma dos dngulos da célula C;(i = 1,...,k). Note
que as células Cy,...,C, também s@o cobertas pelos elementos da familia B(r).
Assim, considerando os setores circulares que cobrem a célula C;, o teorema 1.2.19
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e o teorema 2.3.9, obtemos a seguinte relagao para a densidade da cobertura B(r):

0;(cosh(r) — 1) > 3

oy
n(C;)
= f;(cosh(r) — 1) > &,u(C). (2.8)
Observe que, como as células Cy,...,C, formam um dominio fundamental, seus

k
vértices sao identificados em S de forma que Z 0; = 2m.. Com isso, de 2.8, segue
que: =

k

k
Z 0;(cosh(r) — 1) > Zgrﬂ(cz‘)

= 2m(cosh(r) —1) > 4dn(g —1)J,
27(cosh(r) — 1) < 3al (cosh(r) — 1)
(g — 1) - T —3al
m
> al. 2.
= g3 = Q. (2.9)

Agora, precisaremos do lema 2.4.2. Note que, pela pelo fato da cobertura B(r),
ser invariante pela agdo de I'(~ m1(S)) temos que os a imagens de centros de de

discos da familia B(r) s@o levados em centros de discos da familia B(r). Com
isso, temos que a/./2 e r satisfazem o lema 2.4.2. Logo, de 2.9 e 2.3, segue

> /

6g—3 = "

T o

= > T
& 129 — 6 2

V3cosh(r)tg (8,) > 1.

1
Ou seja cosh(r) > ———

V3tg (Bg)
O
Ainda em relacao a este resultado, é possivel mostrar que se alguma destas
igualdades ¢é atingida por um certo disco, a outra também o sera atingida por um

disco concéntrico. Também, podemos demonstrar que para todo género g > 2,
estes limites sao atingidos simultaneamente por certas superficies modulares.

Uma outra consequéncia deste teorema é a obtencgao de dois invariantes globais
de S: a systole I(S) e o diametro d(S). A systole, em superficies com curvatura
negativa, € o menor comprimento de uma geodésica fechada.

Corolario 2.4.4 Para toda superficie de Riemann S compacta, orientdvel de
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género g > 2 temos:

cost (1

) < 1 1
2 ) 7 2sen(fy)

e cosh(d(9)) < m,

onde I(S) denota a systole de S e d(S) o diagmetro de S.
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Capitulo 3

Ladrilhamentos Irregulares

O objetivo desde capitulo é utilizar os conceitos da teoria de emparelhamentos
de arestas de poligonos hiperboélicos para apresentarmos um exemplo, elaborado
durante o periodo de estudos da dissertacao, de ladrilhamento irregular do plano
hiperbdlico.

Tal ladrilhamento é obtido quando consideramos o emparelhamento de arestas
do poligono Pr,. Por sua vez, Pr, é um poligono hiperbdlico irregular que
possui 18 arestas, para o qual existe uma circunferéncia centrada em int(Px, ) que
circunscreve Pr,,. A garantia da existéncia de Pr,, é garantida pelos resultados
demonstrados por Ernesto Martinez (1987) em [31]. Utilizando o teorema de
Poincaré para emparelhamento de arestas, é possivel garantir que o conjunto de
isometrias que geram o emparelhamento para Pz, denotado por @, gera um
grupo discreto de isometrias do plano hiperbdlico.

Assim, segundo [1] e [16], podemos obter ¢ uma superficie de Riemann com-
pacta género g > 2 por meio do quociente H?/T', onde I' = (® £ ).

Além disso, se considerarmos o maior disco que esté inscrito em Pr,, podemos,
futuramente, explorar empacotamentos e/ou coberturas de discos associadas ao
ladrilhamento do plano hiperbélico gerado por Pr,,.

Sendo assim, este capitulo tem como proposta procurar uma nova abordagem
para o estudo de emparelhamentos de poligonos hiperbélicos, tendo em vista que
o caso de ladrilhamentos gerados por poligonos regulares tem sido explorado em
trabalhos como por exemplo [10] e [17].

3.1 Emparelhamento de Arestas

Nesta segao apresentaremos a definicao de emparelhamento de arestas de do-
minios de Voronoi-Dirichlet D de um grupo fuchsiano I'. Este conceito é uma
das principais ferramentas para o desenvolvimento do préximo capitulo. Desta
forma, comegaremos com as defini¢oes de arestas e vértices de um dominio de
Voronoi-Dirichlet.
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Definicao 3.1.1 Uma aresta em D,(I") é um segmento geodésico A, pertencente
a fronteira de D,(I"), de forma que A= D,(I') NT(D,(I')) onde T € I.

Definicao 3.1.2 Um vértice v de um dominio de Voronoi-Dirichlet, € um ponto
da fronteira de Dy(I') que € a interse¢ao de duas arestas, isto €, v = A; N Ay,
onde Ay e Ay sdo arestas de D,(I).

Na segao 1.3.3 do capitulo 1 vimos que, dado um grupo fuchsiano I' € PSL(2,R)
podemos definir a seguinte relagao de equivaléncia:

Vz,w € H?, 2z ~p w <= 3T € T tal que w = T(z).

Vimos também que, nesta relacao, a classe de equivaléncia de um elemento
z € H? ¢ dada por:

{we Hw~rp 2z} ={T(2); T €T} =T(2), (3.1)

isto ¢, na relagao ~r, dois pontos sao congruentes se, e so se, pertencem a mesma
I'—orbita. Neste momento restringiremos a relacao ~r ao conjunto de vértices e
ao conjunto de arestas de D,(I") e passaremos a estudar as classes de equivaléncias
que sao geradas por esta restricao. Assim, considerando as arestas de um dominio
de Voronoi-Dirichlet, apresentamos o proximo teorema cuja demonstragao decorre
da referéncia 25| (pags. 73-74).

Teorema 3.1.3 Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Voronoi-
Dirichlet Dy(I') contém exatamente dois elementos.

O teorema 3.1.3 nos mostra que D,(I") possui um namero finito de arestas, e que
este numero é necessariamente par. Além disso, o teorema acima nos motiva a
dar a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.1.4 Dada uma aresta A ezistem uma unica outra aresta A" # A e
um unico elemento Ty € T tal que T(A) = A’. Dizemos, neste caso, que {A, A"}
¢ um par de arestas congruentes e que T4 emparelha o par {A, A'}. Neste
caso dizemos também que T4 € uma transformagcao de emparelhamento.

Observe que se T emparelha o par {A;, A}, entdao T~! também emparelha
este par de arestas. Baseado nisso, apresentamos um dos teoremas fundamentais
para o nosso trabalho.

Teorema 3.1.5 ([25](pag. 74)) Seja D = D,(I') dominio de Voronoi-Dirichlet
do grupo fuchsiano T'. Considere o conjunto {T; : i € I} de elementos de T que
emparelham arestas distintas de D. Entao {T; : i € I} € um conjunto de geradores

de T, isto e ' = (T;:i € 1).

Outra definicao importante em nosso estudo é a defini¢ao de ciclo.

Definicao 3.1.6 Um ciclo de um vértice v € Dy(I"), denotado por [v], € uma
classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja, € um conjunto da forma
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[v] ={T(v) : T € ' e T(v) sao vértices de D,}.

Observacao 3.1.7 Note que, sendo I' um grupo fuchsiano, o teorema 1.3.22 nos
garante que o ladrilhamento {T(D,(I"))} € localmente finito. Portanto, para um
dominio de Voronoi-Dirichlet, temos que os ciclos sao finitos. Neste caso, dado
v € Dy(I")) temos que:

[v] ={v1,..., 0.},
para algum r € N*.

A observagao 3.1.7 motiva a seguinte definigao:

Definicao 3.1.8 Seja v um vértice de Dy(I'). O dngulo total do ciclo [v] =
{v1,...,v.} € dado por

onde 8; corresponde ao dngulo de D,(I") em v;, para todo 1 < i <r.

O proximo resultado relaciona a soma dos angulos de vértices de um ciclo com
a ordem do estabilizador do vértice.

Teorema 3.1.9 ([4] (pag. 221)) Seja D,(I') dominio de Voronoi-Dirichlet de
I'. Sejam vy,...,v, vértices de um ciclo e sejam 6y,...,0, os dngulos internos
nos respectivos vértices. Entao, se denotarmos por m a ordem do estabilizador
em I' de um dos vértices do ciclo, temos:

Ohh+...+0,=—.

Assim, chegamos a definicao de emparelhamento.

Definigao 3.1.10 Seja P C H? um poligono fechado convexo, considerando
A(P) como sendo o conjunto de arestas de P, um emparelhamento de ares-
tas de P é um conjunto ® = {T4| A € A(P)} de isometrias que, para toda aresta
A pertencentes a A(P) cumpre as sequintes condigoes:

1. existe aresta A’ € A(P) tal que Ta(A') = A,
2. as isometrias Ty e Ty satisfazem a relagao Ty = le;

3. se A for uma aresta de P, entio A' =P NT;'(P).
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3.2 O Teorema de Poincaré para Emparelhamento
de Arestas de um Poligono Hiperboélico

A partir das condicoes da definicao 3.1.10, podemos constatar que A’ é unica-
mente determinada por A, isto é (A')’, e T4 # Id para todas as arestas A € A(P).
Nestas circunstancias, temos que A sao emparelhadas por T'y. A posteriori, é pos-
sivel verificar que, se ® gera um grupo fuchsiano, entao podemos considerar P
como um dominio de Voronoi-Dirichlet do grupo I' = (®).

Dizemos que dois pontos z1,29 € P sdo emparelhados se existir A € A(P)
tal que T)4(z2) = z1. Sendo assim, temos que z; ~r z2. Observe que dois pontos
z,w € P estao relacionados segundo a relagao ~r se, e s6 se, existe uma sequéncia
finita z1,..., 2z, € P tal que:

Z=Z21 "~ ...~ Zm — W.

Da terceira condicao da defini¢cao 3.1.10, segue que, se z for um ponto interior
de P, entao [z] = {z}. E da segunda condigao da defini¢do de emparelhamento de
arestas, segue que um ponto z exterior a uma aresta A € A(P), esta relacionada
apenas com o ponto com o qual é emparelhado, [z] = {z,Tx(2)}.

Consideramos em P a métrica induzida de H? e com isto o conjunto das classes
de equivaléncia P/ ~pr= P/I' é dotado de uma topologia quociente. Com isso,
encerramos esta secao apresentando o teorema de Poincaré para emparelhamento
de arestas de poligonos hiperbdlicos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Poincaré) Sejam P um poligono fechado con-
vero em H? e ® = {T4 : A € A(P)} um emparelhamento de arestas e I' = (®),
o grupo gerado pelas fungées de emparelhamento. Se todo ciclo de vértices [v] €
finito e tem dngulo total O[v] = 2w, entao o grupo T' € discreto e P é dominio
fundamental de T'.

A demonstracao deste teorema pode ser verificada em [21] (pag. 100).

3.3 Existéncia de Poligonos Hiperbdlicos Inscritos
em Circunferéncias

Apresentaremos agora trés resultados que nos permitem garantir, sob certas con-
digoes, poligonos hiperbdlicos inscritos em circunferéncias. Toda esta se¢cao tem
como base a referéncia [31].

Uma condigao necessaria para a existéncia de um poligono hiperboélico com
angulos 6;, i=1,....,.n é

@:(n—Q)W—Zn:Qi>O. (3.2)
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Se algum dos angulos é nulo, entao o raio da circunferéncia circunscrita é
infinito e, portanto, todo angulo deve ser nulo. Desta forma, iremos considerar
que

0<b;<m, 1=1,...,n. (3.3)

As condigoes dadas em 3.2 e 3.3, estao relacionadas com a area do poligono

P

Podemos verificar, por exemplo, que a expressao 3.2 é a mesma expressao que
aparece no corolario 1.2.18 do capitulo 1.

Denotemos por ), a soma dos angulos 6;, para i impar, e por ), a soma
dos angulos 6;, para ¢ par. Agora, vamos definir a seguinte soma alternada:

52291—01_1—1—8%_2—02_3—1—191, @zl,,n (34)

Observe que, pela definicao de &, temos:

§i=0; =&, t=1,...,n (3.5)

Definimos também o seguinte conjunto

w=(3)n(0 59) (A e5-0)

2,IMPAR %,PAR

Considerando os fatos e as expressoes definidas acima, enunciamos o seguinte
teoremas

Teorema 3.3.1 (Martinez 1, 1987) Dada uma colegdao ordenada de angulos {0;},
que satisfazem as condicoes 3.2 e 3.3 existe um poligono hiperbolico P tal que 6;
€ o dngulo do vértice v; para todo 1 < i < n, inscrito em uma circunferéncia de
centro O € int(P) se, e somente se:

a) Sen € impar, entdo

NV

b) Sen é par, entio Y ; = > ., e Mg # 0. Neste caso, para qualquer parametro
pertencente a Mg podemos construir um poligono.

Demonstracgao: Primeiramente, suponha que exista tal poligono. Desta forma,
de acordo com a figura 3.1, obtém-se o seguinte sistema:

{g:ﬁ%i%i,izz”wn (3.6)

T ™
O sistema 3.6 esta definido para 0 < §; < > ¢t =1,...,n uma vez que [3; > 5

implica que a area do triangulo de angulos ; sera negativa. Consideremos agora
as seguintes afirmacoes:
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Figura 3.1: Poligono com angulos 6; inscrito em uma circunferéncia. Figura
reproduzida da pagina 93 de [31].

Afirmacao I: A solucao do sistema 3.6 ¢ dada por

Bi = & —Bn, para i impar (3.7)
Bi = &+ B, para i par. (3.8)

De fato, por definicao, temos que 51 + 3, = #;. Assim, como & = #; temos que
By = 0, — B,. Utilizando B; e o fato de que 31 + B2 = 05, temos

Bo =0y — 34 Ar=tpn Oy — & + By 0 & + Bn.

Da mesma forma, utilizando (5, conclui-se que B3 = & — (,. De modo geral,
utilizando-se o fato de que 3; = & — [5;_1, temos, por recorréncia, que

Bi =&+ (=1)"Bn. (3.9)

Desta forma,temos que 5; = & — [3,, para i impar, e 3; = & + [, para i par.
Afirmacao II:

e Se n € impar, entao @ = f,.

e Sen € par, entio Y ;= > p.

De fato, se n é impar, entao n = 2m + 1, para algum m € N. Logo:

Z—Z = (boms1 +Oom-1+ ...+ 054+ 01) — (Oop, + O2ppo + ... + 04+ 02)
I; P

Ooms1 — Oom + 21 — Oppo + ... + 03 — 0 + 0,

= €2m+1 = gn
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Se n é par, entao n = 2m, para algum m € N. Logo:

Z—Z = (bom—1 + O3+ ...+ 054+01) — (Oa, + O+ ...+ 04+ 02)
T P

—ng + 6’2m_1 — ggm_g + sz_g — ...+ 83 — 02 + 01
= _£2m = _fn

Desta forma, de 3.7 e 3.8 segue que
o ZI_ZP :fn?gﬁn-l-ﬁn = 205,, se n & impar.

d Zf_zp:—fngigﬁn—ﬁnZO, se n é par.

Assim, pelas afirmacoes I e II, o sistema 3.6 possui uma tnica solugao se n é
impar. E, no caso em que n é par, o sistema 3.6 sera possivel e indeterminado,
de modo que (3, pode ser tomado como paradmetro.

Recordando que 0 < ; < g, 1=1,...,n, de 3.7 e 3.8 segue que:

& — g < B, <&, para i impar (3.10)
=& < B < g — &, para i par. (3.11)

Assim, temos que 3, € M, para n par ou impar, ou seja M, = (). Portanto, se
n & impar (3, = %Z:P pertence a M¢. Se n é par, > ; = Y e (3, pode
ser tomado como sendo um parametro qualquer de M. Provaremos agora que as

condigbes a) e b) do teorema sao suficientes. Se n é impar, seja 3, = @

, €, se n & par, tome 3, um valor qualquer de M. Assim, defina os angulos ;
como em 3.7 e 3.8. Queremos garantir a existéncia de ty > 0 de forma que os
triangulos, como o ilustrado a seguir pela figura 3.2,

Figura 3.2: Decomposi¢ao do Poligono P em tridngulos. Figura reproduzida da
pagina 94 de [31].
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atendam a condigao de que Z 204, = 27, ou seja
i=1

Z gy = T (3.12)
i=1

Desta forma, a existéncia de to nos assegurard a existéncia de n triangulos (A}, s)
que colocados lado a lado ao redor de um ponto O € D? darao origem ao poligono
P. Note que, pelo teorema 1.2.12, temos que:

cosh(ty) = cotg(aiy,) cotg(f8;) = iy, = arctg (%ﬁfg;) : (3.13)

Assim, levando em consideragdo que a area de triangulo A;;, é dada por p(4;) =
T — 2(ay4, + f;), temos:

™ N(Ai,to)

— B (3.14)

Qity = 5

De 3.14 segue que:
- cotg(/3;) - T\ ~ [1(Aig,)
t _— = i = _— P —_— 77
S ) R ICTIE S W R Ve
o © o M(Ai,to)
B P

r cotg(3; O < Ay
" Z arctg (—cosi((toi) =T+ 5 ; % (3.15)

Observe que pu(A;4,) = 0, caso em que os tridngulos sdo degenerados, ¢ equivalente
a termos ty = 0. Ou seja:

Z arctg (cotg(5;)) = m + % (3.16)

=1

Desta forma, considere a funcao F': R — R dada por:

Assim, temos que F'(t) < 0 para t > 0. Isto é, F' é decrescente, para t > 0.
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e

Verificamos também que tlim F(t) = 0 e, de 3.15, segue que F(0) = 7 + 7
—00

Assim, existe um valor r > 0 tal que F(r) = m. Logo, existem «;, de forma que:

= cotg(5;)
2 ng () -

Portanto, temos garantida a existéncia de triangulos como os da figura 3.2, que
colocados lado a lado ao redor de um ponto O determinam o poligono P.

Observe que os poligonos construidos sao geodesicamente convexos.

Além deste teorema, podemos verificar resultados anélogos para o caso em que
se garante a existéncia de poligonos P inscritos em circunferéncias cujo centro
pertence a fr(P) e para o caso em que o centro esta situado no exterior de P.
Apresentaremos este resultados deixando as demonstracoes para serem verificadas
em [31](pags. 94-97).

Teorema 3.3.2 (Martinez 2, 1987) Dada uma cole¢ao ordenada de dngulos
0; que satisfazem as condicoes 3.2 e 3.3, existe um poligono hiperbolico P com
angulos 0; em seus vértices inscrito em uma circunferéncia de centro O € fr(P)

T
se, e somente se, Y ., = > , e se para todoi <mn, § € (0, 5)

Consideremos agora o seguinte conjunto:

si-(03)0( N (3-9))n (N (-39)

i, IMPAR ©,PAR

Teorema 3.3.3 (Martinez 3, 1987) Dada uma colegao ordenada de dngulos
0; que satisfazem as condigoes 3.2 e 3.3 ewiste um poligono hiperbolico P com
angulos 0; em seus vértices inscrito em uma circunferéncia de centro O ¢ P se,
e somente se,

a) n € impar, entio = (3 p— > ;) € M{ etg(B) ¢ menor que

-1

<Z COtg(ﬁi))

b) n € par, entio Y, =Y, e Mi # 0. E neste caso para cada B € M com

(o)

existe um poligono.
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3.4 Ladrilhamento Irregular

Baseado nos teoremas apresentados nas se¢oes anteriores deste capitulo, criamos
durante nossa pesquisa um emparelhamento para um poligono hiperbolico irregu-
lar de 18 arestas que atende as condi¢oes do Teorema de Poincaré. Sendo assim,
apresentamos um ladrilhamento irregular constituida de dominios de Voronoi-
Dirichlet com 18 arestas. Para isso considere a cole¢ao Fig = {6;}:2, onde

s
L 91:94:97:98:913:014:915:918:Z;

s
L 93:99:‘912:916:§§

2T
L4 92:‘95:‘96:010:911:017:§;

Note que 0 < 0; < m, i=1,...,18. Além disso,

18
> 0, = 8. (3.17)
=1

Assim, temos que

18
O=(18-2)r—» 0; =161 — 87 > 0. (3.18)

i=1
Portanto, a colecao JFig satisfaz as condigoes 3.2 e 3.3.

Considerando ), e ), como sendo, respectivamente, a soma dos angulos de

indices impares e a soma dos angulos de indices pares de Fig, temos

&

d =) =dnm (3.19)
I P
Ja as somas alternadas, definidas em 3.3, para JFig sao dadas por:

Indices Impares:

T T T
753_Ea 55_§a §7__ 59

T
4 12’

e

Indices Pares:
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oT T T T
52—5, 54—6, 56—67 s =
Desta forma, considerando os intervalos

(é}- - g, 52-), para i fmpar

(—&,g — §i>, para ¢ par,

temos que o conjunto p para Fig ¢ dado por:

M = (0%)

Assim, pelo teorema 3.3.1, existe um poligono hiperbélico Px,, de 18 arestas,
tais que seus angulos sao dados pela colecdo ordenada Fig.!

De posse do poligono Pr,, seja A(Pr,) = {Ai}}2, o conjunto de suas arestas
e considere os seguintes pares de arestas.

{A17 Aﬁ} {A27 AQ} {A3a AIQ}
{As, Airt {As, A} {A7, Al
{A87 A15} {A117 A16} {A137 Alg}

Note que, de acordo com os angulos de Pg,,, as arestas que estao no mesmo
par possuem o mesmo comprimento. Assim, podemos garantir a existéncia de
um conjunto @z, de isometrias de D?

Sr = {11, T, T3, Tu, Ts, T, Ts, Ty, Ths}
tais que:

T (A1) = A, To(Ag) = Ag; T5(As) = Aya;
T4(A4) = Ai7; T5(A5) = Ao; T?(A7) = Ay
T8<~A8) = Ais; Tn(An) = Asg; T13(A13) = Aig.

Nestas circunstancias temos que, pela definicao, ® £, ¢ um emparelhamento
de arestas para o poligono Pgr,,. Neste caso, ®r,, gera quatro ciclos de vértices,
dados por:

10 teorema também garante existéncia de uma circunferéncia circunscrita a Pr,, cujo centro
se encontra no interior deste poligono
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L4 ['Ul] == {Ul,Ug,U7,U9,’U13,’U15};

° [214] = {114,118,1)12,111471116,2718};

[Ug] = {UQaUGaU10}§

b [U5] = {U5a V11, U17}~

Calculando os angulos totais de cada ciclo de vértices, temos
O[v1] = Ovs] = Ovy] = Ovs] = 2.
Desta forma, pelo teorema de Poincaré, segue que o grupo

['=(Pr).

¢ um grupo discreto e que Pr,, ¢ um dominio fundamental da acao de I'.

Figura 3.3: Ilustracao do emparelhamento de arestas do poligono Pr,,.

Acreditamos que o emparelhamento descrito para o poligono Pr,, possa ser
generalizado para poligonos que tenham 127 — 6 arestas com n > 2. Por isto
apresentamos a seguinte conjectura:

Conjectura 3.4.1 Para cada A > 2 existam poligonos com 12\ — 6 arestas, que
determinam grupos fuchsianos ao serem emparelhadas de acordo com a regra:
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Figura 3.4: Da esquerda para a direita: Emparelhamento correspondente ao
exemplo 3.4.2; Emparelhamento correspondente ao exemplo 3.4.3

o {A, Ap_o}, {As, Ainia b, {As, Asaca}, {Aax—1, Asa—o}, {Aan, Asao1 }

o Para 4 <n <4\ — 3 temos 0s pares {An, Anrar-sh, se n ¢ smpar
{A,, Anisr_3}, se n € par

o {Aoniints, Aonysa}, s 0 <n <2\ —3.

Exemplo 3.4.2 Para A = 3 teremos um poligono com 30 lados. Sequndo a regra
de emparelhamento apresentada, temos os sequintes pares de arestas:

{Ala AlO}a {-’467 A27}7 {A127 A23}
{-’427 A13}7 {A77 AlG}; {A157 A24}
{A37 AQO}; {A87 A29}7 {A177 A26}
{-’44; AZS}, {A97 AlS}a {Alg, AQS}
{ASa A14}a {Alla A22}a {A21a ASO}

Exemplo 3.4.3 Para A = 4 teremos um poligono com 42 lados. Segundo a regra
de emparelhamento apresentada, temos os sequintes pares de arestas:

( {-’41; A14}, {A87 -/437}a {Alﬁa ASI}
{AQa Al?}a {A97 A22}a {A19a ASQ}
{A37 A28}7 {Alo, -’439}a {A217 -/434}
{As, Ass}, {Aur, Asat, {Aos, Ase}
{AE’); A18}7 {A127 A41}7 {A257 A38}
{-’46’ A35}7 {Al?)a A26}7 {A27; A40}

( {A7, A}, {Ais, Aso},  { Az, Aso}
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Capitulo 4

Cirurgias, Emparelhamentos e
Arvores de Balao

Neste capitulo, apresentamos uma ferramenta para auxiliar na busca de grafos
associados a emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbélicos. Veremos que
é facil obter familias de grafos com um nimero de vértices pré determinado.

Sejam M; e M, duas superficies distintas, compactas, conexas e orientaveis.
Iremos supor que G e Gy sejam grafos, que chamaremos de grafos de empare-
lhamento, imersos em M; e M,, respectivamente. Podemos construir uma soma
conexa "especial" entre M; e M, chamada de cirurgia S; . Mais detalhes sobre
a cirurgia §; podem ser verificados na referéncia [14], que é onde tal conceito é
originalmente apresentado.

Além disso, outra importante ferramenta que utilizaremos neste capitulo, e
que também é originalmente apresentada por [14], é o de ponte livre.

Sendo assim, [14] é uma das principais referéncias deste capitulo. Outras
referéncias que também foram utilizadas para esta parte do texto sao [32] e [36].
Iniciamos apresentado algumas propriedades da cirurgia S;.

4.1 Propriedades da Cirurgia 5;
Uma das propriedades mais importantes em relacao a cirurgia &; é dada através
do seguinte resultado:

Lema 4.1.1 Se as regioes que sao o complemento dos grafos G em relagdao M,
e Gy em relagio My sao conexas, entdo a regiao que € o complemento do grafo

2 2
@Gi em relagao superficie @ M; também o serd.

1=1 i=1

Demonstracgao: De fato, se as regioes que sao os complementos dos grafos G; e
(5, respectivamente, em relagao M; e M, sao conexas, entao estas regioes podem
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ser representadas por poligonos. Isto se deve ao fato de que, neste caso, a imersao
dos grafos na superficies geram 2-complexos regulares que possuem apenas uma
face. Assim, recortando as superficies M; e M, ao longo das arestas de G e G,
respectivamente, iremos obter poligonos cujo nimero de arestas ¢ igual ao dobro
do nimero de arestas dos grafos que geraram a imersao. Ou seja, as regioes de
imersao M; \ G e M, \ Go sdo identificadas, respectivamente, com poligonos Pg,
e Pg,. Para que possamos aplicar a cirurgia S; entre M; e M, devemos escolher
duas arestas A; e A, tais que A; C G1 e Ay C Go, e dois pontos p; e py de
modo que p; € A; e po € Ay. Observe que, Ay e A, nao sao lagos pois, por
hipotese, G e G5 sdo conexos e as regioes de imersao M; \ Gy e My \ Gy também
0 s&o. Assim, A; e Ay determinam em P; e P, nessa ordem, pares de arestas
opostas, como podemos verificar através da figura 4.1. Agora, consideremos as

Figura 4.1: Poligonos FPg, e Fg,.

regides conexas de uma ponte livre e pontos z € A, \ {v.} e w € Ay \ {vp}.
Desta forma, ao realizarmos a retirada dos discos vizinhancas dos pontos py, po as
arestas dos poligonos P; e P, que sao obtidas por A; e As, respectivamente, sao
rompidas dando origem a regioes abertas que representam os elementos de bordo
Op, € Op,. O mesmo ocorre para as regioes conexas da ponte livre com a retirada

—~

dos discos vizinhangas dos pontos z e w, isto é, em Py, Py e Ps3 sao originadas
componentes abertas que correspondem aos elementos de bordo 9, e d,,. Logo,

Figura 4.2: Identificacao dos elementos de bordo.

ao realizarmos as identificacoes de 0,, com 0, e de 9,, com J,, indicadas pela
definicao da cirurgia &7 obtemos um tnico poligono que, pela construgao, indica
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2 2
a regiao que é o complemento do grafo @ G, em relagao a superficie @ M;.
i=1 i=1
O

Na demonstragao do lema 4.1.1, vimos que é possivel associar poligonos a
superficies compactas e conexas. Tal associacao é feita por meio de grafo G
conexo que é mergulhado na superficie, de modo que o o complemento de G em
relacao a superficie € uma regiao conexa homeomorfa ao poligono em questao.
Isto motiva a proxima definigao.

Definicao 4.1.2 O poligono homeomorfo ao complemento de G em M, chamare-
mos de poligonos de emparelhamento. Assim chamaremos emparelhamento
a S-upla (G, M, P) , onde

e GG denota o grafo trivalente conexo;

o M é uma superficie compacta e conexa onde Gp esta mergulhado;

e P o poligono que representa a regido conexa dada pelo complemento de G
em M.

Assim, segue o seguinte resultado:

Teorema 4.1.3 Se (Gy, My, Py) e (Ga, My, Py) siao emparelhamentos, entao a
soma coneza (Gq, My, P1) ®g, (Go, My, Py), onde

2 2 2
(G, My, Py) @, (G, My, Py) = (@ Gi,@Mi,@H),
=1 =1 =1

também € um emparelhamento.

Demonstracgao: De fato, pelo que foi visto no lema 4.1.1, dados dois empare-
lhamentos (G, My, Py) e (Gq, My, Py) os poligonos de emparelhamento Pg, e Pg,
2

dao origem a um poligono @ P; que também é um poligono de emparelhamento.

=1
2 2

Isto significa que, o poligono @ P, representa a regiao de imersao do grafo @ G;
i=1 =1
5 (2 1
na superficie @ M;.
i=1

|

Note entao que, os poligonos de emparelhamento estao diretamente ligados
ao tipo de grafo que é mergulhado na superficie.

Uma caracteristica importante é que os poligonos de emparelhamento, por
construgao, possuem um numero par de arestas. E tal nimero ¢ dado através do
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numero de arestas do grafo ao qual o poligono de emparelhamento esta associado
por meio da relagao |A(Pg)| = 2|A(G)|.

Notacgao:

De agora em diante, utilizaremos a notagao @MZ para indicar sucessivas

i=1
n n

cirurgias entre um numero finito de superficies. Assim, @ G; e @ P; indicardo
_ i=1 i=1 _
0s grafos e os poligonos de emparelhamentos obtido através destas cirurgias.

Considerando as defini¢oes dadas até o presente momento, apresentamos agora
um teorema de nossa autoria. Tal resultado diz respeito ao ntimero de arestas de
um poligono de emparelhamento.

Teorema 4.1.4 Sejam (Gy, My, Py), ..., (G, My, P,) emparelhamentos. Entao,

o numero de arestas do poligono de emparelhamento @PZ-, que denotamos por

(&)

, € dado por:

(@)l

Demonstragao: Observe que 4.1 se verifica para n = 1. Do lema 4.1.1 segue
que o nimero de arestas do poligono de emparelhamento que esta sendo gerado
ao final da operacao é igual & soma do ntimero de arestas dos poligonos de em-
parelhamento iniciais acrescido de seis novas arestas. A figura 4.2 nos ajuda a
ilustrar este fato. Sendo assim, suponha que 4.1 seja verdadeira para k € N*, com
k > 1. Isto ¢, dados os emparelhamentos (G, My, Py), ..., (G, My, Py), temos a

seguinte resultado:
k
i=1
k

Assim, ao realizarmos a cirurgia S; entre as superficie @ M; com uma superficie
i=1

dada pelo emparelhamento (Gyi1, Myi1, Pri1), temos a seguinte relagao entre as

arestas dos poligonos P, ..., Py, Pri1:

(@)

6(n— 1) +Z\A , VneN". (4.1)

k

— 1)+ ) AR (4.2)

=1

4“Z|A )|+ [A(Pesa)| + 6. (4.3)
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Assim, usando a hipotese de inducao 4.2 na equagao 4.3, temos

k+1

A(@B)‘—Gk 1) +Z|A )|+ [A(Prgr)| +6 = 6(k)+ > [A(P)]. (4.4)

Sendo assim, por indugao, segue o resultado.

O

Observagao 4.1.5 Note que, em funcao da relagao |A(Pg)| = 2|A(G)], a equa-
¢ao 4.1 toma o sequinte formato

(@PG>‘—6TL—1 +2Z|A |, VneN-. (4.5)

4.2 Grafos 1, 2 e 3-Balao

Veremos nesta segao como as propriedades decorrentes da cirurgia &) sao de
grande importancia na obtencao de emparelhamentos por intermédio de superfi-
cies. Comecaremos esta se¢ao verificando como utilizar a rotacao o3, introduzida
na subsecao 1.4.3 do capitulo 1, para obter emparelhamentos em grafos trivalen-
tes.

4.2.1 Emparelhamento de Arestas de Poligonos que sao ob-
tidos por meio de Grafos Trivalentes

Comecemos recordando a figura 1.8, vista no exemplo 1.4.9, que ilustra um grafo
trivalente G conexo com dois vértices e trés arestas com a rotacgao os.

V1

(2

Figura 4.3: Grafo G com a rotacao o3 reproduzida da pagina 34 da referéncia
[36].

Vimos, no exemplo 1.4.9, que por meio de o3 é possivel caminhar sobre as
arestas de G de modo a se obter um caminho que comega e termina no vértice
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v1. Uma caracteristica importante deste caminho é que cada aresta é percorrida
apenas duas vezes, sendo que uma Unica vez em cada sentido. Na figura 4.4.
as setas mostram a ordem e o sentido em que percorremos as arestas de GG no
caminho dado pelo exemplo 1.4.9.

Figura 4.4: As setas nos indicam a ordem e o sentido em que percorremos as
arestas de G.

Através da sequéncia indicadas pelas setas podemos obter um emparelhamento
de arestas para um poligono P cujo conjunto de arestas e vértices sao dados,
respectivamente por:

~—~ o~~~ ~  —~

Isto é feito da seguinte forma: A aresta A; do grafo G, de acordo com as
indicacoes dadas pelas setas na figura 4.4, corresponde a terceira e a sexta parte
do caminho obtido no exemplo 1.4.9. Assim no poligono P iremos emparelhar a
aresta Az com a aresta 4 obtendo assim o par {43, 4s}. Da mesma forma, na
aresta Ay estao segunda e a quinta parte do caminho, logo obtemos no poligono
P o emparelhamento representado pelo par de arestas dado por {As, As}. E
a aresta As de G nos fornece o par {.Zl,;ﬁ} em P. A figura 4.5 ilustra tal
emparelhamento.

Figura 4.5: Emparelhamento do poligono P obtido através do grafo G.

Os ciclos de vértices para este emparelhamento sao [{v1,vs, U5}, {02, Uy, U6 }] -
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4.2.2 1-Balao

Neste momento apresentaremos o conceito de grafos e superficies 1—balao. Para
isso, considere o toro T obtido pela identificacao topologica dos lados opostos de
um poligono P com seis arestas. Neste toro, podemos mergulhar um grafo G
como os ilustrados nas figuras 1.8 e 4.4, de forma que o complemento de G' em
relacao ao toro seja uma regiao conexa homeomorfa a P.

Figura 4.6: Grafo trivalente com trés arestas e dois vértices mergulhado em um
toro.

Definicao 4.2.1 Chamaremos de grafo 1-balao o grafo trivalente sem lagos
com dois vértices e trés arestas. E um toro associado a um grafo 1-balao serd
chamado simplesmente de superficie 1-balao.

Ja o poligono P da figura 4.5 representa o poligono de emparelhamento asso-
ciado ao grafo 1—balao. O proximo passo serd generalizar a definigao 4.2.1 para
superficies compactas e orientaveis de género g > 2.

4.2.3 2-Balao

Nesta secao iremos restringir o uso da cirurgia S; a uma certa classe de superficies
que estao associadas a grafos com caracteristicas especiais. Na realidade, preten-
demos fazer o uso da cirurgia S; para que o conceito de 1-balao relacionados
tanto a superficies quanto para grafos possa ser ampliado. E que essa extensao
dependa apenas do género da superficie em questao.

Sendo assim, sejam T; e Ty duas superficies 1-balao. Como foi visto na
subsecao 4.2.2, cada superficie T;, ¢ = 1,2 esta associado a um grafo 1-balao
G, 1 = 1,2 de vértices e arestas dados, respectivamente, por:

V(P) = {vi,v5} e A(G;) = {A}, Ay AL}, i =1,2.

Além disso, daqui em diante iremos sempre considerar que os grafos 1-balao
estao associados com a rotacao os.
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Figura 4.7: Toros associados com seus respectivos grafos 1-balao.

Observe que, por definicao, a cirurgia S; pode ser aplicada entre quaisquer
superficies compactas, conexas e orientaveis que tenham um grafo mergulhado.
Porém, para realizar S; entre duas superficies Ty e Ty iremos exigir, por questoes
de organizacao, a seguinte condicao:

Condigao €; 4.2.2 Ao se realizar uma cirurgia Sy entre duas superficies 1-balao
iremos assumir que a ponte livre acrescentada entre as arestas A C Gy e A3 C

Go.

2 2
Na figura 4.8 mostra a superficie @Tl com o grafo @Gl, e também a

=1 =1
2

representacao de @ (G, através de um diagrama.
i=1

Figura 4.8: De esquerda para a direita: Superficie resultante da realizacao da
2

cirurgia S; entre duas superficies 1—balao; Representacao do grafo @ Gi.
i=1

Da mesma forma como definimos o conceito de superficies e grafos 1-balao,
apresentamos agora a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.2.3 Uma superficie 2-balao ¢ uma superficie resultante da cirur-
gia Sy entre duas superficies 1-baldo. O grafo associado a uma superficie 2-balao
¢ um grafo 2-balao.

Note que a aresta A tem o papel de estabelecer a conexao entre dois grafos
1-balao.

Como a superficie 2-balao é resultado de uma cirurgia S; entre duas superficies
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2
1-balao, o teorema 4.1.3 nos garante que a regiao de imersao do grafo @Gi é

=1
conexa.

2
E, como o grafo 2-balao @Gi possui nove arestas, o poligono de empare-

i=1
2

lhamento P associado a @ G, tera dezoito arestas. A seguir temos a figura 4.9
i=1

onde esta representado o poligono P.

Figura 4.9: Representagao do poligono de emparelhamento associado ao grafo

2
Pa.
=1

Assim, para obter um emparelhamento de arestas do poligono P basta utili-
zarmos o grafo 2-balao da figura 4.9 da mesma forma como fizemos para obter

um emparelhamento ilustrado pela figura 4.5. Isto é, iremos considerar a rotacao
2

o3 do grafo GB G; herdada dos grafos G; e (G5, e escolher um vértice para que

i=1
2

possamos percorrer as arestas todas as arestas de @ G, formando um caminho
i=1

fechado, de forma que cada aresta seja percorrida apenas uma vez em cada sen-
2

tido. Desta forma, ao percorremos as arestas de EBGZ' tomando o vértice v,

i=1
como ponto de partida obtemos um emparelhamento dado por:

{Ab A4} {A27 AG} {A37 A7}
{A57 AS} {A97 -/418} {-’4107 -’4-13}
{Alla A15} {-’4127 -’416} {A147 A17}

E os ciclos de vértices sao dados por :
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{U17U57U9} {'UQ,'U4,'U7} {0371}671}8}
{U10, V14, Uls} {011, V13, UIG} {012, U1s, U17} '

A figura 4.10 ilustra o caminho obtido ao caminharmos sobre as arestas de
2

@ G';, bem como a representacao do emparelhamento das arestas para o poligono

i=1

P

Figura 4.10: Da esquerda para a direita: Representagao do caminho no grafo
2

@ G; Representacao do emparelhamento do poligono P.
i=1

4.2.4 3-Balao

2
Podemos realizar uma nova cirurgia S; entre o 2-balao EB T, e um terceiro balao

i=1
2

T3. Mas para isso iremos exigir que cirurgia S; entre as superficies @ T; e Ts
i=1
seja realizada de modo que uma ponte livre seja construida sobre a ponte ja
2 2

existente na superficie @Ti. Mais precisamente, temos que EB']I}- possui um
i=1 i=1
grafo associado, que esta representado na figura 4.8.
2
Assim, iremos criar uma nova aresta conectando a aresta A em @ G, a aresta
i=1
A3 de T3, obtendo desta forma trés novas arestas adjacentes cada uma conectada
a um 1-balao.

Com isso, ao final desta cirurgia teremos uma nova superficie denotada por
3 3

ED T,; com um grafo mergulhado @ G;. A seguir temos a figura 4.11 que traz a
i=1 i=1
ilustracao de uma superficie com grafo mergulhado que equivale a representacao
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2

do resultado final da cirurgia realizada entre as superficies @Ti e T5. Assim,
i=1

como no caso dos grafos 1-balao e 2-balao, um grafo 3-balao gera uma regiao de

imersao que pode ser vista como um poligono com trinta arestas, uma vez que

um grafo 3-balao possui quinze arestas. Este poligono é representado pela figura

4.12.

Figura 4.11: Da esquerda para a direita: Representacao de uma superficie equi-
3 3

valente a @ T;; Representacao de um grafo equivalente a @ G;.
i=1 i=1

Figura 4.12: Representagao do poligono de emparelhamento associado ao grafo

3
Pa.
=1

Definicao 4.2.4 Um superficie equivalente a representada pela figura 4.11 € cha-
mada de superficie 3-balao. E o grafo associado a uma superficie 3-balao é
chamado de grafo 3-balao.

Levando-se em conta o grafo representado pela figura 4.11 e sua rotagao, gera-
mos um emparelhamento de arestas para o poligono representado pela figura 4.12.
Para isso iremos proceder da mesma forma como fizemos nos casos de 1-balao e
2-balao. Porém, desta vez chamamos a atencao para um detalhe. Considere os
grafos ilustrados na figura figura 4.13.

Estes grafos mostram duas possibilidades para que possamos gerar um em-
parelhamento do poligono mostrado na figura 4.12 tomando como base o grafo
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Figura 4.13: Da esquerda para a direita: Grafo A; Grafo B.

ilustrado em 4.11. Os emparelhamentos correspondentes aos grafos da figura 4.13
sao mostrados na figura 4.14.

Figura 4.14: Da esquerda para a direita: Emparelhamento correspondente ao
caminho indicado pelo grafo A; Emparelhamento correspondente ao caminho in-
dicado pelo grafo B.

Note que a estrutura dos emparelhamentos descritos pela figura 4.14 é a
mesma.

Até o presente momento, verificamos como sao obtidos as superficies 1-balao,
e como estes sao utilizados para se obter as superficies 2-balao e 3-balao por meio
da cirurgia S;.

Vimos também que estes trés tipos de superficies tem como principal carac-
teristica o fato de possuirem grafos trivalentes imersos, cuja regiao de imersao
gerada é conexa e pode ser associada a um poligono. E mais, o niimero de arestas
dos grafos como o numero de arestas do poligono estao em relacao, respectiva-
mente, com os nimeros 6g — 3 e 12g — 6 quando g = 1,2, 3.

Além disso, vimos que através da rotacao oz induzidas nos grafos 1-balao,
2-balao e 3-balao, podemos obter emparelhamentos de arestas para os poligonos,
em que todos os ciclos de arestas possuem comprimento igual a trés.
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