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“De que me iret ocupar no céu, durante toda a Eternidade,
se nao me derem uma infinidade de problemas de Matemdtica para resolver?”
Augustin Louis Cauchy.
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Resumo

OLIVEIRA, Filipe Augusto Alves de. Universidade Federal de Vigosa, M.Sc., fevereiro
de 2014. Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv com Peso. Orientador: Abilio Lemos
Cardoso Junior. Coorientador: Allan de Oliveira Moura.

Neste trabalho apresentaremos generalizagoes para um famoso resultado da Teoria Aditiva
dos Numeros que é o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv. Nosso primeiro objetivo é encontrar
o menor valor para o comprimento de uma sequéncia de inteiros em que sempre podemos
encontrar uma subsequéncia de n termos que, somados com pesos em {1, —1}, assumam
um valor igual a um multiplo de n. Posteriormente, consideraremos uma generalizacao
para o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv em que as sequéncias sao formadas de elementos
em um grupo abeliano finito qualquer e que podemos, sob algumas condigoes, colocar

pesos quaisquer sobre as somas dos elementos da sequéncia.
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Abstract

OLIVEIRA, Filipe Augusto Alves de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February,
2014. Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv com Peso. Adiviser: Abilio Lemos Cardoso
Junior. Co-adviser: Allan de Oliveira Moura.

In this work we present generalizations to a famous result of the Additive Number Theory
which is the Erdos-Ginzburg-Ziv theorem. Our first goal is to find the lowest value for
the length of a sequence of integers for which we can always find a subsequence of n terms
which, together with weight in {1, —1}, assume a value equal to a multiple of n. We
also consider one generalizations to Erdos-Ginzburg-Ziv theorem where the sequences are
formed by elements in a finite abelian group and for which we can, under some conditions,

atribute any weight on the sums of elements of the sequence.
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Introducao

Um dos temas importantes de estudo na Teoria Aditiva dos Numeros é a soma de
conjuntos de nimeros inteiros. Considerando h > 2 um numero natural e que Aq, A,, ...,
Ap, s@o conjuntos de numeros inteiros, definimos o conjunto soma

Ai+ A+ ...+ Ay

como sendo o conjunto de todos os inteiros da forma a; + as + ... + ay, onde a; € A;,
para ¢ = 1,2,...,h. Se A é um conjunto de nimeros inteiros e A; = A, para todo
1=1,2,..., h, entao vamos denotar o conjunto soma Ay + Ay + ...+ A, por hA. Assim,
o conjunto soma hA é o conjunto de todas as somas de h elementos de A, com repeticoes
permitidas.

O principio da Teoria Aditiva dos Nimeros remonta a Grécia Antiga, quando Pitdgoras
ilustrou a representacao de quadrados como soma de dois quadrados. Pitagoras procurava
a partir dos conjuntos A = {z? ; © € Z} e B = {y* ; x € Z} encontrar em

A+B={2+y*; 2* € Ay’ € B}

os numeros quadrados, gerando os chamados niumeros pitagoricos, ou seja, os numeros
naturais que satisfazem a equacao z? = x? + y%.

Os conjuntos soma também podem ser definidos em qualquer grupo abeliano e, na
verdade, em qualquer conjunto em que exista uma operacao binaria. Por exemplo, pode-
mos considerar conjuntos soma no grupo Z/mZ das classes de congruéncia médulo m. A
formulacao desta representagao baseada em soma de conjuntos deu origem a esta teoria,
cujo objtetivo atualmente consiste no estudo de soma de conjuntos em certas estruturas
algébricas.

Os classicos problemas da Teoria Aditiva dos Numeros foram classificados em duas
classes:

(i) Os problemas diretos sao problemas em que tentamos determinar a estrutura e as
propriedades do conjunto soma A; + A + ... + Aj, quando os conjuntos A; sao
todos conhecidos. Um dos primeiros modelos de problemas diretos a aparecer na
Teoria Aditiva dos Numeros foi o Teorema de Lagrange que afirma que cada inteiro
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nao negativo pode ser escrito como a soma de quatro quadrados. Assim, se A é
o conjunto de todos os quadrados nao negativos, entdo o conjunto soma 4A é o
conjunto de todos os inteiros nao negativos.

(ii) Os problemas inversos sao problemas nos quais tentamos deduzir propriedades dos
conjuntos Ay, As, ..., Ay a partir de propriedades do conjunto soma A; +As+...+
Ap. Por exemplo, se A é um conjunto finito de ntimeros inteiros e se a cardinalidade
do conjunto soma hA é pequena, o que podemos concluir sobre a estrutura do
conjunto A?

Os primeiros estudos realmente significativos desta teoria s6 apareceram no século
XVIII com o teorema dos quatro quadrados de Lagrange, ja citado, e os teoremas de
Gauss e Cauchy que sao exemplos dos primeiros trabalhos em Teoria Aditiva dos Numeros,
embora todos eles ainda abordassem os nimeros poligonais. Em 1770, Edward Waring
enuncia, sem provar, que todo niimero natural é a soma de, no maximo, quatro quadrados,
nove cubos e dezenove quartas poténcias. Este é um dos problemas mais famosos de toda
a Teoria dos Numeros e ficou conhecido como o “Problema de Waring”.

Outro importante resultado foi o Teorema de Cauchy-Davenport, demonstrado por
Augustin Louis Cauchy em 1813, no qual, dados A e B conjuntos de classes de congruéncia
moédulo p, onde p é um niimero primo, apresenta-se um limite inferior para a cardinalidade
do conjunto soma A 4+ B. Este teorema viria a ser demonstrado por Harold Davenport,
sem o conhecimento da demonstracao de Cauchy, em 1935 [12], o que explica a curiosa
“parceria” dada no titulo deste teorema. No Capitulo 1, faremos uma demonstracao do
Teorema de Cauchy-Davenport, usando o Teorema de I. Chowla. Em 1956, A. G. Vosper
classifica todos os pares de conjuntos de residuos moédulo p tais que a cardinalidade do
conjunto soma ¢ menor que a soma de suas cardinalidades.

Em 1961, Paul Erdos, Abraham Ginzburg e Abraham Ziv, demonstram em [I7] um
importante teorema que afirma que qualquer sequéncia de comprimento 2n—1 de niimeros
inteiros, onde n é um nimero natural, possui uma subsequéncia de comprimento n cuja
soma dos seus termos é um multiplo de n. Este teorema é conhecido como o Teorema
de Erdos-Ginzburg-Ziv. A demonstracao deste importante resultado foi desenvolvida
utilizando o Principio da Casa dos Pombos e, no primeiro capitulo, faremos duas diferentes
demonstracoes deste teorema. Uma série de outras demonstracoes do Teorema de Erdos-
Ginzburg-Ziv sao apresentados no livro [2].

Além disso, a sequéncia
n—1 n—1

——
G 0.7

possui comprimento 2n—2 e nao possui nenhuma subsequéncia cuja soma seja um multiplo
de n. Portanto, esta sequéncia nos garante que o nimero 2n — 1 encontrado por Erdos,
Ginzburg e Ziv é o menor possivel. Sendo assim, podemos definir o invariante £(n) como
sendo o menor inteiro ¢ tal que qualquer sequéncia de ¢ niimeros inteiros contém n inteiros
que somados geram um multiplo de n. Desta forma, concluimos que F(n) = 2n — 1.
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A partir deste teorema, teve inicio o estudo dos problemas de soma-zero que tratam
de sequencias de elementos em um grupo aditivo, abeliano e finito, em que soma de todos
os elementos da sequéncia tem como resultado o elemento neutro (zero) do grupo em
questao e passamos a denominar estas sequéncias como sequéncias de soma-zero. Os
problemas de soma-zero, para um inteiro n positivo pré-determinado, consistem na busca
pelo menor comprimento que uma sequéncia de elementos do grupo deve ter para que
possamos garantir que exista uma subsequéncia, de um comprimento pré-determinado ou
nao, que é de soma-zero. Quando falamos de comprimento de uma sequéncia de elementos
de um grupo, estamos considerando o nimero de elementos (incluindo o indice de cada
um) desta sequéncia.

Anos depois, observando que se pode enxergar no teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv que
as sequéncias de inteiros podem ser associadas a sequéncias de elementos no conjunto
das classes de residuos modulo n, Paul Erdos passou a buscar a determinagao do menor
comprimento de uma sequéncia em C’i = C, ® C, , onde C, é o grupo ciclico de ordem
p, tal que esta sequéncia possua uma subsequéncia de comprimento p cuja soma de seus
elementos é zero médulo p.

Neste mesmo ambiente, Erdos e Davenport formularam a seguinte pergunta: “Pode-
mos determinar o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia S de elementos em um
grupo G, abeliano e finito, de comprimento |S| > ¢ possua uma subsequéncia cuja soma
de seus elementos represente o elemento neutro de G?”

A partir desta pergunta, definiu-se este inteiro como a constante de Davenport do grupo
G. Denota-se, atualmente, esta constante por D(G). Mesmo sendo muito estudada, ainda
existem muitas questoes em aberto relativas a esta constante, pois nao sao muitos os
grupos para os quais se conseguiu calcular o seu valor exato.

Em 1968, J. Olson demonstrou em [43] que, para o grupo G = Cper G Cpes @ ... D Cen,
onde p é um numero primo e e¢; é um nimero natural, para ¢ =1,2,...,n, temos

D(G) =1+ (p" —1).
i=1
Além disso, neste mesmo ano, Olson mostrou em [44] que, para o grupo G = C,, & C,,

onde m divide n, temos D(G) =m +n — 1.

Para G um grupo aditivo e abeliano de ordem n, definimos o invariante E(G) como
sendo o menor inteiro t tal que qualquer sequéncia de t elementos de G contém n elementos
que somados resultam no zero de G. Como um caso particular, E(C,) = E(n) = 2n — 1.

Em 1973, H. Harborth em [26] definiu mais dois invariantes. Dado o grupo

T vezes

Ve

Cr=C,®C,® ... C,,

n

com n,r € N, ele definiu o invariante s(C}) (ou f(n,r) na notacao de Harborth) como
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o menor inteiro ¢ tal que toda sequéncia S de elementos de C], com comprimento maior
ou igual a ¢, possui uma subsequéncia T' tal que seu comprimento é n e a soma de seus
elementos é o zero de CJ,. Ele definiu, também, o invariante g(C?) (ou g(n, ) na notacao de
Harborth) como o menor inteiro ¢ tal que toda sequéncia S de elementos distintos de C7,
com comprimento maior ou igual a ¢, possui uma subsequéncia 7" tal que seu comprimento
é n e a soma de seus elementos ¢ o zero de C. Além de definir estes invariantes, Harborth
calculou os valores exatos destes invariantes para grupos especificos, como também definiu
algumas propriedades e relacoes entre eles. Pela definicao de Harborth e pelo Teorema de
Erdés-Ginzburg-Ziv, temos s(C,) = E(C,,) = E(n) = 2n — 1.

Ja em 1996, no artigo [I1], Y. Caro conjecturou que, dados os inteiros n e m, com
n>2eS = {b}" ! uma sequéncia qualquer de nimeros inteiros, se W = {w;}1,
¢ uma sequéncia de numeros inteiros tais que > . w; = 0(mod m), entao existe uma
subsequéncia rearranjada {b;, }7-, de S tal que

Zwibji = 0(mod m).

i=1
Claramente, tomando m = n e w; = 1, para todo ¢ € {1,2,...,n}, na conjectura
acima, obtemos Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv.

Ao longo do tempo, alguns casos particulares desta conjectura foram sendo demonstra-
dos e, em 2006 no artigo [23], o austriaco D. J. Grynkiewicz a demonstrou completamente.

Faremos, agora, algumas consideragoes. Dado um grupo G abeliano, com ordem
n e expoente exp(G), e considerando G como um Z-médulo, primeiro identificaremos

Z/nZ com o conjunto de numeros {0,1,...,n — 1}. Para um conjunto A C Z \ {0},
a sequéncia T = {g1,¢2,...,9:} de elementos nao necessariamente distintos de G e o
conjunto J = {1,2,...,t} dos indices, definimos
YA(T) = {Zaigi caq; €Ae ] C J}.
i€’

Se 0 € X4(T), diremos que a sequéncia T é uma sequéncia de A-soma-zero e o conjunto
A é denominado o conjunto dos pesos. Com isso, definimos os invariantes com peso:

e D4(G) é o menor inteiro t tal que qualquer sequéncia S de elementos de G, com
comprimento |S| > ¢, contém uma subsequéncia A-soma-zero nao vazia.

e E4(G) é o menor inteiro ¢ tal que qualquer sequéncia S de elementos de G, com
comprimento |S| > ¢, contém uma subsequéncia A-soma-zero com comprimento
igual a |G| = n.



e s4(G) é o menor inteiro t tal que qualquer sequéncia S de elementos de GG, com
comprimento |S| > ¢, contém uma subsequéncia A-soma-zero com comprimento
igual a exp(@), onde exp(G) é o menor inteiro k tal que kg = 0, para todo g € G.

e g4(G) é o menor inteiro ¢ tal que qualquer sequéncia S de elementos distintos de G,
com comprimento |S| > ¢, contém uma subsequéncia A-soma-zero com comprimento
igual a exp(Q).

e 14(G) é o menor inteiro t tal que qualquer sequéncia S de elementos em G, com
comprimento |S| > ¢, contém uma subsequéncia A-soma-zero nao vazia com com-
primento menor ou igual a exp(G).

Ainda em 2006, S. D. Adhikari et al demonstram em [I] que, para A = {1, —1}, temos
E4(Cy) = 54(Cy) = n+|logy,n], onde C,, é o grupo ciclico de ordem n e, para um nimero
real z, |z] denota o maior inteiro menor ou igual a z. Este resultado é equivalente ao
Teorema de Erdés-Ginzburg-Ziv para o peso A = {1, —1}.

Thangadurai aborda, em 2007, a constante de Davenport com peso para um p-grupo
abeliano finito aditivo G em [47].

Seguindo a mesma linha de seu artigo anterior, S. D. Adhikari et al provaram, em [3]
de 2008, que s4(C,) = 2n — 1 para o caso em que n é um natural impar e A = {1, -1}
e também demonstraram alguns resultados para a constante de Davenport com peso
D4(C,), onde p é um nimero natural primo. Neste mesmo trabalho, alguns resultados
aparecem como citagao. Sao eles (considerando sempre que p é um nimero natural primo):

e Para a € F); temos, pelo Principio da Casa dos Pombos, D4} (C;) = p.
e Para A = {a,p—a}, onde a € F;, temos que D4(C,) =1+ [log, p].
o Se A={1,2,...,p— 1}, entdo Ds(C,) = 2.

e Se A= {1,2,...,t}, onde t é um inteiro tal que 1 < t < p, entao D4(C,) = [?],
onde para o numero real z, [x] denota o menor inteiro maior ou igual a z.

e Se A ¢é o conjunto dos residuos quadraticos (ou residuos nao quadraticos) (mod p),
entdao D4(C,) = 3.

Em sua tese de doutorado [36], A. Lemos, apresentou varios resultados para os invari-
antes 14(G), ga(G) e s4(G), quando G é um grupo abeliano finito especificoe A = {1, —1}.

Para A C Z e G um grupo abeliano finito aditivo qualquer, D. J. Grynkiewicz, L. E.
Marchan e O. Ordaz em [24], no ano de 2012, provaram que E4(G) = Da(G) + |G| — 1.
Este resultado foi provado um pouco antes por Yuan e Zeng para G = C,, em [50] em
2010.



No inicio do ano de 2013, A. Lemos, H. Godinho e D. Marques realizaram um estudo,
[37], onde, dentre outras coisas, deram estimativas para s4(C%) e provaram que s4(C%) =
9, 54(CF) =21 e 41 < 54(C3) < 45, onde A = {1, —1}.

Em nosso estudo, apresentaremos, no primeiro capitulo, duas demonstragoes do Teo-
rema de Erdos-Ginzburg-Ziv. Na primeira, usaremos o Teorema de Chevalley-Warning
e na segunda, o Teorema de Cauchy-Davenport. Apresentaremos ainda o Teorema de
Kneser que, junto com o Teorema de Cauchy-Davenport e as suas respectivas generaliza-
¢oes, formam um conjunto de ferramentas que serao imprescindiveis para o desdobramento
dos capitulos subsequentes.

No segundo capitulo abordaremos uma generalizacao do Teorema de Erdos-Ginzburg-
Ziv com peso para o caso em que G = Z e o conjuntos dos pesos é dado por A =
{1,n — 1} = {1, -1} que foi desenvolvida por S.D. Adhikari et al no artigo [I].

No 1ltimo capitulo, enunciaremos e demonstraremos um teorema desenvolvido por
D. J. Grynkiewicz em 2006 no artigo [23] que prova completamente uma conjectura de
Y. Caro e, sob algumas condig¢oes, uma conjectura de Y. Hamidoune. Como um caso
particular, o teorema de D. J. Grynkiewicz demostra o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv
com peso qualquer.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Existem trés objetivos neste capitulo e dois deles sao demonstracoes do Teorema de
Erdos-Ginzburg-Ziv. Em primeiro lugar, provaremos que o Teorema de Erdos-Ginzburg-
Ziv pode ser visto como uma consequéncia do Teorema de Chevalley-Warning e, poste-
riormente, daremos uma nova demonstracao usando o Teorema de Cauchy-Davenport.
O nosso terceiro objetivo serda demonstrar o Teorema de Kneser, o qual serd uma ferra-
menta crucial no capitulo 3, onde provaremos o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv com peso.
Além disso, algumas ferramentas apresentadas neste capitulo serao novamente usadas no
Capitulo 2.

1.1 Uma Demonstracao do Teorema de Erdos-Ginz-
burg-Ziv

Como o tema central de nosso trabalho é o Teorema Erdds-Ginzburg-Ziv, vamos
demonstra-lo utilizando um outro forte resultado que é o Teorema de Chevalley-Warning.
No livro [2], podemos encontrar outros interessantes métodos para chegarmos a este
mesmo resultado.

Vamos comecar apresentando um lema que sera utilizado na demonstragao do Teorema
de Chevalley-Warning.

Lema 1.1. Sejam F, um corpo com q elementos e 0 < r < ¢ — 1. Convencionando que
0° =1, temos

zelF,
Demonstragcao. Para r = 0, o resultado 6bvio. Suponha 0 < r < ¢ — 1 e considere
a um gerador do grupo multiplicativo F;. Assim F; = {a,0?,...,0% D}, Tomando



1.1. UMA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE ERDOS-GINZ-BURG-ZIV

T __
> zer, & =5, temos

S = 0ty oo

2T}
S = a4+ +.. . a7V =
'S = o+ 4. 4V L
a'S = S—ad" +a" =
Sa"—=1) = o —a" =

S —1) = a"(al™V" —1).

Note que 2@~V = 1, para todo = € F,ea" —1 # 0 (caso contrario o nao seria um
gerador Fy, pois 0 < r < ¢ — 1), além disso sabemos que em um corpo vale a Lei do
Anulamento do Produto. Assim, temos

S(a"—1) = a" (v —1) =
S —1) = a"(1-1)=
S —-1) = 0=

S = 0.

Assim, concluimos que Zmqu " =5 =0, para todo 0 <r < (¢ —1).

A partir deste resultado, provaremos, agora, o Teorema de Chevalley-Warning.

Teorema 1.2 (Chevalley-Warning). Seja p um nimero primo e F, o corpo finito com

q = p' elementos, onde t € N. Parai=1,2,...,m, seja fi(x1,22,...,2,) um polindmio
de grau d; em n varidveis com coeficientes em F,. Denotemos por N o nimero de n-
uplas (x1,7,...,,) de elementos de ¥y tais que fi(w1,7,...,2,) = 0, para todo i =
1,2,...,m. Se

m

Zdl <n,

=1

entao
N = 0(mod p).

Demonstragao. Como o grupo multiplicativo [} ¢é ciclico, para qualquer z € F,

$q_1:{ 1, se x#0 . (1.1)

0, se =0



1.1. UMA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE ERDOS-GINZ-BURG-ZIV

Além disso, como convencionamos que 0° = 1 e considerando 0 < r < g — 1, temos,

pelo Lema [I.1]
a2 =0. (1.2)
zelF,
Sejam x1, z9, ..., T, € F, e note que

e _ 1, se fi(xy,29,...,2,) =0 para todo i
— f. q—1 — ) 7 ’ ) )
H(l filwy, @2, 20)") { 0, se fi(xi,2o,...,2,)# 0 para algum i

i=1
e assim
m
N = Z (H(l—fi(l'l,l'g,...,l‘n)q_l)) .
z1,....on€Fg \1=1
Como o grau de f;(z1,za,...,2,) é d;, temos que
m
H(1 — filzr, g, my) ) = Z Qpyorp, Yo
i=1 T1yeesTm

¢ um polinoémio de grau no maximo (¢—1)->_1"  d;, com coeficientes a,.. .., € F,. Entao

m
N = Z (H(l — filx1, xa, ... ,xn)q1)> (mod p)
Z1,..,2n€Fg \1=1
= Z Z Qpyo gy X1 -2y (mod p)
T1,..ny Tn€Fg 71,70
= Z gy Z it .a (mod p)
T1y.-Tn T1,...,2n€Fg
n
= Z Ay H Z x| (mod p),
T15.-4Tn j=1 CEjG]Fq
onde o somatorio percorre todas as n-uplas ry, 9, . .., 7, de inteiros nao negativos tais que
n n
dor<l@=1)-Y di<n-(g—1).
7=1 j=1
Isso implica que, para algum j € {1,...,n}, temos ijewq x;j = 0, pela equagao (1.2), ja

que 0 <r; < (¢ — 1) e portanto,

Z x| =0(mod p).

n
j:l .Z‘jEFq



1.1. UMA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE ERDOS-GINZ-BURG-ZIV

Assim, concluimos que N = 0 (mod p). ]

Agora, veremos que o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv para o caso em que n = p, onde
p ¢ um nimero primo, segue como um coroldrio do Teorema de Chevalley-Warning (|1.2]).

Teorema 1.3 (Erdés-Ginzburg-Ziv, para n = p primo). Dada uma sequéncia de nimeros
inteiros com 2p — 1 elementos, onde p é uwm numero natural primo, entao existe uma
subsequéncia de comprimento p cuja soma de seus elementos é um maultiplo de p.

Demonstragao. Dada a sequéncia (ay, as, ..., as_1) de nimeros inteiros, tomemos a se-
queéncia (ar, az, . . ., Gzp—1) no corpo finito F,, = Z, sendo a reducao médulo p da sequéncia
inicial. Considere os polinémios fi, fo € Fylx1, xa, ..., T9p_1] definidos por

2p—1

fl(ﬂjl, N ,.CCQp,l) = Z I‘?il

j=1

2p—1
— p—1
f2($1, . ,952p—1) = Z ajxé)
j=1

Seja d; o grau do polinomio f;. Entao d; = do = p — 1. Denotemos por N o
numero das solugoes simultaneas desses polinomios. Como d; +dy = 2p — 2 < 2p — 1,
segue do Teorema de Chevalley-Warning (Teorema que N = 0(mod p). Desde que
f1(0,...,0) = f2(0,...,0) = 0, decorre que N > 1 e assim N > p > 2. Portanto, os
polinomios f; e fo tém uma solucao nao trivial, isto é, existem ¢1,19,...,%9,_1 € Z, nao
todos nulos tais que

2p—1
filti, o tpon) = Y =10 (1.3)
7=1
€
2p—1
fa(ty, . tpon) = Y @ittt =10 (1.4)
j=1

Como P~ = 1 se, e somente se, t # 0 em Z,, segue da equacgao (1.3) que ¢; # 0 para

exatamente p elementos t;,,t;,,...,t; € Z,. Assim a equacdo (1.4) implica

aj, +aj, + ...+ aj, = 0(mod p),

donde segue que a sequéncia de inteiros (aj,as,...,as_1), possui uma subsequéncia
(aj,,aj,,...,a;,) cuja soma de todos os seus elementos tem valor igual a um miltiplo
de p. O

Para finalizar, vamos demonstrar que o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv pode ser
estendido para n arbitrario.
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1.1. UMA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE ERDOS-GINZ-BURG-ZIV

Teorema 1.4 (Erdos-Ginzburg-Ziv). Dada uma sequéncia com 2n — 1 nimeros inteiros,
onde n € um numero natural, entao existe uma subsequéncia de comprimento n cuja soma
de seus elementos ¢ um mailtiplo de n.

Demonstracao. Vimos no teorema anterior que, para n = p, onde p é um niimero primo,
o teorema ja estd demonstrado. Agora, vamos mostrar que, se o resultado vale para m e
para n, onde m e n sao naturais quaisquer, entao vale para mn.

De fato, sejam x1, xa, ..., Tomn_1 € Z. Por hipdtese temos que, para cada subconjunto
A de {1,2,...,2mn — 1} com 2n — 1 elementos, existe um subconjunto B C A com n
elementos tal que )., x; é divisivel por n. Assim, construimos B; indutivamente para
todo 1 < j < 2m — 1, seguindo os seguintes passos

e Escolhemos um subconjunto A; de {1,2,...,2mn — 1} \ U,<,; Br com 2n — 1
elementos.

e De A; escolhemos um subconjunto B; com n elementos tal que ), x; é divisivel
J
por n.

Observemos que, se 7 < 2m — 1, entao

{1.2,....2mn - 13\ |J Bj| = 2mn—1-(j—1)n
1<k<j
> 2mn—1—(2m—2)n
= 2n—1.

< , o 1
o que garante a construgao até j = 2m — 1. Definamos agora os inteiros y; = — Zie 5. Ti
J

para 1 < j < 2m — 1. De novo, por hipdtese, existe um subconjunto de indices C' C

{1,2,...,2m — 1} com m elementos tal que ZjeC y; ¢ divisivel por m e, assim,
)RR
jEC i€B; jec

é uma soma de |C||B;| = mn inteiros, que é divisivel por mn.

Isto demonstra o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv para qualquer inteiro.
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1.2. ADICAO DE SUBCONJUNTOS DE UM GRUPO ABELIANO

1.2 Adicao de Subconjuntos de um Grupo Abeliano

Sejam G = (G,+) um grupo abeliano e A;, As, ..., A, subconjuntos finitos e nao
vazios de G. Definimos o conjunto-soma

A1+A2+...+An:{a1+a2+...+an/aiEAi,i:1,2,...,n}§G.

Se A e B sao subconjuntos finitos e nao vazios de (G, definimos o conjunto-diferenca

A—B={a-blac Abe B} CG.

Nao devemos confundir conjunto-diferenca com diferenca de conjuntos. Dados dois
conjuntos A e B sua diferenca é o conjunto

A\B={a€ AJa ¢ B}.

Sece GeACG, definimos

c+A={c}+A

Sejam A, B C G. Para cada g € G, denotaremos por r4 5(g) o nimero de repre-
sentacoes de g como soma de um elemento de A e outro de B. Dito de outro modo:
ra.p(g) é o nimero de pares ordenados (a,b) € A x B tais que g = a + b.

Lema 1.5. Sejam G um grupo abeliano finito e A e B subconjuntos ndao vazios de G. Se
existe t € N tal que
Al + B[ = |G| + ¢,

entdo ra p(g) > t, para todo g € G.

Demonstracao. Dado g € G, temos

Gl = AU (g - B)
= [A[+]g—B[-|AN(g - B)|
= |Al+[Bl=|AN(g - Bl
Logo ra(9) = |AN (9 = B)[ = [A] + [B] - |G| = t.
O

Lema 1.6. Sejam G um grupo abeliano finito e A e B subconjuntos ndao vazios de G tais
que

|Al + [B| > |G].
Entao A+ B =G.

12



1.3. A E-TRANSFORMADA

Demonstragao. Ponha t = 1 no Lema [1.5]e o resultado segue da defini¢do de 74, 5(g). O

O Lema acima nos diz que para estudar o conjunto A + B devemos nos ocupar
apenas com os subconjuntos nao vazios A e B de G tais que |A| + |B| < |G].

1.3 A e-transformada

Seja (A, B) um par ordenado de subconjuntos nao-vazios de um grupo abeliano G
finito. Para cada e € @, definimos a e-transformada de (A, B) como sendo o par
(A(e), B(e)) de subconjuntos de G, dados por

Ale)=AU(B+e) , Ble)=Bn(A—e).

Em particular, A C A(e) e B(e) C B.

O préximo lema estabelece algumas propriedades da e-transformada.

Lema 1.7. Sejam A e B subconjuntos nao-vazios de um grupo abeliano G finito. Para
cada e € G, a e-transformada de (A, B) satisfaz as sequintes condigoes:

(i) A(e) + B(e) C A+ B;
(i) A(e)\ A=e+(B\ B(e));
(iii) |A(e)| +|B(e)| = |A| + |B|, se A e B sao finitos;
(iv) Seec Ae0e€ B, entioe € Ale) e0 € Ble).
Demonstracao. (i) Sejam o' € A(e) e b' € B(e). Como a' € A(e) entdao o' € A ou
a € (B+e).

e Sed € A, temos b' € Ble) CBeassimad +b € A+ B

e Sed € (B+e), temos b € B(e) C (A—e), ou seja, existem b € B e a € A tais
quead =b+eeb =a—e. Assim,

ad+tV=0b+e)+(a—€e)=(b+a)+(e—e)=(a+b) € A+ B.
(i)
Ale)\A = (B+e)\A
= {bt+e/beBeb+e¢ A}
= e+{beB/b¢ A—e}

= e+{beB/b¢ Ble)}
— ¢+ (B\B())

13



1.4. O TEOREMA DE CAUCHY-DAVENPORT

(iii) Como A e B sao finitos, usando (ii), temos

[Ale)] = [A] = [A(e) \ A = |e + (B\ B(e))| = | B\ B(e)| = |B| — [B(e)].

(iv) Segue diretamente da defini¢do da e-transformada.

1.4 O Teorema de Cauchy-Davenport

Nesta secao, demonstraremos o famoso Teorema de Cauchy-Davenport, que da um
limite inferior exato para a cardinalidade do conjunto-soma de dois subconjuntos nao
vazios de Z,, o grupo aditivo dos residuos moédulo um primo p. Iremos obte-lo como
consequéncia do Teorema de I. Chowla.

Teorema 1.8 (I. Chowla). Sejam m > 2, A e B subconjuntos nao-vazios de Z,,. Se
0€ B e (bym)=1, para todo b € B\ {0}, entdio

|A+ B| > min{m, |A| +|B| — 1}.
Demonstragao. Pelo Lema [1.6] precisamos provar o teorema apenas para o caso em que
|A| +|B| < m, ou seja,
min{m, |[A| +|B| -1} = |A|+ |B| -1 <m — L.

Se |A| =1 ou |B| =1, o teorema estd demonstrado, pois, sem perda de generalidade,

podemos considerar |B| = 1 e, assim, temos
|A+ Bl =|A|=|A|+1—-1=|A|+ |B|— 1> min{m, |A| +|B| — 1}.

Suponhamos, por contradi¢ao, que existam A, B C Z,, tais que min{|A|, |B|} > 2

e |[A+ B| < |A] + |B] — 1. Esta ultima desigualdade nos diz que A # Z,,, pois, caso

contrério, terfamos |A| = m e |B| > 2, que é um absurdo, considerando a hipdtese de
| Al + B < m.

Agora, vamos escolher um par (A, B) de modo que a cardinalidade de B seja minima.
Como |B| > 2, existe um elemento b* nao-nulo em B. Se a + b* € A, para todo a € A,
entdo a + jb* € A, para todo j € {0,1,2,...}. Como, por hipétese, (b*,m) = 1, entéo

{a+4b*/j=0,1,.... m—1} =Z,,

o que dd A = Z,,, uma contradicao.
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1.4. O TEOREMA DE CAUCHY-DAVENPORT

Portanto, existe e € A tal que e + b* ¢ A. Aplicando a e-transformada no par (A, B)
e usando o Lema obtemos um novo par (A(e), B(e)) de subconjuntos nao vazios de
2L, tais que

|A(e) + Ble)| < |[A+ B| < [A] +[B| =1 =|A(e)| + |B(e)| — L.
Usando esta desigualdade, concluimos que B(e) # {0}, pois, caso contrario, terfamos
|A(e) + Ble)| = |Ale)| e [Ale)| + |Ble)| — L =[A(e)| + 1 — 1 = [A(e)].
Assim, pela desigualdade anterior, |A(e)| < |A(e)|, que é um absurdo. Logo, B(e) > 2.

Além disso, como e € A e 0 € B, pelo item (iv) do Lema|l.7| temos 0 € B(e). Além
disso, (b,m) = 1, para todo b € B(e) \ {0}, pois B(e) C B. Como b* ¢ (A — e), entdo
b* ¢ B(e). Logo |B| > |B(e)|, contradizendo a minimalidade de |B|. O

Com esta ferramenta em maos, vamos agora demonstrar o principal teorema desta
secao.

Teorema 1.9 (Cauchy-Davenport). Sejam p um primo, A e B subconjuntos nao-vazios
de Z,,. Entao
|A+ B| > min{p, [A| + |B] — 1}.

Demonstragao. Seja by € B. Temos 0 € B — by e (b,p) = 1, para todo b # 0 em B — by.
Usando o teorema anterior, obtemos

|[A+ B| = |A+(B-b)|
> min{p, [4] + B — by| - 1}
— min{p, |4] + |B| - 1}.

]

Como consequéncia do Teorema de Cauchy-Davenport, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 1.10. Sejam n > 2, p um primo, A, Ao, ... e A, subconjuntos nao-vazios de
Z,. Entao

|A1—|—A2+...+An|2min{p,Z|Ai|—n+1}.

=1

Demonstracdao. A prova é por indugao. O caso h = 2 é o Teorema de Cauchy-Davenport.
Suponhamos o teorema valido para n subconjuntos de Z,. Novamente, Cauchy-Davenport
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1.4. O TEOREMA DE CAUCHY-DAVENPORT

nos da

A1+ Ao+ ...+ A+ Ayt > min{p, |[A1+ A+ ...+ A+ |An] — 1}

> min{p,Zmzw—n+1+|An+1|—1}

i=1
n+1

> min{p,Z|Ai|—(n+1)+1}.
i=1

]

Sejam n > 2, ky,..., e k, inteiros positivos tais que k1 + ...+ k, < p+n — 1. Para
cadai=1,...,n, defina A; ={0,1,...,k; — 1} C Z,. Com isto,

A+ ...+ A, ={0,1,... ) ks +...+ k, — n}.

Dai

n

\A1+...+Any:k1+...+kn—n+1:Z]Ai|—n+1,
i=1
e, além disso, é claro que ) # A; C Z,, para todo i = 1,2,...,n, pois k1 + ko + ...+ k, <
p+n—1.

Isso mostra que o resultado do Corolério m (e, consequentemente, o Teorema de
Cauchy-Davenport) é o melhor possivel.

Para encerrarmos esta secao daremos uma outra demonstracao para o Teorema de
Erdos-Ginzburg-Ziv usando o Teorema de Cauchy-Davenport.

Teorema 1.11 (Erdds-Ginzburg-Ziv, para p primo). Dada uma sequéncia de nimeros
inteiros com 2p — 1 elementos, onde p é uwm numero natural primo, entao existe uma
subsequéncia de comprimento p cuja soma de seus elementos é um multiplo de p.

Demonstragao. Vamos mostrar que, dados o nimero primo p > 1 ¢ (ag, ay, . . ., azp—2) uma
sequénciade 2p — 1 inteiros nao necessariamente distintos, entao existe uma subsequéncia
(@i, Giy, - - -, a;,) tal que
ai, + @i, + ...+ a;, = 0(mod p).
Escolha a € Z tal que a, = a;(mod p) e 0 < a] < p. Reenumere os inteiros a; tais que

0<ap<dy<...<dy, ,<p-1 (1.5)

Analisemos dois casos:
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12 caso: Existed, 1 <i < p—1tal que a; = aj,, ;. Assim da desigualdade (1.5) segue
a;=...=a, ;e como a; = a;(mod p), decorre a; = a;11 = ... = a;yp1(mod p) e

a; + aiy1 + ...+ airp_1 = pa; = 0(mod p).
2° caso: Considere que, para todo i = 1,...,p — 1, temos a; # a;,, ;. Com isso,
definimos em Z, os seguintes subconjuntos de dois elementos

A; ={ai+pZ,a;1p-1 + pZ}.

Aplicando o Corolario que é uma generalizacao do Teorema de Cauchy-Davenport,
A1+ Ao+ ...+ Ay | > min{p,2(p—1)—(p—1)+ 1} =p,

assim Ay + Ay +...+ A, 1 =Z,. Logo, existem classes de congruéncia a;, +pZ € A, para
todo i = 17"'7p_17 tal queji € {Z,Z—l—p—l} e

—ay = aj, +aj, + ... +a;,_,(mod p),
isto é,
ap + aj, +aj, + ...+ aj,_, = 0(mod p).

Logo (ao, aj,, aj,, - .., a;,_,) ¢ uma subsequéncia na forma desejada. O

Na primeira demonstracao (Teoremas e|l.4), ja fizemos a generalizagao do caso de
n = p primo para n assumindo um valor inteiro positivo arbitrario.

1.5 O Teorema de Kneser para Grupos

O principal objetivo desta se¢ao é provar um belo resultado sobre somas de subconjun-
tos finitos de um grupo abeliano G que é o Teorema de Kneser. Antes de enunciarmos este
resultado, vamos fazer algumas defini¢oes que serao muito importantes para o restante de
nossos estudos.

Definigao 1.12. Seja S um subconjunto nao vazio do grupo abeliano G. O estabilizador
de S € o conjunto

H(S)={9eG/g+ S =S5}
Facilmente verificamos que H(.S) é um subgrupo de G, pois
(i) 0 € H(S);
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(ii) Dados a,b € H(S), temos

(a—b)+S=(a—-b+(b+S)=a+S5=05.

Além disso, H(S) é o maior subgrupo de G tal que
H(S)+S5=25.
Um elemento g € H(S) é chamado de periodo de S e S é chamado de conjunto
periddico, se H(S) # {0}.

Por exemplo, se S é uma progresao aritmética infinita em Z com diferenca d, entao
H(S) = dZ. Note que G, neste caso, possui ordem infinita.

Vamos listar algumas propriedades do estabilizador de um subconjunto de um grupo.

Proposicao 1.13. Seja G um grupo abeliano finito. Dados A e B subconjuntos nao
vazios de G temos:

(i) H(A) C H(A+ B);
(ii) Se H=H(A+ B), entao |A+ H|, |B+ H| e |A+ B| sao multiplos de |H|;
(iii) H(A) = G se, e somente se, A=G.

Demonstracao. (i) Seja g € H(A), entdao g + A = A. Sendo assim, temos
g+(A+B)=(9g+A)+B=A+B.
Portanto, g € H(A + B) e assim temos H(A) C H(A + B).

(ii) Sendo H = H(A + B), vemos que H é um subgrupo do grupo abeliano G. Consi-
deremos A = {x1,z9,...,2;}. Assim, temos

A+ H = + H).

i=1

Logo, existem no maximo [ classes geradas por elementos de A, ou seja, existem k
indices, 1 <11 <ip < ...< i <[, onde 1<k </, tais que

k
A+H=|/J@,+H) e k|H =|A+H|

j=1

De modo andlogo, segue o resultado para |B+ H| e |A+ B| = |(A+ B) + H|.
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(iii) (=) Sejam g € Gea € A. Como g € G = H(A), entdo g +a € A. Além disso,
(—a) € G = H(A), ou seja,

g=(g9+a)+(—a) e A
Portanto, A = G.
(<) Se A = G, entao, para qualquer que seja g € GG, temos
g+A=9g+G=G=A4,
logoge H(A) e H(A) =G.
O
Em 1953, o matematico alemao Martin Kneser demonstrou em um de seus estudos

[34] que dados A e B dois subconjuntos finitos e nao-vazios de um grupo abeliano G,

entao ou
|A+ B| > [A] + |B|

ou
|A+ B|=|A+ H|+|B+ H| - |H|,

onde H = H(A + B) é o estabilizador de A + B.

O Teorema de Kneser tem muitas aplicacoes na Teoria Aditiva dos Numeros. Em
nossos estudos vamos usé-lo para demonstrar uma generalizagao do Teorema de Erdos-
Ginzburg-Ziv. Esta generalizacao serd formalmente apresentada no Capitulo 3.

Uma das ferramentas para se provar o Teorema de Kneser é o seguinte teorema:

Teorema 1.14. Seja G um grupo abeliano, G # {0}, e sejam A e B subconjuntos finitos
e nao-vazios de G. Se |A| + |B| < |G|, entao eziste um subgrupo préprio H de G tal que

|A+ B > [A] + [B| — |H]|.

Demonstragao. Por indugao sobre |B|. Se |B| = 1, entao
|A+ Bl = |A] = |A| + |B] =1 > [A] + [B] - |H|
para todo subgrupo H de G.

Seja |B| > 1. Agora, suponha que o teorema vale para todos os pares A’, B’ de
subconjuntos finitos e nao-vazios de G tais que |B’| < |B|. Separamos a prova em dois
Ccasos.

Caso 1. Supondo
a + b2 - bl cA
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para todos a € A e by,by € B. Entao
A+by—by = A,

para todos by,by € B. Seja H o subgrupo de GG gerado por todos os elementos da forma
by — by, onde by, by € B. Entao
1 <|B| < |H]

e, como |A| # |B| (pois, caso contrario, teriamos |A| 4+ |B| > |G]), temos
A+ H=A#G.
Portanto, H é um subgrupo proprio de G e

|A+ Bl = [A] = [A] + [B| = |H].

Caso 2. Supondo que existam a € A e by, by € B tais que

CL—|—b2 — b1 ¢ A.
Tomando
e=a—b €G,
temos
b2¢A—(a—b1):A—e,
mas

bpeA—(a—b)=A—e,

pois 0 € (A — a). Aplicando a e-transformada ao par (A, B), obtemos um novo par

(A(e), B(e)) de subconjuntos de G definidos por

Ale) = AU (B +e)
B(e)=BnN(A—e).

Claramente, by ¢ B(e) e assim B(e) é um subconjunto préprio de B. Além disso,
b1 € B(e), ouseja, B(e) é um subconjunto nao-vazio de B. Portanto, a hipdtese de indugao
se aplica ao par (A(e), B(e)). Usando as propriedades da e-transformada, concluimos que
existe um subgrupo préprio H de G tal que

—
S)
N

|A+ B|

v

[Ale) + B(e)|

S

[A(e)] + [B(e)| — |H]
Al +[B| = |H],

—
)
~
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onde usamos o Lema [L.7](i) em (a), a hipStese de indugao em (b) e o Lema [1.7iii) em (c)

e com isso completamos a demonstracao. m
Este simples resultado é muito importante em nossos estudos, pois é o ponto de partida
de uma cadeia de resultados que sao essenciais para a demonstracao do Teorema de Kneser.

Agora, iremos listar trés importantes lemas. A demonstracao do primeiro depende do
Teorema e cada um dos outros dois lemas é consequéncia de seu antecessor.

Lema 1.15. Sejam G # {0} um grupo abeliano e C' = Cy U Cy um subconjunto finito de
G, onde Cy e Cy sao subconjuntos proprios e nao-vazios de C. Entao

|Cil + [H(Cy)| < |C] + [H(C)],
para i =1 ou 1= 2.
Demonstracao. Se |C;| + |H(C;)| < |C], para i = 1 ou ¢ = 2, entdao nada ha a fazer.

Portanto, podemos assumir
C < |Ci| + [H(C)], (1.6)

para i =1 e i = 2. Tomemos H(C;) = H;. Como H; e Hy sdo subgrupos de G, vamos
mostrar que H; + Hy também é um subgrupo de G. De fato,
(i) 0=0+0€ Hy + Hy;

(ii) dados z,y € Hy + H,, temos x = x1 + x5 € y = y1 + yo tais que x1,y; € Hy e
T2,Y2 € Hy. Logo,

v —y=(v1+22) — (Y1 +y2) = (x1 — 1) + (22 — y2) € Hi + Ho.
Assim, H; + H5 é um subgrupo de G. Agora, denotemos por m; o indice do subgrupo

H; em Hy + Hy. Tomemos H = Hy N Hy com |H| = h. Pelo Teorema do Isomorfismo da

Teoria de Grupos, temos
(Hy+ Hy)/H, = Hy/H

(H, + Hy)/H, = H, /H.
Portanto, |Hy| = maoh, |Hs| = mih e |Hy + Hy| = mymoh. Como H C H;, temos

H+ C; = C; e C; é uma uniao de classes de H em G. Portanto C; \ Cy e Cy \ C] sdo
unioes de H-classes e assim

|C1| = [Co = [C1\ Ca] = [Cy )\ C1| = 0(mod h).
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Como C' é a uniao de subconjuntos préprios C; e Cs, segue que C; \ Cy e Cy \ € séo
nao-vazios. Pela equagao (1.6), temos

0 <[C1\ o] = |C\ Co| = |C| = |Co| < |Co| + [H(Ca)| — [Co] = |Ha| =mih

e assim

Analogamente,
h < |Cy\ Ch| < (m2 —1)h. (1.8)

Escolha ¢* € C \ C; e seja
D=c" + H1 + HQ.

Entdao D é a uniao de H;-classes da forma
Dy =c¢" + hy + Hy, (1.9)
onde hy € Hy, e D é também a uniao de Hs-classes da forma
Dy = ¢* + hy + Ha, (1.10)

onde hy € Hy. Seja D uma Hi-classe da forma (1.9) e seja Dy uma Hs-classe da forma
(1.10). Como hy + H C Hy e hy + H C Hy, temos

c*+h1+h2+H§D1ﬂD2.

Por outro lado, se g € Dy N Do, entao existem h} € Hy e hfy € Hy tais que
g=c"+hy+hy=c"+h}+ hs.

Isto implica
g_(C*+h1+h2):h/1—h1 € H;

g—(c"+hi+hy) = hy —hy € Hy
e assim
g—(c"+h +hy) € HHNHy = H.
Logo, temos
gec +h +hy+H

e assim
DiNDy Cc*+hy+hy+ H.
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Deste modo,
DlmDQZC*+h1+h2+H

e a intersecao de uma Hi-classe em D com uma Hs-classe em D é uma H-classe.

Como o indice de H; em H; + Hy é m;, entao o subgrupo H; + Hy é a uniao de m;
H;-classes disjuntas duas a duas e assim D = ¢* + Hy + Hy é também a uniao de m;
H;-classes disjuntas duas a duas. Como H; + C; = C; é uma uniao de H;-classes, segue
que C; N D é a unido de, digamos, u; H-classes duas a duas disjuntas e assim C; N D
(onde C; denota o conjunto complementar de C;) é unidao de m; — u; H;-classes duas a
duas disjuntas. Como a intersecao de uma H;-classe em D com uma Hj-classe em D é

uma H-classe, segue que
(Co\C))ND = (ConD)N(CyN D)
¢ a unido de us(my — uy) H-classes duas a duas disjuntas e assim,

|(Cy\ C1) N D| = us(my — uyq)h.

Analogamente,

(C1\ Cy)ND = (C,ND)N(CyyN D)

é a uniao de uy(ms — uy) H-classes duas a duas disjuntas e assim,

[(C1\ C2) N D| = uy(mgy — usg)h.

Como

C*G(Cl\CQ)ﬂDgcl\Cg,

segue
0< |<Ol \ CQ) N D| = ul(mg — UQ)h S |Cl \ 02| S (m1 — 1)h

Portanto, 1 < uj(mg — ug) < my — 1 e assim

1SU1§TTL1—1

1 SUQ Smg—l
Das equagoes (1.7), (1.8), (1.11) e (1.12), temos

0 < (my—u —1)(ug —1)h+ (mg —ug — 1)(ug — 1)h
= uy(mqg —uy)h — (mg — 1)h + uy(mg — ug)h — (my — 1)h
= [(C2\ C1)| = (m2 = 1)h + [(C1\ C2) N D[ = (m1 — 1)h
= |(C2\C1)ND|~(m2—1)h—|(C2\C1)ND|+|(C1\C2)|~(m1—1)h—|(C1\C2)ND|
< 0,
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e assim |Cy \ C1| = (ma — 1)h e |C1\ Co| = (my1 — 1)h. Como H = Hy N Hy, segue
H+C=H+(C1UCy)=(H+C))UH+Cy))=CLUlCy=C,
e assim H C H(C). Portanto,

IC| = |Ca| = |C\ Cy
= |1\ Gy
= mlh—h
= |Hy| —|H|
> |[Hy| — |[H(C)I.

Analogamente,
|C| = |Cy| = [Hy| — [H(C)]
e assim
|Cil + [H(Cy)| < |C + |H(CO)],
para ambos ¢ = 1 e ¢ = 2. Isto completa a demonstragao deste lema. O

Como uma generalizagao do Lema [1.15] obtemos o seguinte lema.

Lema 1.16. Sejam n € N, com n > 2, e {0} # G um grupo abeliano. Sendo C um
subconjunto finito de G tal que

C=CUCyU...U(C,,
onde C1,Cy, ..., C, sdo subconjuntos proprios e nao-vazios de C, entdao
Cil + [H(Cy)| < |C] + [H(C)]
para algum v =1,2,... n.
Demonstracdo. Faremos a prova por indugao sobre n. O lema anterior é o caso n = 2.
Seja n > 3 e suponhamos que o resultado valha para n — 1. Se |C;| + |H(C;)| < |C],
para algum 4, entao |C;|+ |H(C;)| < |C| < |C|+ |H(C)| e a demonstragao termina. Caso

contrério, temos

ICl < |Gl + [H(G)],

para todos ¢ = 1,2,...,n. Se C é a uniao de n — 1 dos subconjuntos Cy,Cs, ..., C,, pela
hipétese de indugao temos o resultado para o caso n — 1. Assim, podemos assumir que C'
nao é a uniao de n — 1 dos conjuntos C4,Cs, ..., C,. Seja

C'=CiUuCyU...UC,_;.

24



1.5. O TEOREMA DE KNESER PARA GRUPOS

Entao os conjuntos C7,Cy, ..., C,_1 sao subconjuntos préprios de C’ e C’ é um subcon-
junto proprio de C'. Da hipétese de inducao, temos

|Cil + [H(Cy)| < |C' + [H(C)],
para algum i =1,2,...,n — 1. Como
C=C"ud,,

o Lema [I.15] implica ou
|Gl + [H(Cr)| < |C] + [H(C))

ou
O+ [H(C)] < [Cl+ [H(C)],

e o resultado segue. O]

Retirando a hipotese de que C; # C, para todo ¢ = 1,2,...,n, obtemos o préximo
resultado.
Lema 1.17. Sejam C1,Cs, ..., C, subconjuntos finitos e nao-vazios de um grupo abeliano
G. Se

C=CUCyU...U(C,,

entao

minf|Ci| + [H(C)|/i = 1,2,...,n} < |C|+ [H(C)].

Demonstracdao. Se C; = C', para algum ¢, nada hé a fazer. Caso contrario, cada conjunto
C; é um subconjunto proprio nao-vazio de C' e o lema anterior implica

|Gl + [H(Cy)| < |C] + [H(O)]
para algum i =1,2,...,n. O

Teorema 1.18 (Kneser). Seja G um grupo abeliano e sejam A e B subconjuntos finitos
e nao-vazios de G. Seja

H=HA+B)={geG/g+A+B=A+ DB}

o estabilizador de A+ B. Se
|A+ B| < |A] +|B],
entao

|A+B|=|A+H|+ |B+ H|— |H|.

Demonstragao. Seja C' = A + B satisfazendo a desigualdade. Seja B = {by, by, ..., b,}.
para cada b; € B, consideremos a cole¢ao de todos os pares de subconjuntos finitos (A4;, B;)
de G tais que
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AgAZ?
b; € B;,
Ai+B; CA+ B,

|A;| +|Bi| = |A+ H|+ |B+ H|.

Esta colecao nao é vazia, pois os conjuntos A; = A+ H e B; = B+ H satisfazem estas
condicoes. Fixando um par (A;, B;) para o qual |4;| é maximal e tomando C; = A; + B;,
temos |A;] < |Cy| e

Sejam a € A; e e = a—b;. Aplicando a e-transformada aos conjuntos A; e B;, obtemos
0s conjuntos

A@<€):A1U(Bz+€):AzU(CL—i‘Bz—bl)

Entao A; C A;(e) e b; € B;(e). Usando as propriedades da e-transformada,

Aij(e)+ Bile) CA,+B,CC=A+B

[Ai(e)l + |Bi(e)| = [Ail + [Bi| = |A+ H| + |B + H|.
Da maximalidade de |A4;|, temos A;(e) = A; e
a€a+ B;—b C A,
para cada a € A;. Portanto,
A, CA+ B —b=C; — b C A
e assim A; = C; — b;. Entao |A;| = |Cy|, H(A;)) = H(C; — b;) = H(C;) e

B; —b; C H(A;) = H(C)).

Assim |B;| < |H(C;)|. Obtemos

A+ H|+ B+ H| = [Ai| +|Bi| <|Ci| + [H(Cy)]
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para todo 7 =1,2,...,n. Como

O(J,:C:A+B,

i=1
pelo Lema [I.17], temos

|A+ H|+|B+ H| min{|C;| + |H(C;)[}

<
< [Cl+H(C)]
= |A+B|+|H|.

Pela Proposigao[1.13(ii), cada um dos inteiros |[A+H|, |B+ H| e | A+ B| é um multiplo
de |H| e, assim, se
|A+H|+|B+ H| < |A+ B| + |H|,

entao
|A|+ |B| < |A+ H|+|B+ H| < [A+ B,

que contradiz a hipotese inicial do teorema.

Portanto, |A+ H| + |B+ H| = |A+ B| + |H| e isto completa a demonstracao deste
teorema. [

Uma consequéncia imediata é que mesmo sem a hipétese |A + B| < |A| + | B|, temos

Teorema 1.19. Seja G um grupo abeliano e sejam A e B subconjuntos finitos e nao-vazios
de G. Seja H = H(A+ B). Entdio

|A+B|>|A+ H|+|B+ H|— |H|.

Demonstragao. Considerando os conjuntos A+H e B+H, entao H((A+H)+(B+H)) =
H(A+ B) = H. Portanto, ou

A+ Bl = |(A+H)+ (B+ H)|
> |A+H|+ |B+ H|
> |A+H|+ |B+ H|— |H]|,

ou
(A+H)+(B+H)|<|A+ H|+ |B+ H|,

e assim, aplicando o Teorema de Kneser (1.18) aos conjuntos A+ H e B + H, temos

| A+ B|=|(A+H)+ (B+H)|=|A+H|+|B+ H| — |H|.
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Generalizando o Teorema [1.19, obtemos o préximo corolério.

Corolario 1.20. Sejam h > 2, Ay, Ao, ..., Ay subconjuntos finitos e ndao-vazios de um
grupo abeliano G e H = H(Ay + Ay + ...+ Ap). Entao

|Ar + A+ ...+ Ayl > AL+ Ao + .o+ AR — (R = 1)[H]|.

Demonstragao. Por inducao sobre h. O caso h = 2 vem do teorema anterior. Seja h > 3
e suponhamos que o teorema valha para h — 1. Seja H = H(A; + Ay + ... + Ap_1).
Verificamos facilmente que H' € H e também que

A1+ Ao+ ...+ Ap | + |An] — |H|

>
> AL+ | A+ ..+ A1 — (h—=2)|H'| + |An| — |H|
> A+ A + ..+ A 1| + ALl — (h—1)|H]|.

|A1 4+ As+ ...+ Ay

Como um caso particular do Corolario [1.20, concluimos o seguinte resultado.

Corolario 1.21. Seja G um grupo abeliano e seja A um subconjunto finito e ndao-vazio
de G. Seja hA uma h-soma do subconjunto A, ou seja,

hA=A4+A+.. . + A

h vezes

e seja

H,=H(MhA)={ge€ G/g+hA=hA}
o estabilizador de hA. Entao

|hA| > h|A+ Hy| — (h — 1)|H|

para todo h > 1.

Demonstracao. Pelo corolario anterior, para qualquer subconjunto finito e nao-vazio de

G, temos
|hB| = h|B| — (h — 1)|H(hB)|

para todo h > 2. Seja
B=A+H,.

Entao

hB = h(A+ H,) = hA
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e assim H(hB) = H(hA) = Hj,. Portanto,
|hA| = [hB| = h|A + Hp| — (h — 1)|Hy|.
m
No caso especial, em que G é um grupo ciclico finito cuja ordem é um ntmero primo,

o Teorema de Kneser implica facilmente o Teorema de Cauchy-Davenport, como podemos
ver no corolario a seguir.

Corolario 1.22 (Cauchy-Davenport). Seja p um primo e A, B subconjuntos nao-vazios
de Z,. Entao
A+ B| > minp, |4] + |B| - 1}

Demonstragao. Como A e B sao subconjuntos nao vazios de Z,, temos que H = H(A+B)
é um subgrupo de Z,, ou seja, H = {0} ou H = Z,,. Assim, se H = Z,, entdao A+ B = Z,,
ou seja, |A + B| = p. Por outro lado, se H = {0}, o Teorema m (que é consequéncia
direta do Teorema de Kneser) implica

|A+B|>|A+ H|+|B+ H|— |H| = |A|+|B| — 1.
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Capitulo 2

Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv com
Peso {1,-1}

O teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv nos diz que qualquer sequéncia de comprimento
2n — 1 de numeros inteiros possui uma subsequéncia de comprimento n cuja soma dos
seus termos é congruente a zero modulo n.

Como complemento deste teorema, observamos que a sequéncia

possui comprimento 2n—2 e nao possui nenhuma subsequéncia cuja soma seja um multiplo
de n.

Desta forma, podemos definir o invariante F(n) como sendo o menor inteiro ¢ tal
que qualquer sequéncia de ¢ nimeros inteiros contém n inteiros que somados geram um
multiplo de n. Assim, podemos concluir que

E(n)=2n—1.
Neste capitulo, consideramos uma generalizacao para o teorema de Erdos-Ginzburg-
Ziv no seguinte sentido:

Seja n um inteiro positivo. Identificaremos Z/nZ com o conjunto dos niimeros inteiros
{0,1,...,n — 1}. Considerando o conjunto () # A C Z/nZ, podemos definir o invariante

E4(n) como sendo o menor ¢t € N tal que para todas as sequéncias (z1,...,z;) € Z'
existem n indices j1,...,7, € Nycom 1 < j; < ... < j, <t eexistem &,...,&, € A tais
que

Z &xj, = 0 (mod n).

i=1
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Chamaremos os elementos do conjunto A de pesos das somas, pois eles serao usados
para fazer as somas ponderadas (do mesmo conceito de média ponderada) dos elementos
das sequéncias. Para evitar casos triviais, sempre vamos assumir que A nao contém o 0 e
¢ nao vazio.

E facil ver que Egy(n) = E(n) e, assim,
Ea(n) < B(n) =20 — 1,

pois se uma sequéncia tem ao menos 2n — 1 elementos, entao existem n deles que somados
geram o zero, logo, como A # (), basta tomar todos os pesos iguais a um elemento de A.
Colocando estes pesos em evidéncia, chegamos novamente ao zero.

n—1

. . . /_/H . .
Além disso, se considerarmos a sequéncia (0,...,0,1) que tem comprimento igual a
n e claramente nao possui soma ponderada, com pesos em A, igual a um miltiplo de n,
deduzimos
Ex(n) >n+1.

2.1 Limite Inferior para F4(n), quando A = {1, -1}

Aqui, consideraremos o caso em que A ={1,n—1} = {1,-1} C Z,, e denotaremos o
invariante F4 por E4t neste caso.

Afirmamos que
EL(n) >n+ |logn],

onde aqui e em todo o nosso estudo log vai significar a logaritmo na base 2 e |-| vai
significar o “maior inteiro menor que”.

De fato, sendo € N, tal que 20t1) < n < 20*+2) consideremos a sequéncia de niimeros

inteiros
n—1 vezes

——
(0,0,...,0,1,2,...,2").

Podemos observar claramente a desigualdade
14+24.. . 427=20") _1<n

e, por consequéncia,
12— ==t s

Assim, obtemos que a soma com qualquer combinacao de sinais de n inteiros desta
sequéncia da origem a uma série cujo valor absoluto é menor que n.
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Esta soma também nao tem como resultado o zero. De fato, considere j; € {0,1,...,r},
a; €{0,1},ondei=1,2,..., ke k <n, de modo que j; < jo <...<jje

(—1)™27 4 (=1)*227 4+ .. 4 (—1)*2% = (.
Logo, dividindo os dois lados por (—1)21271, temos

1+ (_1)a2—a12j2—j1 4.+ (_1)ak—a12jk—j1 —0.

Isto é um absurdo, pois de um lado da igualdade temos um nimero impar e do outro,
um numero par.

Além disso, a sequéncia dada como exemplo possui um total de n+r = n+ [logn| —1
elementos e nao possui uma subsequéncia com n elementos cuja soma, com peso em
{1, —1}, seja igual a um multiplo de n. Portanto, o niimero n+ |[logn| —1 é um limitante
inferior para os valores de Ei(n).

2.2 Limite Superior para F4(n), quando A = {1, -1}

O objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema [2.1] enunciado abaixo, notando que,
pela secao anterior, n + [log n| é um limite inferior para E.(n).

Teorema 2.1. Para qualquer inteiro positivo n, temos

Ei(n) =n+ [log n].

Vamos provar este teorema. Na Subsecao 2.2.1, provaremos o caso em que n € par e
nas Subsecoes 2.2.3 e 2.2.4, o caso em que n é impar. Na Subsecao 2.2.2 apresentamos
alguns resultados que implicam o Teorema [2.1] para o caso primo {mpar, que, embora nao
sejam realmente necessarios devido aos outros resultados apresentados, sao interessantes
por si s6, uma vez que este argumento usa a Desigualdade de Cauchy-Davenport definida
no primeiro capitulo.

2.2.1 O Caso em que n é Par

Antes de enunciarmos o principal resultado desta secdao, vamos mostrar o seguinte
lema:

Lema 2.2. Sejan € N e (x1,29,...,25) uma sequéncia de inteiros com s > (logn) + 1.
Entdo existem um suconjunto J C [s| nao-vazio com |J| par e coeficientes &; € {1, —1},
para cada j € J, tais que

Zgj:cj = 0(mod n).

jeJ
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Observagao: Aqui e em todo o nosso estudo, se n é um nimero natural nao nulo,
definimos [n] = {1,2,...,n}.

Demonstrag¢ao. Considere todas as somas de subsequéncias da forma
A (<5

Sabemos que existem 257! subconjuntos I de [s], tais que || é par. Assim, podemos
escolher Jy, Jo C [s] ndo-vazios tais que |Ji| e |J2| sdo pares e J; # Jo e

Z r; = Z z; (mod n).

JjeS1 JEJ2

onde |I| é par.

Estes conjuntos existem pois, por hipétese, s > (logn) + 1 e daf temos 2°71 > n, ou
seja, o nimero de somas ultrapassa o valor de n.

ijEij(modn)é

Dai obtemos

Jje€N JEJ2
ij — ij = 0 (mod n) =
JEJ1 JEJ2
ij+2—xj = 0(mod n)
jeN Jj€J2

Tomando J = (J; U Jo) \ (J1 N J), temos J # () (pois J; # Jo) e, considerando

{gj: 1 ,se jeJ;

&= —1 ,se j€EJ
temos
ijxj = 0(mod n).
jeJ
Além disso, ¢ facil ver que |J| = |Ji| + |J2] — 2.|J1 N J2| e como |Ji| e |J2| sdo pares,

entdo |.J| é par.

]

Este lema nem sempre é vélido para o caso em que |J| é impar. Como exemplo podemos
considerar n = 5, s =4 > (log5) + 1 e a sequéncia (1,1, 1,1) que facilmente verificamos
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nao possuir subsequéncia de tamanho fmpar que possua soma, com peso {1, —1}, igual a
um multiplo de 5. Portanto, para este caso, precisamos proceder de forma diferente.

Agora, vamos enunciar o resultado que demonstra o Teorema para o caso em que
n é par.

Teorema 2.3. Sejan € N um nidmero par. Considere o nimero inteiro N = n+ |[logn].
Dada qualquer sequéncia (xy, s, ..., xy) € ZY existem n indices {ji, jo, ..., jn} C [N] e
sinais &1,&s, ..., &, € {1, —1} tais que

&g, +&xj, + ...+ &, = 0(mod n).

Demonstracao. Vamos reordenar a sequéncia de tal maneira que:
r1 =29 (mod n), x3=u1x4(modn), x5=ux6(modn), ... , xo_ 1= 2y (modn)
€ Tory1, ..., 2N sejam todos distintos modulo n.

Com isso, temos N —2t < n, pois, caso contrario, existiriam ao menos dois elementos no
conjunto {xe 11, ..., 2N} que seriam iguais médulo n. Além disso, como N = n+ |[logn],
por hipétese, temos também 2t > N —n = |logn].

Seja B={ry,...,m} C{2t+ 1,2t +2,..., N}, com [ = |B| par, o conjunto maximal
que satisfaz a propriedade de que existem &;,&, ..., & € {1, —1} com

Z@xr = 0 (mod n).

Observe que mesmo se B = (), a demonstracao ainda segue o mesmo raciocinio. Agora,
afirmamos que [ + 2t > n. Para mostrar esta afirmacao, vamos supor, por contradicao,
que ela seja falsa, ou seja, [ + 2t < n.

Como [ e n sao pares entao

[+2t<n = [+2t<n-2.

Consideremos o conjunto

C:{Qt—l—1,..‘,N}\{T1,...,Tl}.
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Observamos facilmente o seguinte:

IC|] = N—-2t—1

= N—(2t+1)
(n+ [logn|) — (2t +1)
(n+ [logn]) = (n - 2)
|logn| +2

v

Assim, pelo Lema , existem um conjunto nao-vazio B’ C C, com |B’| par, e §; €
{1, -1}, para cada j € B’, de tal forma que

Z &ixj = 0(mod n).

jEB

Portando, o conjunto B U B’ verifica a propriedade acima, pois |B|,|B’| e |BU B'| =
|B| 4 |B'| sao pares. Além disso, B & B U B’ contrariando a maximalidade de B.

Assim, mostramos que [ + 2t > n.

Agora, podemos escrever | + 2t = n + d, para algum d € N. Claramente d é par, pois
[ e n também o sdo. Se d = 2d’ entao escolhemos a sequéncia

($2df+1, Tod/ 425 -+« 3 L2t—15 L2ty Ly gy« v+ ,ZBT,)

que tem [ + 2t — 2d' = [ + 2t — d = n elementos e

t

l
Z (l’gj — 1’2]'_1) + ijxj =0 (mod n)

j=d'+1 j=1

2.2.2 Um Resultado Condicional

Apresentaremos agora alguns resultados interessantes que estabelecem o Teorema [2.1
sob algumas condigoes.

O préximo lema é semelhante ao Lema e serd usado nesta subsecao e também na
Subsecao 2.2.4.

Lema 2.4. Sejam n € N e (1, x9,...,xs) uma sequéncia de nimeros inteiros com s >
logn. Entdo existe um conjunto J C [s| ndo-vazio e §; € {1, -1}, para cada j € J, tais

35



2.2. LIMITE SUPERIOR PARA EA(N), QUANDO A = {1,—1}

que

ijxj = 0(mod n).

jeJ

Demonstracao. Considere todas as sequéncias da forma

Jel ICs]

Sabemos que existem 2° subconjuntos I de [s].

Por hipotese, s > logn. Assim, temos 2° > n, ou seja, o numero de somas ultrapassa
o valor de n. Assim, podemos escolher Ji, J, C [s] ndo-vazios tais que J; # Jo e

Z r; = Z z; (mod n).

NS JEJ2

Dai obtemos,

ijEij(modn)é

Jje€N JEJ2
ij — sz = 0 (mod n) =
JEJ1 JEJ2
ij+2—xj = 0(mod n)
jeN Jj€J2

Tomando J = (J; U Jy) \ (J1 N J), temos J # 0, pois J; # Jo e considerando

{5]-: 1 ,se je€J

3 -1 ,se j€Jy’

temos

ijxj = 0(mod n).

JjeJ

]

Observagao: Definimos por D4(n) o menor inteiro t tal que, dada uma sequéncia S
de t inteiros, S possui uma subsequéncia de soma-zero com pesos no conjunto A. O
Lema nos mostra que toda sequéncia com comprimento maior que logn possui uma
subsequéncia de soma-zero com pesos em A = {1, —1}, ou seja,

Di(n) < |logn| + 1.
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Agora vamos exibir uma sequéncia que fornece um limitante inferior para D (n).

De fato, sendo r definido por 20+t1) < n < 20+2) consideremos a sequéncia de nimeros
inteiros
(1,2,2%...,2").

Podemos observar claramente a desigualdade
1+2+4... +20 =201 1 <p

e, por consequéncia,
1—2— .. =2 =9t 415 _p

Assim, obtemos que a soma com qualquer combinacao com sinais de n inteiros desta
sequéncia da origem a uma série cujo valor absoluto ¢ menor que n.

Esta soma também nao tem como resultado o zero, pois considerando j; € {0,1,2,...,r}
ea; € {0,1},ondei=1,2,...,k ek <ndemodo que j; < jo<...<jpe

(=1)™27 4 (=1)%2272 + ..+ (—1)™2% =0,
entao, dividindo os dois lados por (—1)*1271 temos

14 (—1)e2meafmin o 4 (—1)* ekt — (),

Isto é um absurdo, pois de um lado da igualdade temos um nimero impar e do outro, um
numero par. Além disso, a sequéncia dada como exemplo possui um total de r+1 = [logn|
elementos e ndo possui uma subsequéncia cuja soma, com peso em A = {1,—1}, seja
igual a um multiplo de n. Portanto, o nimero |[logn]| 4+ 1 é um limitante inferior para os
valores de D4 (n), ou seja, Di(n) > |logn| + 1. Por tudo isso, concluimos a igualdade
Di(n) = |logn] + 1.

Um dos principais resultados do artigo “A Weighted Generalization of Two Theorems

of Gao” [24] é:
EA(G) = |G|+ Da(G) — 1,

para qualquer grupo G finito e abeliano. Vamos usar este resultado para provar o Teorema
2.1] Consideremos C,, um grupo ciclico de ordem n. Como procuramos sequéncias de
inteiros cujas somas sejam multiplos de um ntmero natural n, podemos trabalhar em C,,
ao invés de Z, sem nenhum prejuizo. Portanto, E4(C,) = Ea(n) e Da(C,) = Da(n) e,
considerando A = {1, —1}, temos ainda

Ei(n)=EL(C,) =|Cy| +Ds(Cy) —1=n+(|logn] +1) —1=n+ |logn],
demonstrando o Teorema [2.11

E claro que a dificuldade, aqui, esté em provar a identidade E4(G) = |G|+ DA(G) —1.
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Vamos, agora, lidar com as sequéncias em que um ou mais elementos estao na classe
zero. O préximo resultado analisa este problema e sua demonstracao segue o mesmo
raciocinio do Teorema [2.3]

Teorema 2.5. Sejamn € N e o nimero inteiro N > n+|logn|. Dada qualquer sequéncia
(11, 29,...,2N5) € ZN com pelo menos um muiltiplo de n, entdo existem m = N — |logn|
indices j1,j2, - - -, jm € [N] € sinais &1, &, ..., &n € {1, =1} tais que

Z&xh = 0(mod n).
i=1

Demonstracao. Vamos reordenar a sequéncia de tal maneira que:

1 =0(mod n), 3 =x3(modn), x4=x5(modn), ... , To = T(a1)(mod n)
e T(2t42), ---, Ty sao0 todos distintos médulo n. Com isso, temos N — 2t — 1 < n, pois,
caso contrario, existiriam ao menos dois elementos no conjunto {x(2t+2), ..., TN} que

seriam iguais médulo n. Além disso, como N > n + [logn |, por hipdtese, temos também
2t+1> N —n> |logn].

Seja B = {ry,ro,...,m} C{2t+2,2t+3,..., N} o conjunto maximal que satisfaz a
propriedade de que existem &;,&,...,& € {1,—1} com

I
ijx,,j = 0(mod n).
j=1

Observe que, mesmo se B = (), a demonstragao ainda segue o mesmo raciocinio.
Agora, afirmamos que [ + 2t + 1 > m. Para mostrar esta afirmagao, vamos supor, por
contradicao, que ela seja falsa, ou seja, [ +2t +1 < m.

Consideremos o conjunto

C={2t+2,...,N}\{r1,ro,...,7}.

Observamos facilmente o seguinte:

IC] = N—2t—1-1

N—-2t+1+1)
> N-—-m
= N—(N—[logn])
= |logn]|.

Assim, pelo Lema , existe um conjunto nao-vazio B’ C C e §; € {1, —1}, para cada
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j € B, de tal forma que

Z &ixj = 0(mod n).

jEB’

Portando, o conjunto B U B’ verifica a propriedade acima e, além disso, B & BU B’
contrariando a maximalidade de B. Assim, mostramos a desigualdade [ + 2t + 1 > m.

Agora, podemos escrever | + 2t + 1 = m + d, para algum d € N, e separamos em dois
Casos:

Se d = 2d' entao escolhemos a sequéncia

(xlu xQd/+27 :C2d/+37 LR 7x2t7 x2t+17 xma .. 7:CT'Z)
que tem [+ (2t +1) — (2d' + 1)+ 1 =1+ 2t + 1 — d = m elementos e

t I
T+ Z (w9; — woj41) + Zﬁjxj = 0 (mod n).

j=d'+1 j=1

Se d = 2d’' + 1 é impar, entao retiramos x; e consideramos a sequéncia

('IQd/+1)7 Lod! 43y - - -y Loty L2t+1, leJ v 7x7’l)
que tem m elementos e também verifica a tese. O
Agora, vamos enunciar e demonstrar alguns resultados que, junto com o Teorema [2.5),
prova o Teorema [2.1] para o caso em que n € primo e impar.

A Desigualdade de Cauchy-Davenport (Teorema 1.9) citada no Capitulo 1 no diz que
dados A e B dois subconjuntos nao vazios de Z/pZ. Entao

|A+ B| = min{p,|A| + |B| — 1},

onde A+ B={x € Z/pZ ; © = a+b(mod p),a € A,b € B} e |K| denota a cardinalidade
do subconjunto K de Z/pZ.

Esta desigualdade foi provada primeiramente por Cauchy em 1813 (nao publicado) e
depois redescoberta por Davenport [12] em 1947.

Por iteracao da Desigualdade de Cauchy-Davenport, obtemos o Corolario de-
monstrado no Capitulo 1, que afirma que, dados n > 2, p um primo e Ay, As, ..., A,
subconjuntos nao-vazios de Z,. Entao

Ay + Ay + ..+ Ay > min{p, Y |Ai| —n+ 1}

i=1
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Como consequéncia direta desta desigualdade, obtemos o préximo resultado.

s

Lema 2.6. Seja p um primo impar. Se N > p —1 é um inteiro e (xq,...,x5) € ZN €
uma sequéncia qualquer de interos nao divisiveis por p, entao, para cada b € 7, existem
sinais &1, ..., &n € {1, —1} tais que

&+ ...+ Evey = b(mod p).

Demonstragao. Escolhendo A; = {z;, —z;} C Z, (lembrando que estamos identificando o
inteiro x; com sua classe em Z,), para todo ¢ € {1,2,..., N}, e usando o Corolario m,
temos

N
|A; + Ao+ ... + Ay Zmin{p,Z\Aﬂ—N—i—l} = min{p, N + 1} = p,
i=1

ou seja,
|{l‘1, _$1} + {x27 _ZL‘Z} +...+ {I’N, —I‘NH > D,

o que implica imediatamente Zfil A; = Z,, concluindo a demonstracao deste lema. [

As afirmacoes do Teorema e do Lema implicam o resultado do Teorema [2.1
quando n = p é um primo impar, sendo a primeira afirmacao relacionada ao caso em que
nenhum dos elementos da sequéncia é zero médulo p e a segunda afirmacao relacionada
a0 caso em que a sequéncia contém pelo menos um elemento que é zero modulo p.

2.2.3 Sequéncias Completas de Inteiros

Nao temos conhecimento se a definicao a seguir ja apareceu anteriormente na litera-
tura. No entanto, no contexto do artigo [1], nos parece natural.

Definigao 2.7. Seja a sequéncia x = (xq,...,xx) € ZN. Dizemos que a sequéncia x ¢é
completa com respeito a um inteiro positivo m se, para cada positivo d|m, temos

{j € [N]|z; # O(mod d)}| = d —1.
Uma sequéncia completa de inteiros com respeito a um primo p é uma sequéncia que
contém p — 1 elementos nao divisiveis por p.

Vamos enunciar algumas propriedades de sequéncias completas:

Lema 2.8. Se (x1,...,zy) € ZN é completa com respeito a m e N > m entdo existe
Jo €N, 1 <jo <N, tal que (z1,...,Tjp—1,Tjos1,---,2n) € ZN71 € completa com respeito
am.
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Demonstragao. Sejam dy, ds, ..., ds os divisores positivos de m que satisfazem

Vamos assumir m > dy > dy > ... > dg, também que Dy = mme(dy,da, ..., dg) e o
conjunto Uy, = {j € [N]|z; # 0(mod dy,)}.

Vamos mostrar que |U; UUs U ... U Us| < m e que podemos escolher jo € [N]\ U; U
Uy U...UUs tal que a sequéncia (1, ..., %j,—1, Lj+1,- - -, Zn) ainda é completa.

Notemos a igualdade

Uy UUsU...UUg ={j € [N]|z; # 0(mod Dy)}.

Para justificar a afirmacao acima observemos que, dado 7 € Uy UUs U ... U Uy, se
xz; = 0(mod Dy), como Dy = mmc(dy,ds, ..., dy), entdo z; = 0(mod d;), para todo
1 =1,2,... k, contradizendo a hipotese de j € Uy UUy U ... U Ug. Portanto, U; U Uy U
... UU, C{j € [N]|z; # 0(mod Dy)}.

Por outro lado, seja j € {j € [N]|z; # 0(mod Dy)}. Se tivermos z; = 0(mod d;), para
todo i =1,2,...,k, entdo, como Dy = mmc(dy,ds, ..., dy), temos z; = 0(mod Dy), con-
trariando a hipdtese de j € {j € [N]|z; # 0(mod Dy,)}. Portanto, existe i € {1,2,...,k}
tal que z; # 0(mod d;), ou seja, j € U; C U UU,U...UUy. Assim, concluimos a inclusao

SeDk:Dk_l,entéoU1UU2U...UU;€:U1UU2U...UUk_1. Assim

UyUU,U...UU, =U, U Um.

Dip>Dy 4

Agora, para k participando da férmula acima, temos Dy > Dy_1 e Dy = mmc(Dg_1,dg) >
2Dy, pois Dy_1|Dyg.

Para k > 1, temos D, — Dy,_1 > Dy, — 1> dp_1 > dy — 1, pois Dy, > 2D, _4.

Como Dy = d; > dy — 1, deduzimos o seguinte:
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iUl U.. U < [+ Y U

D>Dy_q
= d—1+ ) |U
Dp>Dy_q
< Di+ Y (Dyp— D)
Dk>Dk_1

Dy + Y (D — Dyy)
k=2

= D,

< m

Como |Uy UUy U . ..U Us| < m, entao basta escolher um indice
jo € [N]\ (U1 UU U...UUsy).
L]

Lema 2.9. Se (11,...,xy) € ZV € completa com respeito a m e N > m, entdo exis-

tem indices {Jj1,j2, .., Jm-1} C [N] tais que a sequéncia (xj,Tjy,..., 25, ) € Z™ ' €
completa com respeito a m.

Demonstracdo. Da definicao de sequéncia completa temos N > m — 1, pois devem existir
ao menos m — 1 elementos que nao sao congruentes a zero médulo m. Tomando r =
N — (m — 1), basta aplicar o Lema r vezes para obtermos uma sequéncia com m — 1
elementos que continua completa com respeito a m. L]

Como consequéncia destes lemas obtemos o préximo teorema.

Teorema 2.10. Se (z1,...,x5) € ZN é completa com respeito a m, entio para cada
b € Z existe uma escolha de coeficientes &1, &, ...,y € {0,1} tal que

N
ijxj = b(mod m).

J=1

Demonstracao. Vamos proceder por indugao sobre m.
Para m = 1, para quaisquer que sejam os valores §;, z; e b, temos,
N
E &ixj = b(mod 1).
=1
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Agora, dado k£ > 2, suponha o teorema vélido para m < k, ou seja, existem §; € {0,1}
tais que

N
Zgjxj = b(mod m).

J=1

para quaisquer b € Z e m < k.

Suponhamos que a sequéncia (x1,Ts,...,Ty) seja completa com respeito a k. Sem
perda de generalidade, vamos assumir k 1 z;. Para qualquer a € Z, tomemos a como a
classe de a médulo k e dado um conjunto A de inteiros, consideremos A = {a ; a € A}.

Seja A; = {0,721} e iy = 1. Entdo |A;| = 2.

Agora, se possivel, vamos escolher is # i1 tal que A+ {0,2:,} # A;. Se existe tal 4o,
tomemos Ay = A; + {0, z;,}. Entéo existe um inteiro positivo ¢ tal que este procedimento
para em A;. Notemos que

Al CA C...CA

eque |[A > [A 4| +1>...>t+1.

Para completar nossa demonstracao ¢ suficiente mostrar que |A;| > k, pois neste caso,
é facil ver que A, = Z;, e assim, para todo b € Z, existe x € A; tal que T = b, ou seja,
x = b(mod k). Como z € A, entdo

xr = élxil + §2$i2 + ...+ ftftit,

onde & € {0,1} para j € {i1,d2,...,%:}. Assim, tomando & = 0, para j € [N]\
{i1,12,...,%:}, podemos concluir a congruéncia

N
ijxj = b(mod k).

Jj=1

Como k = |Zy| > |Ay| > |[Ai 1| +1 > |4 o] +2> ... > |A)|+t—1=1t+1, entdo
t<k-2

Sem perda de generalidade, tomemos i; = j para j € {1,2,...,t}. Como |{j €
[N]/z; # 0(mod k)}| > k—1, temos N > k—1> k—2>t. Além disso, rearranjando (se
necessario) os elementos restantes, podemos assumir k { z441, pois t < k — 1, logo existe
tal xpqq.

Agora, para todo j € N tal que t +1 < j < N temos A + {0,2;} = A;. Seja H o
subgrupo de Z; gerado por Z;,1. Temos A; + H = A;. Assim, A; é a uniao de alguns

subconjuntos de H. Logo

Zt - U(bi+H)a

i=1
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onde b; — b; ¢ H, para todos i # j. Entdo |4, = s|H|.

Seja k1 = mde(xiyq, k). Como k1 2441, temos k; < k e a sequéncia (x1, za,...,xyN) é
completa com respeito a k;. Pela hipétese de inducao, para cada b € Z, existem &; € {0, 1}
tais que

N
Z &ix; = b(mod ky).
i=1

Além disso, observamos a igualdade

N
{Z&xz(mod k‘l)/fj = 0,1,]: 1,2,...,N} :At.
i=1

Assim, como ki | k, k1 | 411, temos

{Z&xi(mod ki)/€ =0, 1} = {by(mod ky),ba(mod ki), ..., bs(mod ki)}.

i=1

O primeiro tem k; elementos, pois existem &; € {0, 1} tais que vazl &z = b(mod ky),
para todo b € Z. O segundo tem k; elementos, pois cada b;, j = 1,2,..., s é representante
uma classe diferente de Zy/H. Assim k; < s.

Temos |H| - x141 = 0(mod k) e < x4y >= H < Zj. Logo, como k; = mdc(k, x11),

entao "
|H|=0 (mod —) .
ka1
k — k
Como |H| > 1, temos |H| > o Portanto, |A;| = s.|H| > ki |H| > kl.k— = k. O
1 1
Corolério 2.11. Sejam m € N impar e a sequéncia (v1, 2o, ...,xx) € ZN completa com
respeito a m. Entao, para cada b € 7, existe uma escolha de coeficientes &1,&s, ..., N €

{1, —1} tais que

N
Z &y = b(mod m).

j=1

Demonstrag¢ao. Dado b € Z, consideremos C' = b+ x1 + x5+ ...+ xx. Como m é impar,
entao existe r € Z tal que m = 2r — 1. Assim, temos

1 = 2r(mod m)
C = 2rC(mod m)

Aplicando o Teorema para o nimero inteiro rC, existem ay, g, ..., ay € {0,1}
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tais que

N
Z ajz;(mod m) =

Jj=1

rC

2rC

N
2 Z a;xj(mod m) =

j=1

N
C = 2Zozjxj(m0dm):>

j=1
N
b+xi+x0+...+ny = 2Zaj:z:j(m0d m) =
j=1
N
b = Z(Qozj — 1)x;(mod m).
j=1

Tomando &; = 2a; — 1, entao temos

N
b= ijxj(mod m),
j=1
onde §; € {1, —1} para j =1,2,...,N. O

Este corolario nem sempre é valido para o caso em que m é par. De fato, basta
tomarmos m = 4 e a sequéncia (1,2,2,2) que é completa com respeito a 4. Qualquer
soma, com peso {1, —1}, desta sequéncia gera um nimero impar que, portanto, nao é um
multiplo de 4, contrariando o Coroldrio [2.11]

Este corolario é o resultado principal desta secao, pois podemos usé-lo para demonstrar
o Teorema 2.1 para o caso em que n é impar, que serd o nosso proximo objetivo.

2.2.4 O Caso em que n é fmpar

Teorema 2.12. Seja m € N impar. Se N > m + |logm| ez = (x1,79,...,2x5) € ZV,
entao existem Iy = {j1,Ja,---,Ji} C [N] com |Iy| =t = N — |log m| e uma escolha de
sinais &1, &, ..., & € {1, —1} tais que

Zfixﬁ = 0(mod m).

=1
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Demonstracao. e Se x é completa com respeito a m, pelo Lema 2.9 existem m — 1
indices j1, j2, ..., jm—1 € [N] tais que a sequéncia (z;,,zj,,...,2;, ,) também é
completa com respeito a m.

Escolhendo arbitrariamente j,., jmit1, --- 5 ji € [N]\ {J1,J2,- -+, Jm_1} vemos que a

sequéncia (z,,;,, ..., ;) continua completa com respeito a m. Assim, o Teorema
2.1] segue do Corolario 2.11]

e Supondo que z nao seja completa com respeito a m, entao existe d|m tal que

{j € [N]/z; #0(mod d)}| < d— 1.

Tomemos D como o maximo dos divisores de m que satisfazem esta propriedade.
Afirmamos que se f|m é tal que D|f, entéo

f

I{j € [N]/z; = 0(mod D), z; # 0(mod f)}| > 5 1.

De fato, vamos primeiro fazer algumas consideragdes sobre os conjuntos A = {j €
[N]/a; 2 O(mod f)} e B = {j € [N]/a; £ 0(mod D)}.

BCA , |Al>f-1 e |Bl<D-1
A\ B] = [A]—-|ANB]
= |A|—|B]
> (f-1)—(D-1)

S
|
S

I
Sl T~
| S |
|
N
S

v
|
—_

f

Além disso, D > 2 e D > 2. Portanto, temos

sz% e f>2D = f>D+%—1.

Agora, para justificarmos a afirmacao, vemos que se f = D este resultado é trivial.
Caso f > D e a afirmacao fosse falsa teriamos,

f

{j € [N]/z; = 0(mod D), z; # 0(mod f)}| < 5= 1.
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(S

{7 € [N]/z; #0(mod [)}| = [B|+[{j € [N]/z; = 0(mod D), z; # 0(mod [)}|
< (D-1)+ <%—1)

_ f
= <D+5—1)—1
< f-1

Dali, terfamos |[{j € [N]/x; # 0(mod f)}| < f — 1, contrariando a maximalidade de
D. Assim, concluimos a justificativa da afirmacao.

Tomemos, agora, os conjuntos I; = B e Iy = {j € [N]|/x; = 0(mod D)}. Seja
I3 C I o subconjunto maximal de I; de forma que existam o} € {1,—1}, com i € I3
tais que

Zagxi = 0(mod D).

i€l3
Observe que o caso em que I3 = () nao nos impedira de seguir o reciocinio abaixo.
Pelo Lema 2.4, |I; \ I5| < |log D|.
Assim, temos |I1| — |I3] < |log D] e, por hipdtese, t = N — |log m], onde N >
m + |log m]. Tomando k =t — |I3], temos

N — |log m] — |I3]

< N = llog m] + [log D] — 1]
< N —|L|
= |l

Assim, k < |I,|. Por outro lado, temos

ko= t—|I
> m— |13
> m— L]
> m—(D—-1)
= m—-—D+1
m
> 5

m
Esta ultima desigualdade se deve a fato de D > 2, D > 2 e, assim, temos

m22% e m>2D = m>D—|—%—l.
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Portanto, % <k <L

~ X
Tomemos agora T = (—j> :
D JEI2

m :
Os divisores de D sao todos os elementos da forma % tais que f|m e D|f. Assim,

{i €1/ 20 (mod LY} = 10 € 81/ = 0(mod D), # 0(mod 1))
/

> = —1.
- D

~ N . m
Portanto,  é uma sequéncia completa com respeito a —.

Pelo Lema [2.9, existe o conjunto I’ = {j1, ja,...,jm _ 1} C I, tal que a sequéncia
5—1

(B) (w2 -1
D/ jer D’ D’ 7 D

também é completa com respeito a —.

D
m
Como D < k < |I3|, entao podemos escolher I] tal que I' C I] C Iy e |I]| = k e,
T, , m
claramente, a sequéncia (—J) continua completa com respeito a —.
D/ jer D
1

Tomando b = ) 2]613 o’z 5, pelo Coroldrio|2.11} existem off € {1, —1} para j € [

Z ”xj = ——Za T <m0d —)

JeI; MSIE!

tais que

/

aj =), sej€ I3

_ " N ]
aj=af ;sej€el]

Zaj— =0 (mod %)

Jj€lo

Considerando [y = I3U ] e { temos

e [lo| =[] + [s] = k + [Is] =t = [Is] + [Is| = t = N — [log m].

Assim, concluimos a demonstracao do Teorema [2.12] O

De posse dos Teoremas e [2.12] observamos que o Teorema estd demonstrado.
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Capitulo 3

Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv com
Peso Qualquer

Antes de enunciarmos os objetivos deste capitulo, vamos dar alguma defini¢oes que
serao imprescindiveis para a compreensao de nossos estudos.

Seja (G, 4,0) um grupo abeliano. Vamos considerar o grupo abeliano G como um
Z-médulo. O expoente de GG, para G finito, é o menor inteiro k tal que kg = 0, para todo
g € G. Denotamos o expoente do grupo G por exp(G).

Definicao 3.1. Sejam S uma sequéncia finita de elementos de um grupo abeliano G e
n < |S| um nidmero natural. Dizemos que uma n-particao de S é uma cole¢ao de n
subsequéncias de S nao-vazias, disjuntas duas a duas, tais que cada termo de S pertence
a exatamente uma das subsequéncias e 0s termos em cada subsequéncia sao todos distintos
de modo que podem ser consideradas como conjuntos.

Uma subsequéncia rearranjada de S é uma sequéncia que, sob algumas permutacoes
de termos, é uma subsequéncia de S.

Observamos facilmente que uma sequéncia S tem uma n-particao se, e somente se,
o seu comprimento |S| é no minimo igual a n e cada termo de S tem multiplicidade no
maximo n, ou seja, cada elemento de G' que aparece em S pode figurar em, no maximo,
n posicoes distintas da sequéncia S.

Dado um subgrupo H de G, durante nosso estudo usaremos ¢y : G — G/H para
denotar o homomorfismo natural,

g — onlg)=g+H.

Esta definicao poderia nos levar a crer que, dado um subconjunto A de G, teriamos
¢u(A) = A+ H, mas, apesar de o conjunto A + H conter todos os elementos das classes
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em ¢g(A), o conjunto A+ H é um subconjunto do grupo G e o conjunto ¢y (A) é um sub-
conjunto do grupo G/H. Tendo esclarecido isso, podemos citar algumas propriedades que
sao facilmente deduzidas das propriedades do grupo quociente. Sejam A e B subconjuntos
de um grupo G abeliano e finito e H um subgrupo de G, temos:

(i) ¢u(A+ B) = ¢u(A) + ou(B);
(1) |[A+ H| = |¢u(A)| - |H|.

Paraw € Z e A C G, definimos wA = {wa / a € A}. Esta defini¢io difere da definigao
de hA dada na Introducao (Pdg. 1). E facil observarmos que |wA| < |Al, para qualquer
que seja A C G.

Neste capitulo, iremos mostrar que se S é uma sequéncia de m—+n —1 elementos de um
grupo abeliano finito G de ordem m e expoente k e se W = (w;)!, é uma sequéncia de
nimeros inteiros cuja soma € zero modulo k, entao existe uma subsequéncia rearranjada
(b;), de S tal que > | w;b; = 0. Este resultado estende o Teorema de Erdos-Ginzburg-
Ziv para o caso em que os elementos da sequéncia pertencem a um grupo abeliano qual-
quer, onde m = n e w; = 1 para todo i. Além disso, vamos mostrar que se S tem uma
n-particao A = Ay, ..., A, tal que |w;A;| = |A;| para todo i, entdo existe um subgrupo H
nao trivial de G e uma n-particao A’ = A}, ..., A, de S tal que

HQZwi.A;:{wlal—i-wzag—l—...—i-wnan/aieA;, i=1,2,...,n}
i—1

e |w;Al| = |AL|, para todo i.

Comecamos por enunciar a versao estendida do Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv, hoje
conhecido como o Teorema EGZ.

Teorema 3.2. (a) Seja G um grupo abeliano de ordem n. Seja I um conjunto de
indices e seja {a;}ier um conjunto indexado de elementos de G. Se |I| = 2n — 1,
entdo existe um subcongunto J C I, com |J| = n, tal que

Z a; = 0.
jeJ
(b) Sel|lI| =2n—2 e ndo existe um subconjunto J C I, com |J| =n, tal que y_..;a; =0,
entao concluimos que:

(i) O grupo G € ciclico.

(ii) Metade dos a,s sao iguais a v € G, a outra metade do a;s sao iguais a y € G,
onde x —y € um gerador de GG.
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Demonstragao. Para a parte (a), podemos observar em [I7] que, para grupos ciclicos e
finitos, a demonstragao deste item é consequéncia do Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv
para inteiros.

Agora, afirmamos que, se o teorema vale para os grupos G e K abelianos e finitos,
entao vale para o grupo G & K. De fato, sejam os grupos G e K abelianos e finitos tais
que |G| =m e |K|=n. Entao |G & K| =m -n. Agora tomemos a sequéncia

(a'17 ag, ... 7a2mn—1)

de elementos de GG @ K. Pela hipétese de que o teorema é valido para o grupo K temos
que, para cada subconjunto A de indices em {1,2,...,2mn — 1} com 2n — 1 indices,
existe um subconjunto B C A com n indices tal que a segunda coordenada do elemento
Y icp @i € igual ao Ok (elemento neutro do grupo K). Assim, construimos os conjuntos
B;, indutivamente, para 1 < j < 2m — 1, seguindo os seguintes passos

e Escolhemos um subconjunto A; de {1,2,...,2mn—1}\U,; Bx com 2n—1 indices.

e De A; escolhemos um subconjunto B; com n indices tal que a segunda coordenada
do elemento Ziij a; seja igual ao O.

Observemos que, se 7 < 2m — 1, entao

{1,2,....2mn =13\ | B;| = 2mn—1-(j—1)n

k<j

Y]

2mn —1—(2m —2)n
2n — 1.

o que garante a construgao até j = 2m — 1. Assim, a segunda coordenada dos elementos
Zzij x; sao iguais ao Ok, para 1 < j < 2m — 1 e, pela hipdtese de que o teorema vale

para o grupo G, existe um subconjunto de indices C' € {1,2,...,2m — 1} com m indices
tal que

22 ai = (06, 0r),

jEC i€B;
onde Og é o elemento neutro do grupo G. Esta soma é formada por |C| - |B;| = mn

elementos de G @ K. Assim mostramos que existe um conjunto de indices I = Uj co Bj €
{1,2,...,2mn — 1} tal que ) ,.;a; = Ogex que é o neutro de G @ K, completando a
demonstracao da afirmagcao.

Agora, vamos proceder a demonstragao do item (a) para um grupo G abeliano e finito
qualquer. Pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos, podemos decompor
G da seguinte forma

G=2C,, ®C,d...0C,,.
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Sabemos que o teorema vale para os grupos C., e C,,, pois eles sao ciclicos e finitos.
Portanto, tendo em vista a afirmagao que demonstramos, concluimos que o teorema vale
para o grupo C,, @ C.,.

Suponha agora que o teorema seja valido para o grupo C, & Ce, ® ... ® C,,_,. Por
nossa afirmagao demonstrada e sabendo que C,, ¢ ciclico e finito, vemos que o teorema
também vale para o grupo

(Ce,®Ce,®...0C,, )0 C,,.
Logo, pelo processo de indugao finita, fica claro que o teorema é valido para o grupo G.

A parte (b) é entendida como a solu¢ao de um problema inverso. A demonstragao das
partes (b)(i) e (b)(ii) nao serd feita devido a sua extensao, mas elas podem ser deduzidas
das referéncias [§] e [10], respectivamente. O

Este teorema estimulou o crescimento do atual campo de desenvolvimento da Teoria
de Ramsey de soma-zero e tem sido objeto de numerosas e variadas generalizagoes.

No inicio de 1990, N. Alon demonstrou a seguinte conjectura de Y. Caro, para o caso
de n = m, com m primo.

Conjectura 3.3 (Y. Caro). Dados os inteiros n e m, comn > 2 e S = (b)) 1" ! uma

sequéncia qualquer de nimeros inteiros. Se W = (w;)l~, € uma sequéncia de nimeros

n
inteiros tais que E w; = 0(mod m). Entao existe uma subsequéncia rearranjada (bj, )",
i=1

de S tal que

Zwibji = 0(mod m).

=1

N. Alon comunicou-se com A. Bialostocki e Y. Caro e logo depois a demonstragao
desta conjectura foi estendida para n arbitrario e m primo. Entretanto o caso geral do
problema nao foi resolvido. Alguns anos mais tarde esta conjectura foi incluida em uma
pesquisa de Y. Caro em problemas combinatdérios de soma zero [I1], onde uma referéncia
foi feita para a prova do caso em que n é arbitrario e m é primo [7], a qual nao foi
publicada.

Pouco tempo depois, Y. Hamidoune publicou dois artigos onde, no primeiro ele provou
uma forma equivalente & Conjectura de Y. Caro (em uma defini¢do mais geral do grupo
abeliano) sob a condi¢ao de que cada w;, para ¢ € {1,...,n — 1}, fosse coprimo com m
[27], e na segunda ele introduziu a seguinte conjectura que ele verificou para n = m [28].

Conjectura 3.4 (Y. Hamidoune). Sejam n > 2, m inteiros, uma sequéncia S de m+n—1
elementos de um grupo abeliano finito G de ordem m e W = (w;)"_, uma sequéncia de
numeros inteiros cuja soma € zero modulo m. Se a multiplicidade de cada elemento de
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S € no mazrimo n e se cada w;, para i < n — 1, é relativamente primo a m, entao existe
um subgrupo H nao trivial de G tal que, para cada h € H, existe uma subsequéncia

rearranjada (bp,), de S com
> wiby, = h.
i=1

Nenhum progresso foi feito em qualquer uma das conjecturas até 2003, quando W.
Gao e X. Jin estabeleceram a Conjectura de Y. Caro (3.3) no caso de m = p?, para p
primo [19].

Em 2006, D. J. Grynkiewicz demonstrou, em [23], o seguinte teorema, que é o principal
resultado deste capitulo.

Teorema 3.5. Sejam m, k e n > 2 inteiros positivos. Se S € uma sequéncia de m—+n—1
elementos de um grupo abeliano nao trivial G de ordem m e expoente k e W = (w;)?_, é
uma sequéncia de numeros inteiros cuja soma é zero modulo k, entao:

(i) existe uma subsequéncia rearranjada (b;)?_; de S tal que Y . w;b; =0 e

(ii) se S tem uma n-particio A = Ay, ..., A, tal que |w;A;| = |A;|, para todo i, entao
existe um subgrupo H nao trivial de G e uma n-particao A" = A, ..., A!, de S com
\w; A = |Al|, para todo i, tal que H C Y7 w;. AL

Notemos que o exemplo onde m = k = n,

m—2 m—1 m—1
— ——
W=(1...,1,02) eS=(-10,...071...0),

com G = Z,, ciclico, mostra que no teorema acima, nao podemos exigir que a subsequéncia
(b)), de S seja uma subsequéncia verdadeira (incluindo os indices dos elementos) de S.
Vamos ilustrar este argumento com alguns exemplos:

m—2 m—1 m
—— ——
i) W=(,....,1,0,2) e (b), = (~1,0,...,0), implicam » w;b; = —1
=1
m—2 m—1 m
— ——
(i) W=(1,....,15,0,2) e (b), = (0,...,0, 1), implicam » _w;b; = 2
=1
m—2 m—1 m
— ——
(iii) W=(1,...,1,0,2) e (b)i, = (—=1,1,..., 1), implicam » w;b; = m — 2

=1

(iv) W=(1,...,1,0,2) e ()1, = (0,...,0,1,0), implicam » _w;b; = 0

i=1
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Observe que no exemplo (iv) a ordem dos elementos de S foi alterada na construgao
da subsequéncia (b;); para que fosse possivel escrever a soma cujo resultado é nulo.

E facil ver que o Teorema confirma completamente a Conjectura 3.3l Sabemos
também que, se w; for coprimo com m, entao |w;A;| = |A;.

Corolario 3.6. O Teorema implica a Conjectura[3.4), desde que pelo menos uma das
sequintes condigoes seja valida:

(a) w, € coprimo com m, ou

(b) n>m, ou

(c) cada termo de S tem multiplicidade no mdzimo n — 1.

Observagao: Vamos mostrar que ambas as condigoes (b) e (c¢) implicam que existe
uma n-partigao de S com pelo menos um conjunto A; de cardinalidade um.

Demonstragao. (a) Por hipdtese da Conjectura [3.4, w; é coprimo com m para todo
i€ {1,2,...,n—1}. Se w, é também coprimo com m, entdo, para qualquer n-
partigdo A de S, obtemos |w;A;| = |A4;| para todo i € {1,2,...,n}. Com esta
afirmagao podemos aplicar o Teorema [3.5| e, assim, concluir a Conjectura |3.4

Neste momento, vamos mostrar que as condigoes (b) e (¢) implicam que existe uma
n-particao de S com pelo menos um conjunto A; de cardinalidade um.

(b) Vamos supor que, para qualquer n-particaio A = Ay, A, ..., A, de S, |4A;| > 2.
Como n > m, obtemos

2n <) |Ai| =|S|=m4+n—-1<n+n—1=2n-1,
i=1
o que é um absurdo. Portanto, existe uma n-particao A de S com pelo menos um

conjunto A; de cardinalidade um.

(c) Consideremos a sequéncia S escrita da seguinte forma

S = (ala ag, ..., dmin—2, am+n71)-

Consideremos também a subsequéncia S* = (ay, as, ..., Gpin_2)-

Se cada termo de S tem multiplicidade no méaximo n — 1, entao o mesmo acontece
em S*. Além disso, como |S*|=m+n—-2=m+ (n—1)—1em > 1 entdo existe
uma (n—1)-particao A* = Ay, As, ..., A,_1 de S*. Tomando A,, = {a;1n_1}, temos
que a colecdo A = Ay, Ay, ..., A1, A, é uma n-particdo de S com |4, | = 1.
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Dada uma das condigoes (b) ou (c), existe uma n-particaio A = Aj, As,..., A, de
S com pelo menos um conjunto A; de cardinalidade um. Reindexando a n-parti¢cao A,
podemos considerar que o conjunto de cardinalidade igual a um seja o conjunto A,,. Dada
a hipdétese da Conjectura de w; ser coprimo com m, para todo i € {1,2,...,n — 1},
temos

lw; A;| = |A;| para i € {1,2,...,n— 1} e, além disso, |w,A,| =1 = |A,|.

Unsando esta n-particao, podemos aplicar o Teorema e, novamente, concluir a
Conjectura O]

Para finalizar esta sec¢ao, citamos o artigo [25], onde D. J. Grynkiewicz et al enunciam
dois exemplos que mostram que a Conjectura nao se verifica para o caso geral. Sao
eles:

EXEMPLO 1: Seja G = C, o grupo ciclico de ordem p, onde p = —1(mod 4) é um

1
primo e n = pT Agora, considere

(n—1)/2 vezes (n—1)/2 vezes
7\ 7\

W=(1,1,...,1,~1,—1,...,—1,0)

uma sequencia de inteiros e tome

n vezes n vezes

n vezes

—— e ~—
S:(0707"'7079797'"7g72g72g7"'729)7
onde g € G\ {0}. Assim, |W|=mn, |S| =3n=|G|+|W|—-1, > e w = 0 e, ainda,

(n—1)/2 (n—1)/2 11

S (W, S) = 2{09,29}—2{0g,29} o\ (L2 T g,

onde Xy (W, S) representa o conjunto de todas as somas de |W| = n elementos de S com

peso em W e 25"11 /2{0, 9,29} é o conjunto de todas as somas possiveis de (n — 1)/2
elementos do conjunto {0, g,2¢g}.

Como G nao esta contido em Xy (W, S) e |G| = p é primo, entdo G néo possui
subgrupo diferente do trivial e, assim, X (W, S) nao contém um subgrupo nao trivial
de G.

EXEMPLO 2: Seja G = (), o grupo ciclico de ordem m, onde m = 2", para algum
natural r, e n = m — 1. Agora, considere

(n—1)/2 vezes (n—1)/2 vezes
7\ 7\

Ve

wW=(1,1,...,1,-1,—-1,...,—1,0)
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3.1. TEOREMA DE EGZ COM PESO

uma sequencia de inteiros e tome

n vezes n vezes

—— —_—
S:<0707"'707g7g7"‘7g)7

onde g € G é um elemento de ordem m. Assim, |W| = n, S| = 2n = |G| + [W] — 1,
Y wew W =0 e, ainda,

(n—1)/2 (n—1)/2

Ew(W.S)= > {09} = D {0.9} =G\ {5a}.

i=1 i=1

Como todo subgrupo nao trivial de G = Z/2"7Z contém o unico elemento de ordem 2,

m
denotado por 59 segue que X |(W, ) ndo contém um subgrupo nao trivial de G.

Perceba que, nestes dois exemplos, as hipéteses do Corolario 3.6/ nao se verificam.

3.1 Teorema de EGZ com Peso

Definiremos, agora, algumas propriedades parecidas com as que vimos no primeiro
capitulo, mas que serao de muita importancia para a demonstragao dos resultados deste
capitulo.

Definicao 3.7. Dado um grupo abeliano G, um conjunto A C G € dito H-periodico se
ele € a uniao de classes em G/H, para algum subgrupo H de G.

Note que essa definicao de periddico difere ligeiramente da definicao usual dada no
primeiro capitulo, permitindo que H seja o subgrupo trivial.

Consequentemente, temos
Definicao 3.8. Dado um grupo abeliano G, diz-se que A C G € maximalmente H -
periodico se A € H-periodico e H € o subgrupo maximal em que A € periodico.

Um conjunto que é mazximalmente H-periddico, com H = {0} o grupo trivial, é dito
nao-periodico e, caso contrario, nos referimos a A como nao-trivialmente periodico.

Neste caso, podemos demonstrar algumas propriedades bem interessantes:
Proposicao 3.9. Seja G um grupo abeliano e H um subgrupo nao trivial de G. Dados

A e B subconjuntos de G':

(a) O congunto A C G € mazimalmente H-periddico se, e somente se, H = {z €
G;x+ A=A}, ouseja, H= H(A), o estabilizador de A.
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3.1. TEOREMA DE EGZ COM PESO

(b) Se A é H'-periddico, para algum subgrupo H' de G, entao A + B é também H'-
periddico e, além disso, H' € também um subgrupo do grupo H em que A+ B é
mazimalmente H-periodico.

(c) Se A € maximalmente H-periddico, entio ¢ (A) é ndo-periddico.

Demonstra¢ao. (a) Como o grupo G é abeliano e H é um subgrupo de G, entao existe
um conjunto K de indices tal que

G/H = | J(z:i+ H),
ieK
onde cada z; é um elemento do grupo G.

(=) Sendo o conjunto A maximalmente H-periddico, entdo A é H-periédico e pode-

mos escrever
A= J(@i + H),
icJ
para algum J C K.

Primeiramente, temos

A+H=J@i+H) +H=J@+H+H) =|J@+H)=A

icJ icJ icJ

Agora, suponha que exista g € G tal que g+ A = A e g ¢ H. Considere, entao, o
subgrupo H' de G definido por H' = (H, g) (subgrupo gerado pelos elememtos do
conjunto H U {g}). Fica claro que H < H', g € H' e, ainda, A = A+ H’', ou seja,
existe um conjunto L de indices tais que

A = U(Il +H/>,

1€l

onde cada z; é um elemento do grupo GG. Portanto, A é H'-periédico e chegamos
a um absurdo, pois H’ contraria a maximalidade de H. Logo, nao existe tal g e,
assim, H ={r € G ; v+ A= A}.

()Se H={xe€G; x+ A= A}, entao A = A+ H, ou seja, existe um conjunto
de indices J C K tal que

A=+ H).
ieJ
Com isso, vemos que A é H-periédico.

Agora, suponha que exista um subgrupo H* de G tal que A é H*-periédico e |H| <
|H*|. Assim, existe um conjunto L de indices tais que

1€L
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3.1. TEOREMA DE EGZ COM PESO

(b)

onde cada x; é um elemento do grupo G. Além disso,

A+ H =@+ )+ H = J@wi + H + H) = | J(z: + H") = A.

i€l 1€l 1€l

Com isso, concluimos que H* C H, o que é um absurdo. Portanto, nao existe tal
H* e, assim, A é maximalmente H-periddico.

Para o grupo G abeliano e H' um subgrupo de G, entao existe um conjunto K de
indices tal que

G/Hl = U(IZ + H/),
ieK
onde cada z; é um elemento do grupo G.
Como o conjunto A é H'-periédico, entao podemos escrever
A= @+ H),

ied

para algum J C K. Agora, temos
A+B = |J@+H)+B
ieJ
ieJ

= Ulwi+B)+H

icJ

E evidente que, para cada i € J, o conjunto (x; + B) + H' é uma colegao de classes
de G/H'. Portanto, existe um conjunto de indices L C K tal que

A+ B = J@+H),

i€L
ou seja, A+ B é H'-periddico.

Além disso, como A + B é maximalmente H-periddico, pelo item (a), temos

H={zreG;z+(A+B)=(A+B)}.
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3.1. TEOREMA DE EGZ COM PESO

Tomemos h' € H'. Assim, temos
W+A+B = W+ @+ H)
i€l
i€l

= (J@+H

1€L

— A+B

Com isso, vemos que h' € H. Portanto, como h’ é arbitrario, entao H' C H.
(c) Como A é maximalmente H-periddico, entao, pelo item (a), temos que H = {x €
G; x4+ A=A}

Consideremos o grupo G/H. Assim, O¢/y = H e ¢i(A) C G/H. Vamos considerar
que, no grupo G/H, temos ¢g(A) = A+ H.

Vamos, agora, encontrar as classes x + H € G/H tais que x + H + ¢ (A) = o (A).

Temos

(24 H) +6n(A) = ou(4)=
(x+H)+(A+H) = (A+H)=
r+A+(H+H) = A+H=
r+A+H = A+ H=

r+A = A

Com esta 1ltima igualdade, temos x € H, ou seja, a classe v+ H = H = 0g/g. Com
isso, vemos que ¢ (A) é maximalmente K-periddico, onde K = {H} = {Og/n} C
G/H, ou seja, ¢y (A) é ndo-periddico.

]

Uma outra ferramenta importante seré definida a seguir.
Definicao 3.10. Dados um grupo abeliano G, um conjunto A C G e um subgrupo H de
G, um H-hole de A é um elemento a € (A+ H) \ A.

Comecamos por afirmar um resultado obtido a partir do Corolario [1.20], que, por sua
vez, € uma consequéncia do classico Teorema de Kneser para somas de subconjuntos de
um grupo abeliano finito que foi demonstrado no primeiro capitulo.

Teorema 3.11 (Kneser). Sejam G um grupo abeliano de ordem m e Ay, As, ..., A,
uma cole¢io de subconjuntos finitos e nao vazios de G. Se > " | A; € mazimalmente
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H-periodico, entao

Z¢H

>Z|¢H ) —n+1.

Demonstra¢ao. Observemos que os conjuntos

ng (ZAZ> = Z¢H(Az) (§] ¢H(Az)7 paraz' = 1,27...,71,
=1 =1

sdo subconjuntos do grupo G/H.

Pelo ftem (c) da Proposicao 3.9 o conjunto Y7, ¢y (4;) é nao-periédico em G/H,
ou seja, y 4 ¢r(A;) é maximalmente K-periédico, onde K = {0¢/n} C G/H.

Aplicando o Corolario aos subconjuntos de G/H, temos

>Z|¢H I = (n—1).|K].

Como |K| = 1, concluimos

>Z|¢H )l —n+1.

]

O caso em que m é primo é conhecido como o Teorema de Cauchy-Davenport, que
também consta no primeiro capitulo, e foi o instrumento original utilizado na prova da
Conjectura [3.3] para m primo.

Corolario 3.12. Se A+ B € mazimalmente H-periddico e p = |A+H|—|A|+|B+H|—|B|
¢ o numero de H-holes em A e B, entdo o Teorema de Kneser implica:
(a) [A+B| = |A[+[B| - [H[ +p.

(b) Se A ou B contém um elemento que € o unico de sua H-classe, entio |A + B| >
|Al +[B] - 1.

(c) Se> " | A; é mazimalmente H-periddico e Y . (|A; + H| — |A;]) € o nidmero total

de H-holes nos conjuntos A;, ondei € {1,2,...,n}, entao | 1 A;| > >0 A —
(n = DIH[+p.
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Demonstragao. (a)

Al + Bl = [H|+p = |Al+|B] - [H|+ (A+ H[-[A[+[B+ H| - [B])
= |A+H|+|B+H|-|H|

(%)
< |A+ B|

(%) Pelo Teorema que é consequéncia do Teorema de Kneser.

(b) Suponha, sem perda de generalidade, que o conjunto A contenha um elemento que
¢ o tinico de sua H-classe. Afirmamos que existem pelo menos |[H| —1 H-holes em
A, ou seja,
|[A+ H|—|A| > |H| - 1.

Para justificarmos esta afirmacao, considere que o elemento a € A é o tinico de sua
H-classe em G/H, temos

|A+ H|

[(A\{a}) + H]U (a + H)|
(AN {a}) + H| + |a + H|
[(AN\A{a})| + |a + H]

= |Al—-1+]a+ H|

Al =1+ |H]

Al + [H] =1

v

Agora, temos p > |H| — 1 e, pelo item (a), temos também
|A+ Bl = [Al +|B| = |[H[ + p = [A| + |B| = [H| + (|[H] = 1) = |A] + [B| - 1,
concluindo a demonstracao.

(c)

YAl = —=D[H[+p = > |Al = (n—=1IH|+ D (|4 + H| - |Ai)
=1 =1 =1
= > A+ H| - (n—1)[H|
=1
< Al = (n—1)|H|
=1

>4
i=1
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(%) Pelo Corolario que é consequencia do Teorema de Kneser.
]

Lembrando que, no inicio da Se¢ao 1.2, definimos 74 5(g), onde A e B sdo subconjuntos
de um grupo abeliano e g é um elemento deste grupo, como

ran(g)={(a,b) /g=a+b,ac Aebe B}
entdo podemos enunciar o seguinte resultado que foi citado em [3§].

Teorema 3.13 (Kemperman-Scherk). Sejam A e B dois subconjuntos finitos e nao vazios
de um grupo abeliano G. Entdao rap(c) > |Al + |B| — |A + B|, para qualquer ¢ € A+ B.

Demonstragao. Se |A+B| > |A|+|B|—1, a afirmagao é trivial. Sendo assim, suponhamos
|A+ B| = |A|+|B| —k, para algum k > 2. Vamos mostrar que r4 g(c) > k, para qualquer
ce A+ B.

Tomemos H = H(A + B) e, além disso, fixemos uma representacao ¢ = ag + by, onde
ap € Aeby € B. O Teorema de Kneser (Teoremal[l.18) nos diz que se |A+ B| < |A|+|B|,
entao

|A+ B|=|A+H|+|B+ H| - |H]|

Portanto,

[(A—ao) NH|+[(bo —B)NH| = [AN(ao+ H)|+|BN(bo+ H)|
|H| — [(ao + H) \ A| + [H| — |(bo + H) \ B
2|H| = [(A+ H)\ Al = (B + H)\ B
2|H| = (|JA+ H| - |A]) = (|1B+ H| - |B])
= 2|H|—-|A+ H|+|A|—|B+ H|+ |Bj|

|H| +|A|+ |B| - (|A+ H| + |B + H| — |H)
= |H[+ |A|+[B| - |A+ B|

|H| + k

\Y

Assim, pelo Principio da Casa dos Pombos, (A — ag) N H e (b — B) N H possuem
pelo menos k elementos em comum. Portanto, cada par (a,b) tal que a € A, b € B e
a — ap = by — b nos fornece uma para a + b = c¢. Logo rap(c) > k como querfamos
demonstrar. O

Demonstramos o Teorema [3.13|usando o Teorema de Kneser. Entretanto, este teorema
¢é datado de 1951, quando Moser propos na American Mathematical Monthly um problema
que pode ser formulado da seguinte maneira:
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Para A e B subconjuntos finitos do grupo Toro, R/7Z, tal que
0€ ANB eryp(0) =1, prove que |A+ B| > |A| +|B| — 1.

Em 1955 (veja [46]) Scherk publicou uma solugao que assume A e B subconjuntos de
um grupo abeliano arbitrério (ndo necessariamente o grupo toroidal). O argumento de
Scherk requer pequenas modificacoes para produzir a demonstracao do Teorema|3.13} mas
estas modificacgoes s6 foram estabelecidas apds a publicacao de dois artigos de Kemperman
[132], [33]] que estabelecem a versdo completa do Teorema [3.13] Com efeito, no segundo
dos dois artigos, Kemperman atribui o teorema a Scherk. Por outro lado, na sua solucao do
problema de Moser, Scherk indica que o argumento segue as idéias de seu trabalho anterior
que foi desenvolvido em conjunto com Kemperman. Com isto em mente, acreditamos que
o teorema deve levar os dois nomes.

Como consequéncia deste teorema, temos o

Corolario 3.14. Sejam A e B subconjuntos finitos e nao-vazios de um grupo abeliano G
com |B| > 2. Se existe b € B tal que A+ B # A+ (B\{b}), entao |A+B| > |A|+|B|—1.

Demonstracdao. Por hipdtese, existe um elemento g € A + B cuja expressao como soma
g = a+b, para algum a € A, ¢ 1nica, ou seja, a4 p(g) = 1. Assim, pelo Teorema [3.13]
temos 74,5(g) > |A| + |B| — |A + B|, ou seja,

|A+ B| > |A|+|B| - 1.

]

Podemos, agora, comegar a prova do Teorema [3.5] Na prova vamos considerar essen-
cialmente uma n-partigao de conjuntos A = Aj,..., A, de S que maximiza iterativa-
mente Y . [wiA;|, | D wiAil e i | (wiA;)|, onde Y w; A; é maximalmente H-
periédico. Com o uso do Teorema de Kneser, seremos capazes de mostrar que podemos
remover algum termo b € S a partir da particao de conjuntos A deixando a terceira quanti-
dade maximizada inalterada. Se a segunda quantidade maximizada também é preservada,
entao isto nos permitira colocar o termo b de volta para a n-particao de conjuntos, de tal
modo a preservar a primeira quantidade e aumentar uma das duas quantidades posterio-
res, uma contradigdo, a menos que o termo ¢ (b) esteja contido em cada conjunto w;A;,
casoem que H = > " w;b+H C > ", w;A; seguird do Teorema de Kneser, completando
a prova. Por outro lado, se remover o termo b a partir do seu conjunto w;A; destruir
a segunda quantidade maximizada, entao usaremos Corolario para mostrar que o
conjunto w;A; adiciona localmente muitos elementos para o conjunto soma Y ., w; A;.
Um argumento extremo serd entao usado para mostrar que em ambos os casos deve haver
um termo de S que pode ser removido de A preservando as duas quantidades posteriores
maximizadas, ou entao haverda muitos conjuntos w;A; que adicionam localmente muitos
elementos em )., w;A;, o suficiente para que possamos concluir que o conjunto soma
>, w;A; tem cardinalidade grande o suficiente para representar cada elemento de G.
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Para demonstrarmos o Teorema |3.5| vamos enunciar alguns resultados particulares.
Para todos estes resultados vamos considerar m, k e n > 2 inteiros positivos, uma
sequéncia S de m + n — 1 elementos de um grupo abeliano nao trivial G' que possui
ordem m e expoente k e W = (w;)!; é uma sequéncia de nimeros inteiros cuja soma é
zero médulo k.

Lema 3.15. Se exmiste x € S cuja multiplicidade seja maior ou igual a n + 1, entao
podemos concluir as teses do Teorema 3.5

Demonstracao. Se existe x € S cuja multiplicidade seja no minimo n + 1, entao S nao
possui uma n-partigao, pois, caso contrario, existiria um indice j € {1,2,...,n} tal que a
multiplicidade de x em A; seria maior ou igual a 2, o que ¢ um absurdo dada a defini¢ao
de n-particao de uma sequéncia.

Além disso, dada a sequéncia W = (w;)’,, com w; € Z, para todo i = 1,2,...,n,
e Y, w; = 0(mod k), basta tomarmos (b;)?_; onde b; = z, para todo i = 1,2,...,n, e
assim teremos

iwi.bi = iwi.x =z. iwi =uz.(t.k) =t (kx)=0
i=1 i=1 =1

donde podemos concluir a demonstracao do Teorema |3.5] [

Lema 3.16. Se existe uma n-particio A = Ay, Ay, ..., A, de S de tal maneira que
Yo lwiAi] seja mazimal e, além disso, |w;A;| < |A;| para todo i, entio podemos concluir
as teses do Teorema [3.5

Demonstracao. Em primeiro lugar, observamos que a segunda parte do Teorema [3.5] se
verifica, pois nao existe uma n-partigao A* = A}, A5, ..., A} tal que |w;Af| = |Af|. De
fato, se existisse tal n-parti¢do terfamos > ;| Jw;AF] > >°7  |w;A;|, o que seria uma
contradigo & maximalidade de Y1 | |w;A4;].

Dado um indice j € {1,2,...,n}, como |w;A;| < |A;|, tomemos b,b' € A; tais que
wib=w;b eb#U.

Se existisse um indice r tal que w,b ¢ w, A,, entdo a n-partigao A’ = A}, A, ... A}
dada por A} = A;\ {b}, A, = A, U{b} e A} = A; para i # j,7 nos forneceria |w;A’| =
\w;Ajl, |w,ALl = |w, A, |+ 1 e |w; Al < |w;A;| para i # j,r contradizendo a maximalidade

de D0 Jwidy].

Assim, podemos assumir w;b € w;A;, para todo i € {1,2,...,n} e podemos escolher
(b)), de forma que w;b; = w;b, para todo i € {1,2,...,n}, de onde temos
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completando a demonstracao do Teorema (3.5| O

Lema 3.17. Se existe uma n-particio A = Ay, Ay, ..., A, de S de tal maneira que
\w; Ai| = |Ail, para todo i € {1,2,...,n}, e, além disso, | Y, w;A;| > m, entao podemos
concluir as teses do Teorema [3.3.

~ n ~ n .
Demonstragcdo. Como | > " w;A;| > m, entdo >, w;A; = G e assim

0e G = zn:szZ,
i=1

ou seja, existe uma subsequéncia (b;)"; de S, onde cada b; € A;, tal que Y ., w;b; =0 e
assim completamos a demonstragao da primeira parte do Teorema |3.5]

Para demonstrarmos a segunda parte, basta escolhermos H = G C Y " w;A; e,
assim, teminamos a demonstragao. 0
Lema 3.18. Se existe uma n-particao A = Ay, As, ..., A, de S de tal maneira que
\w; A;| = |A;], para todo i € {1,2,...,n}, e, além disso, | Y, w;A;| < m, entao podemos

concluir a desigualdade

i <D widil —n 41, (3.1)
=1

Demonstrag¢do. Como | >  w;A;] < m e ainda temos as hipGteses |S| = m+n—1e
\w; A;| = |A;], para todo i = 1,2,...,n, entao > | |w;A;| =1, |Ai| = |S] e, portanto,

= |S|—-n+1

= ) Al -n+1

i=1
= Z wi As| —

e assim temos

>wa,

=1

<Z]wz | —n+1
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Lema 3.19. Suponha que exista uma n-particao A = Ay, As, ..., A, de S, com |w;A;| =
|A;], para todo © € {1,2,...,n}, e |> 1, wA;| < m, entdo Y., w;A; é mazimalmente
H-periodico para algum subgrupo H proprio e nao trivial de G.

Demonstrag¢do. Tome o subgrupo H = H(Y !  w;A;) de G, que é o estabilizador de
Sor wiA;. Assim, Y w;A; é maximalmente H-periédico. Vamos mostrar que H é
préprio e nao trivial em G.

Pelo Lema temos

n
g w; A;
i=1

=1

Por outro lado, aplicando o Teorema de Kneser (Teorema [3.11]), temos

Z br(w;A;)
=1

> lom(wid)| —n+ 1.
i=1
Portanto, temos
D lon(wid) —n+1 < Y bu(wiA)
i=1 i=1
= |én (Z wiAi>
i=1
i=1
i=1
< (Z lw; 4] — n + 1) | H|
i=1

=1

L |H]

Desta desigualdade, temos Y | [og(w;A;)] < >, |w;A;|. Se, de fato, H = {0},
entao terfamos a igualdade. Portanto H é nao trivial em G.
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Por outro lado, se H = G, pelo item (ii) da Proposigao temos

=1 =1

um multiplo de |H| = |G| = m, contrariando a hipétese | > | w;A;| < m. Portanto, H
¢ um subgrupo préprio de G.

]

Lema 3.20. Se existe uma n-particio A = Ay, Ay, ..., Ay, de S tal que |w; A;| = |A;|, para
todoi € {1,2,....,n}, | > wiA| <m e ainda Y  w;A; é mazimalmente H-periddico
para algum subgrupo H proprio e nao trivial de G, entao existe algum indice j > 2 tal
que wjA; ndao contém um elemento que € o unico de sua H-classe em w;A,.

Demonstracao. Suponha que todo w;A;, com i > 2, contém um elemento que é o 1inico
de sua classe em G/H, entdo afirmamos que existem ao menos (n — 1).(|H| — 1) H-
holes entre todos os conjuntos w;A;. Para justificarmos esta afirmacao, observemos que
o item (b) do Corolério nos garante que o numero de H-holes em cada w;A;, para
1=2,3,...,n, é dado por

Como este resultado vale para todos os conjuntos w;A; para 2 < i < n entdo o nimero
total de H-holes entre os conjuntos w;A;, i = 2,3,...,n, é dado por

S e = (0= 1.(H| - 1),

Tomando p = ) !, p; o nimero total de H-holes entre os conjuntos w;A;, i =
1,2,...,n e usando item (c) do Corolario temos
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=1

> S jw il = (n—1)[H| + p
=1

> > Jwidil = (n = DIH|+ > p;
i=1 i=2
> Y fwidy| = (n = 1)[H| + (n = )(|H| - 1)
i=1
= ) |wiA| = (n—1D[H|+ (n— D|H| —n+1
i=1
= ) |widi] —n+1,
i=1
o que contradiz a inequagdo (3.1) no Lema [3.1§| O

Lema 3.21. Se a sequéncia S possui uma n-particio A = Ay, As,..., A, de S de tal
maneira que |w;A;| = |A;|, para todo i € {1,2,...,n}, |> 0 wiA| <m, Yo wA =
X C G € maximalmente H-periodico, para algum subgrupo H de G proprio e nao trivial
e, além disso, A foi escolhida dentre todas as n-particoes de S com estas propriedades tal
que > 7 lop(wiA;)| € maximal, entdo a equagao

J Jj—1
D widi = widi +wi(A;\ {b}), (3.2)
i=1 i=1
para algum b € A; tal que ¢pp(w;A;) = ¢u(w;(A4; \ {b})), € vdlida.

Demonstracao. Pelo Lema existe um indice j > 2 tal que w;A; nao contém um
elemento que ¢ o tnico de sua H-classe em w;A;.

Agora, vamos supor que a equagao (3.2) nao seja valida. Pelo Corolério |3.14] temos

Seja [, onde 2 <[ < n, o menor inteiro tal que podemos reindexar w;A; de que forma
que

> + |wpAg| =1 , para todo k > 1. (3.4)

k k—1
E w; A; E w; A;
i=1 i=1
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Pelas conclusoes dos dois ultimos paragrafos e usando a reindexacao, se necessario,
podemos assumir j = n no paragrafo anterior e, assim, segue que [ existe. Além disso,

-1
E w; A;
i=1

pois, caso contrario, poderiamos aplicar (3.4) iterativamente e terfamos

n
i=1

que contradiz a inequacao (3.1) do Lema |3.18]

-1
<) fwidil = (1= 1) +1 (3.5)
=1

> Jwidi| = (n—1)
=1

Se Zi;} w; A; fosse nao periddico, ou seja, o estabilizador H (Zi: wiAl-) = {0}, entao
o Corolario [1.20l nos daria

-1 -1
sz‘Ai > Z lw; A;| — (1 —2),
i=1 i=1

contrariando a inequacgao (3.5). Assim, pela maximalidade de H, segue que Zi: w;A; é
maximalmente H*-periddico para algum subgrupo nao-trivial H* < H.

Note que (3.5) s6 pode fornecer | —1 > 2. Agora, suponha que cada conjunto w;A;
com 2 < i < [—1 contém um elemento que é unico de sua H*-classe em w;A;, entao
haverd, no minimo, (I — 2).(|H*| — 1) H*-holes entre os conjuntos w;A; com i <1 — 1,
daf o item (c) do Corolario implica

-1
> ST wA| - (0= 2| + (- 2.8 - 1)

=1

-1
= D Al -(-1)+1
=1

-1
§ w; A;
i=1

e isto contradiz (3.5). Portanto, deve existir A; com 2 < j < [ —1, tal que w;A; néo
contém um elemento que ¢ o tinico elemento de sua H*-classe em A;.

Assim, como H* < H, entdo |¢u(w;A;)| < |w;jA;| para algum indice j, com 2 < j <
[ — 1. Assim, usando a reindexagdo podemos assumir j = [ — 1 e daf (3.3) vale com
j =1 —1. Portanto, em vista de (3.4), temos uma contradigdo quanto a minimalidade de
L. O

Lema 3.22. Se existe uma n-particio A = Ay, Ay, ..., A, de S de tal maneira que
\w; A;| = |Ai], para todo i € {1,2,....n}, |> " wAl <m, YL wA =X CGé€
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mazimalmente H-periodico para algum subgrupo H de G proprio e nao trivial e, além
disso, A foi escolhida dentre todas as n-particoes de S que satisfazem estas propriedades
tal que 3 |on(w; A;)| € mazimal, entdo podemos concluir as teses do Teorema [3.5,

Demonstracao. Pelo Lema existe um indice j > 2 tal que w;A; nao contém um
elemento que é o tnico de sua |H|-classe em w;A;. Além disso, o Lema nos garante
que é valida a equagao (3.2),

J Jj—1
ZwiAi = Z w; A; +wj. (A5 1\ {b}),
i—1 i—1

para algum b € A, tal que ¢p(w;A;) = ou(w;(A4; \ {b})).

Agora, se existe um indice r tal que ¢y (w,b) ¢ ¢y (w,A,), entdo tomamos a n-partigao
de conjuntos A* = A7, A5, ..., A’ definida por

A= AN}, AT=AU{B} e A=A, parai £ .
A particao A* claramente contradiz a maximalidade de > | |om(w;4;)].

Podemos supor entdo que ¢p(w;b) € ¢p(w;A;) para todo . Assim, como Y . w; =
0(mod k), entdo Og/p = >y du(wd) € Y0, du(w;A;). Assim, como > w;A; é
maximalmente H-periédico, segue H C " | w;A;, pois

i=1 i=1

e, assim, completamos a demonstragao do Teorema [3.5| O

3.1.1 Demonstracao do Teorema de EGZ com Peso

Vamos agora, usar todas as ferramentas que definimos até agora, para demonstrar o
Teorema (Teorema de EGZ com Peso).

Pelo Lema [3.15], basta considerarmos o caso em que todo elemento de S possui mul-
tiplicidade no maximo n. Assim, existe uma n-particado A = Ay, As, ..., A, de S. Vamos
escolher A de tal maneira que ., |w;A;| seja maximal.

Sendo |w;A;| < |A;| para todo i, podemos usar o Lema e verificar apenas o caso
em que |w;A;| = |A;|, para todo i € {1,2,...,n}.

Além disso, vamos escolher a n-particao A de tal forma que |w; A;| = |A;], para todo i,
e |>"  w;A;| seja maximal. Pelo Lema m, podemos nos ater somente ao caso em que

| Z?:l IUZA%| < m.
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Assumindo | Y"1 w;A;| < m, temos a equacao (3.1) dada no Lema

n
E w; A;
i=1

i=1

Pelo Lema segue que » - w;A; = X C G é maximalmente H-periédico para
algum subgrupo H de G proéprio e nao trivial. Suponhamos, agora, que A foi escolhida
entre todas as n-partigoes de conjuntos A’ = A}, AL, ..., Al de S que satisfazem |w;A}| =
|Al|, para todo i = 1,2,...,n, e > w;A; = X tal que > ;| |¢u(w;A})| ¢ maximal.

Pelo Lema [3.20, podemos considerar que, para algum indice j > 2, w;A; nao contém
um elemento que é o tnico de sua H-classe em w;A;, pois, caso contrario, haveria uma
contradigdo com a inequagao (3.1).

Agora, pelo Lema a equacao (3.2),
J Jj—1
Z w;A; = Z wiA; + w;. (A5 \ {b}),
i=1 i=1

para algum b € A; tal que ¢p(w;A;) = ou(w;i(A; \ {b})), é valida.

Por fim, aplicando o Lema [3.22], verificamos que o Teorema 3.5 esta completamente
demonstrado.

3.2 Consideracoes Finais

Dentro da teoria de soma-zero ainda existem inimeros problemas em aberto, onde
os principais problemas tratam do calculo dos invariantes, definidos na Introducao deste
trabalho, para grupos abelianos finitos especificos e, também, das relagoes entre estes
invariantes.

Harborth provou, em [26], os seguintes resultados:

1) 27(n—1)+1<s(Cr)y<n"(n—1)+1,onde C; =C,, & ... P C,, r vezes;

2) 7 n—1)+1<g(Cr) <nHn—1)+1;

)
)
3) s(C3) =29(C5) — 1;
)
5) s(Cpn) < min{(s(C7,) — n +s(C7), (s(Cp) — Dm + s(C) };
)

(
(
(
(4) Se n é par entao g(C") > 2" 'n + 1 e se n é impar entao g(C),) = n;
(
(

6) Além de valores exatos destes invariantes para grupos especificos.
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Em 1983, A. Kemnitz em [3I] provou que g(Cy) = 2p — 1, para p € {3,5,7}, e
conjecturou que s(C?) = 4n — 3. O que nos diz que o limite inferior dado em (1) acima
¢é atingido. Ele também provou que basta considerarmos n primo para a demonstragao
desta conjectura. Alguns resultados para o invariante g(C%) foram obtidos para r fixo e
consequentemente para s(C%) por (3) acima. Os valores de g(C3) = 10 e g(C3) = 21 estao
em varios trabalhos na internet; aqui mencionamos apenas o programa de computador de
Knuth (ver [35]). O valor de g(C3) = 46 pode ser encontrado em [I4]. Para r = 6, nao
temos o valor exato, mas temos o seguinte resultado 112 < ¢(C%) < 114, sendo que o limite
inferior pode ser encontrado aplicando a elementar duplicacao devido a Mukhopadhyay
[40] ao 56 pontos do cap de Hill em PG(5,3) [29] e [30] e o limite superior pode ser
encontrado em [9]. Para um limite geral, com r € N, temos o resultado de R. Menshulam
que pode ser encontrado em [39].

Em 2004, no trabalho de Gao e Thangadurai em [2]] estd provado que g(C’g) =2p—1,
para todo p > 67, e dai temos a seguinte conjectura:

2n — 1, sen é impar
2\ )
g(cn)_{Qn—Fl, se n é par

A conjectura para o caso n par é motivada pelo limite inferior dado pela sequéncia
S = ((0,0),(0,1),...,(0,n—1),(1,0),(1,1),...,(1,n — 1)) que nao possui subsequéncia
de comprimento n cuja soma é o zero de C2. Para o caso n impar a sequéncia para o
limite inferior é S = ((0,0), (0,1),...,(0,n —2),(1,1),(1,2),...,(1,n —1)).

Em 2003, C. Reiher provou a veracidade da conjectura de Kemnitz, em artigo que s6
foi publicado em 2007 (ver [45]).

Ap6s o resultado de Reiher iniciou-se o estudo para grupos de posto 3 e em 2007 Gao
et al provaram em [22] que

NCH+n—-1=5s(C3)=9n—8, sen=23"5 ondea,be NU{0}
nC3H+n—-1=5(C3)=8n—17, sen=2% 3, ondea €N

A partir deste resultado surgiu a seguinte conjectura

s(C?

n

) = 9n — 8, sen é impar
| 8n—7, sen épar

Neste mesmo artigo, Gao et al provaram que s(G) = n(G)+n—1, onde n é o expoente
de G, para grupos G especificos, com algumas hipdéteses adicionais sobre o grupo G e sobre
o invariante s(G). A relagao s(G) = n(G) +n — 1, onde n é o expoente de G, é uma
conjectura de outro artigo de Gao que pode ser encontrada em [20].

Outro resultado obtido, ainda em 2007, por Edel et al em [13] é s(C}) > 20n — 19,
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para n impar, e a igualdade se verifica para n = 3%, com a € N. Neste artigo também ¢é
feito um longo estudo de caps maximais em geometria finita (um cap maximal é o maior
subconjunto de AG(r,q) que ndo possui trés pontos colineares, AG(r,q) é a parte afim
do espago projetivo PG(r, q) sobre F,), além de ter uma demonstragao mais simples para
o seguinte resultado sobre C3: se m é fmpar, entdo existe uma subsequéncia T’ de S,
de comprimento 9, tal que 777! nao tem subsequéncia de comprimento n cuja a soma
de seus elementos seja o zero de C?; em particular, n(C?) > 8n — 7 e s(C?) > 9n — 8.
Este resultado ja havia sido provado por C. Elsholtz em [16], mas de uma forma mais
complicada.

Em 2008, Edel provou, em [15], que s(C3) > 42n — 41, s(C%) > 96n — 95 e s(C7) >
196n — 195 usando, ainda, a teoria de caps maximais em geometria finita.

Caso o leitor tenha interesse em conhecer outros resultados dentro da teoria de soma
zero para grupos abelianos finitos, indicamos os estudos [3], [4], [5], [6], [48], [49] e,
principalmente, o artigo (survey) de Weidong Gao e Alfred Geroldinger [18], no qual sdo
apresentadas varias relagoes e propriedades de varios invariantes para grupos abelianos
finitos e seus problemas inversos relacionados.
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