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RESUMO

LOURENCO, Fernando, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2012. O
teorema de Baum-Bott. Orientador: Mauricio Barros Correa Junior. Coorientadores:
Kennedy Martins Pedroso e Alexandre Miranda Alves.

Fizemos, neste trabalho, um estudo detalhado do teorema de Baum-Bott em duas situ-
acOes. Para tal feito, analisamos esse teorema em [2] e a sua prova dada por S. S.
Chern através de métodos de geometria diferencial, no caso em que as singularidades
da folheacdo holomorfa de dimensado 1 sdo do tipo ndo-degeneradas. Depois usamos o
artigo [31] de M. Soares, onde ele refaz essa prova de Chern com uma ligeira mudanca,
retirando assim a hipétese de ndo-degeneregéncia. Resultado esse de grande importan-
cia pelo fato de ser aplicado a campos de vetores meromorfos, que sdo abundantes e
que geram folheacdes holomorfas singulares de dimensdo 1 em variedade compactas.
Como maneira de aplicar tal resultado, lidamos com o problema de Poincaré em [28],
que trata de limitar o grau de uma curva invariante em func¢do do grau da folheagao.
Esse problema foi motivado pelo trabalho de Darboux com respeito 4 integrabilidade
algébrica de folheacdes em [13]. Reunimos os resultados de Cerveau e Lins neto em
[12] e também de M. Carnicer em [9] a respeito do problema de Poincaré, que foram
apresentados cerca de 100 anos depois do trabalho de Poincaré. E por fim exploramos

a contribui¢do de M. Soares para esse problema em [32].
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ABSTRACT

LOURENCO, Fernando, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2012. The
Baum-Bott’s theorem. Adviser: Mauricio Barros Correa Jinior. Co-advisers: Kennedy
Martins Pedroso and Alexandre Miranda Alves.

In this word, we did a detailed study of the Baum-Bott’s theorem in two situations.
To do this, we examine this theorem in [2] and its proof given by S. S. Chern using
methods of differential geometry, in which case the non-degenerated singularities for
one-dimensional holomorphic foliation.Then use the article [31] of M. Soares, where
he retraces the Chern’s proof with a slight change, thus eliminating the possibility of
non-degenerated. The result of great importance because it is applied to meromorphic
vector fields, which are abundant and generate one-dimensional singular holomorphic
foliations in compact manifolds. As a way to apply this result, we deal with the prob-
lem of Poincare in [28] to limit the degree of an invariant curve depending on the
degree of the foliation. This problem was motivated by the work of Darboux with re-
spect to algebraic integrability foliations in [13]. We gathered the results of Cerveau
and Lins Neto in [12] and also M.Carnicer in [9] about the problem of Poincare, that
were introduced about 100 years later the work of Poincaré. Finally we also explored

the contribution of M. Soares to this problem in [32].
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INTRODUCAO

O objetivo dessa dissertacdo € apresentar, com fineza de detalhes, o teorema de Baum-
Bott, assim como todos os pré-requisitos que circundam tal resultado. Apresentamos
também o problema de Poincaré, o de limitar o grau de uma curva invariante em fungao
do grau da folheac¢do, como uma forma de aplicar o teorema de Baum-Bott.

Comecamos o trabalho com um capitulo extenso. Nele abordamos conceitos im-
portantissimos, pois para apresentar o teorema devemos saber, por exemplo, o que é
Classe de Chern, para isso temos que ter em mente o conceito de fibrados vetoriais.
Abordamos também nesse capitulo o indice de Poincaré Hopf, o nimero de Milnor,
o nudcleo de Bochner-Martinelli, o residuo de Grothendieck, conexdes e a localizacdo
das classes caracteristicas, que nos diz que as classes caracteristicas de grau n, de um
certo fibrado virtual, localizam-se no conjunto singular da folheacao.

Ja o capitulo seguinte € reservado para falar exclusivamente do conceito de folhe-
acoes holomorfas. Para isso, nos limitamos a variedades complexas de dimensdo 2
(superficie complexa) e por conseguinte trataremos de folheacdes holomorfas de di-
mensao 1, onde apresentamos trés maneiras distintas, porém equivalentes, de induzir
tais folheacdes.

O terceiro capitulo, o principal desse trabalho, vem com o objetivo de explorar e
apresentar o resultado de Baum-Bott. Para chegarmos até 14 recordemos o cléssico teo-
rema de Gauss-Bonnet em [27]. Seja M uma superficie orientada, compacta e suave
em R3, entdo

o | v =) (1)
27T M

onde (M) é a caracteristica de Euler de M e K ¢é a curvatura gaussiana de M.

Por outro lado, um resultado que é muito préximo deste € o teorema de Poincaré-
Hopf em [15] e [18]. Seja M nas condi¢des acima e V' um campo de vetores suave e
tangente a M, assuma também que temos apenas uma quantidade finita de zeros de V/,
entdo

Y (V) =x(M) )
{p:V(p)=0}

Analisando esses dois resultados em (1) e (2), podemos fazer uma ligagdo entre
eles, o que nos remete a



1
o /M KdM = Y T,(V) (3)

{p:V(p)=0}

Podemos olhar (1) quando M € uma variedade complexa de dimensao arbitraria n.
Com isso, teremos que a curvatura gaussiana K € a n-ésima classe de Chern de M.
Da mesma forma olhamos a expressdao em (2) quando a variedade M tem dimensao n.
Assim, (3) € a ligacdo do teorema de Gauss-Bonnet com o teorema de Poincaré-Hopf
em dimensdes maiores.

Uma generalizacdo desse fato € o que elucida o teorema de Baum-Bott, onde
primeiro substituimos o campo de vetores suave tangente V' por um campo holomorfo.
Dessa ideia nasceu o resultado de R. Bott em [6] no ano de 1967. No entanto, devido
aos resultados apresentados por Carrell e Liebermann em [10], esse teorema de Bott
se torna fraco pela pouca aplicabilidade. Dai Baum e Bott generalizaram tal resultado
a campos de vetores meromorfos no ano de 1970 em [2], que geram folhea¢des holo-
morfas singulares de dimensdo 1 em M e nos dé obstrucao topoldgica para a existéncia
de secdes globais sem singularidades em ). Posteriormente em [3] no ano de 1972,
os mesmos autores generalizaram esse teorema obtendo resultados globais sobre fo-
lheacdes holomorfas singulares de dimensdo qualquer, mas por motivos técnicos nao
abordaremos tal versao.

No capitulo 3 tratamos desse teorema em dois casos. No primeiro caso, apresen-
tamos o teorema original de 1970 com a demonstracdo dada por S. S. Chern. Ja no
segundo caso mostramos a grande ideia de M. Soares em [31], ao utilizar a relacdo do
residuo de Grothendieck com o nicleo de Bochner-Martinelli, para fazer uma pequena
modifica¢do na prova de Chern retirando assim uma hipétese genérica.

Procuramos no dltimo capitulo aplicar o teorema de Baum-Bott. Para esse fim,
tratamos do problema de Poincaré a respeito de integrabilidade algébrica de folhea-
coes. Apos essa questdo ter ficado cerca de 100 anos sem aparecer um resultado de
expressdo, Cerveau e Lins Neto em [12] no ano de 1991, assim como M. Carnicer
em [9], 3 anos mais tarde apresentam a comunidade matematica certos resultados, sob
determinadas hip6teses. Exploramos também nesse capitulo, a contribuicdo para esse
problema de M. Soares em [32], o qual tem uma demonstracdo belissima pelo recurso
utilizado.



Capitulo 1

Preliminares

Comecgamos o trabalho com um capitulo que nos tras os pré-requisitos necessarios para
termos um entendimento da teoria abordada nessa dissertacao.

A primeira secdo vem com o objetivo de apresentar o ambiente de estudo, var-
iedades complexas. Em seguida, exploramos esses ambientes e extraimos alguns re-
sultados sobre fibrados vetoriais. Apresentamos uma caracterizagao de fibrados veto-
riais por cociclos, a qual fornece uma maneira prética para construir fibrados. Nessa
secdo ainda exploramos a construcao de novos fibrados, tais como: fibrado dual, soma
de Whitney, produto tensorial, produto exterior, pullback e subfibrados; pelo fato de
usarmos alguns desses conceitos no capitulo 3 e também no capitulo 4.

Na secdo 1.4 veremos sobre o indice de Poincaré Hopf e o nimero de Milnor,
assim como alguns resultados relevantes desses conceitos; além de demonstrar o Teo-
rema 1.5.18 que trata sobre a igualdade desses dois conceitos no caso complexo.

Em sec¢des seguintes desse capitulo, exploramos o nicleo de Bochner-Martinelli e
também o residuo de Grothendieck, com o objetivo de apresentar a relagdo entre eles,
pois foi com esse fato que Marcio Gomes Soares refez a demonstragao do teorema de
Baum-Bott, dada por S. S. Chern, retirando uma hipétese genérica.

J4 na secdo 1.8 abordamos conexdes, polindmios invariantes, classes caracteristi-
cas e classes de Chern, afinal no capitulo 3 usamos fortemente as classes de Chern para
apresentar o teorema de Baum-Bott.

Terminamos o capitulo com uma belissima sec¢do sobre a localizacdo das Classes
Caracteristicas. Fazemos toda uma construcdo para mostrar que a matriz da curvatura
da conexao do fibrado torcido 7'M & L, localiza-se fora dos zeros de uma se¢ao global
desse fibrado. Esse fato serd extremamente util na demonstracao do teorema de Baum-
Bott.

1.1 Variedades Complexas

Comecamos esse primeiro capitulo definindo variedade complexa, o qual serve de base
para nosso trabalho. Definiremos espaco tangente e exploraremos suas propriedades,
com o objetivo de abordar, na secao seguinte, o conceito de fibrado vetorial.

Definicao 1.1.1 Uma estrutura analitica num espaco topologico M é dado por uma

3



CAPITULO 1. PRELIMINARES 4
cobertura de M por abertos {U, }qca € homeomorfismos

Yo Uy —V,CC"
tais que as fungoes de transicdo

030 905" 1 Pa(Uap) — 93(Uap)

sdo holomorfas para U,z = U, N Ug # 0.

Definicao 1.1.2 Uma variedade complexa de dimensdo n é um espago topolégico M,
Hausdorff, conexo, com base enumerdvel que admite uma estrutura analitica.

Observacoes:

* A condi¢do de que M seja Hausdorff é importante, pois com ela garantimos
alguns resultados ja conhecidos do estudo em espagos euclidianos. Entre eles,
temos a unicidade do limite na variedade. Outro fator positivo é que quando
tomamos dois pontos distintos de M, temos vizinhangas disjuntas.

 J4 a exigéncia de termos base enumerdvel € de grande importancia para que pos-
samos explorar algumas propriedades globais na variedade. Com essa hip6tese
garantimos a existéncia da particao da unidade, a qual € ttil para estendermos
conceitos locais a globais.

Na defini¢éo acima de variedade complexa, o par {U,, ¢, } denotard um atlas para
M. Quando n = 1, nossa variedade leva o nome de Superficie de Riemann.

Definicao 1.1.3 Seja M uma variedade complexa de dimensdao n. Um subconjunto
conexo N C M ¢é uma subvariedade de dimensdo m de M desde que, para cada
x € N, exista uma carta {U,, v, } do atlas de M, com © € U,, tal que p,, seja um
homeomorfismo entre U, N N e um aberto de C* x {0} C C™ x C"~™ = C™.

Até agora definimos e exploramos o conceito de variedade complexa. Sendo assim,
temos possibilidade de falar em aplicagdes holomorfas entre variedades. Para isso,
temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.1.4 Dadas duas variedades complexas M e N, uma aplicacdo
f:M—N

é holomorfa, se a composta 1z o f o o' for holomorfa no sentido cldssico, onde ., e
g sdo cartas em M e em N respectivamente.

Exemplo 1.1.5 O primeiro exemplo de variedade a comentar é que C" ¢ trivialmente
uma variedade complexa de dimensdo n, onde um possivel atlas é da forma {C", Id}.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 5

Exemplo 1.1.6 Uma importante variedade complexa compacta é o espago projetivo
complexo n-dimensional P, o qual é definido pelo quociente de C"*\{0} pela re-
lacdo de equivaléncia,

z,w € C"™\{0}; z ~ w se, e somente se, existe A € C* tal que z = \w.

Seja a aplicagdo quociente

m: C"I\{0} — P~

agora considere a restricdo dessa aplicacdo T a esfera unitdrio centrada no origem
St logo w2 S — P é uma fibragdo sobre P" com fibra homeomorfa a S*.
Assim, como essa restri¢do é continua e sobrejetora temos w(S*" 1) = P" é compacto
pois S o é.

Intuitivamente, um elemento de P é uma reta passando pela origem de C"1,

Passamos agora a definir um novo ambiente de uma variedade. Esse serd o espagco
tangente, onde € possivel efetuar alguns cdlculos, tal como uma certa derivada.

Seja M uma variedade complexa de dimensado n, logo M € uma variedade real de
dimensdo 2n. Tome um ponto p € M e uma carta {U,, ¢, } do atlas analitico de M
com as seguintes coordenadas reais,:

pald) = (x1<q>,yl<q>, - ,xn<q>,yn<q>)

_ (a:l(q) +iy1(q), -+, wn(q) + iyn(Q)>

- (zl(q),-" ,Zn(CD)

onde g € U,. Seja C>(M,R) o espago vetorial das fun¢des de classe C> em M. Uma
derivacdo € uma aplicacao.

v:C®(M;R) - R

com as seguintes propriedades
(7) v é R-Linear;
(i) v(fg) = g(p)v(f) + f(p)v(g)

o w1
Se f € Cx(M3R) entao 2L () 1= AL )




CAPITULO 1. PRELIMINARES 6

parai=1,2,...,n,onde (x1,y1,...,Zs, Yn) € um sistema de coordenadas locais.

Considere o espago vetorial real gerado pelo conjunto,
0 0 0 0
5= { om0 oo ) |
Ou melhor, 3 é uma base para esse espaco, o qual denotamos por 71,/ que é

comumente chamado de espaco tangente a M/ em p.

Seja T, M® o espago complexificado de T, M, ou seja,
T,M®=T,M @ C,

logo dimcT;, M© = 2n, daf escolhemos para T, M, através da carta ¢,,, a base,

{8%@),6%@),...,a%@),%(p)}

onde
0 1] 0 0
221 Ja— ‘Za—yﬁp)]
0 1] 0 0
3520 =3 3 12

1.2 Cohomologia de De Rham

Nessa secdo vamos apresentar uma parte basica da cohomologia de De Rham, porém
necessdria para nosso propdsito, pois serd util para definirmos o invariante topoldgico
Classes Caracteristicas de fibrados vetoriais.

Sejam z1, .. ., z, coordenadas locais em C". Define-se {2* como a dlgebra sobre C,
gerada pelas 1-formas dzy, ..., dz, com a seguinte relacao,

(dZi>2 =0
dZide = —dZ]dZZ para Z?’é j

Entdo, como espaco vetorial sobre C, a dlgebra {2* possui a seguinte base,
{1,dz;, dzdz;, dz;dzidzy, . .. dzy .. .dz, para i < j, i < j <k}

Nesse contexto, dizemos que as formas diferenciais em C” sdo elementos de



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7
Q*(C") = {fungdes C>* em C"} ®@¢ Q"

Tendo em vista a base acima, temos que se w € uma tal forma, podemos escrevé-la,
de maneira inica, como

w = Z fiynirdzil Ce dZiT»

onde as fungdes coeficientes f;,..;. sdo de classe C*°. De uma maneira mais concisa,
temos também a notagdo

W = Z f]dZ].
1

Seja Q4(C™) o mddulo que consiste das g-ésimas formas em C”, entdo temos que
2*(C™) é uma dlgebra graduada, ou seja,

Qr(cm) = P arcn).
q=0
Entao definimos, de um modo natural, o seguinte operador diferencial por

4. Ty — Qe
w=7Y frdz; —— d(}_ fidzp)

onde
(i) se f e QYC"),entdo df = Z of
’ N 821

(11) se w="> frdzr, entdo d(w) = > df;dz;.

Daremos o nome de derivada exterior para o operador d.

dz;

Defini¢do 1.2.1 Sejam wy = > frdz; e wy = > gsdz; duas formas diferencidveis.
Definimos o produto exterior delas por,

wy A\ wy = Zf[.g].dZ[dZ]
Sendo assim temos,

w1 A\ Wy = (_1)(degw1)(degw2)w2 A w1 .

Proposicao 1.2.2 O operador diferencial d é uma antiderivacdo, isto é,

d(wl VAN ’LUQ) = d<w1) N wy + (—1)d€9(w1)w1 A d(’LUQ)



CAPITULO 1. PRELIMINARES
Demonstracao: Como d € linear, € suficiente verificar o resultado para
wy = frdzr e wy = gydz;.

Entao

d(wy ANwy) = d(fr.gsdzr Ndzy) = d(fr.95) Ndzr Ndzy
= [(df1)gs + fi(dgs)] N dzr Adzy
= (dfr) N gydzr Ndzy+ fr(dgy) Ndzp A\ dzy
= (df;) Ndzp.g; Ndzy + (=1)%9%2 f1 . dzp Adgy A dzy

= (dwl) N wo + (_1)degw2w1 VAN (dwg)

O préximo resultado € de grande importancia na definicao de cohomologia.

Proposicio 1.2.3 d? = 0.

Demonstracao: Seja f uma funcdo de classe C*°, entdo

of 62f
2 , , ,
df = d( Zidzg) = E . Zi.dz] Adz;

0? 0?
sendo I / e também dz; A dz; = —dz; A dz;, entdo d’f = 0.

8zjazi N 82’182’]

Portanto se w = >, frdz; € uma forma temos,

Pw = & ( > fldzl) => & frdz =0

O

Definicao 1.2.4 Definimos o Complexo de De Rham, como sendo a dlgebra gradu-

ada Q" (C™) junto com o operador diferencial d.

Definicao 1.2.5 Definimos as formas fechadas como o niicleo de d. Jd as formas

exatas sdo definidas como a imagem de d.

Observacio: Encontrar uma 1-forma fechada w = fdz; + gdz em C? é equivalente

a resolver a seguinte equacdo diferencial
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99 _9f _,
8,21 822_.

De fato, a forma w = fdz; + gdz, é fechada se, e somente se,

dw = ﬁd,@ ANdzy + @dzl ANdzg =0
(922 aZl
dg  Of
— ——|d dzy =
<821 622) 1 N Z9 0

Mas isso ocorre se, € somente se,

99 _9f _,
82'1 822_.

A proposi¢ao 1.2.3 nos diz que formas exatas sdo fechadas, pois se w; € uma forma
exata, existe uma forma w, de maneira que w; = dw,. Derivando essa relagdo temos,
dw; = d*w, = 0. Portanto w; é fechada.

Por mera curiosidade, existe um lema, devido a Poincaré, no qual nos diz que,
localmente, toda forma fechada é exata. Terminamos a se¢do com a defini¢do central.

Definicao 1.2.6 A g-ésima Cohomologia de De Rham em C" é definido como o es-
paco vetorial quociente

HEI)}{(@n) _ {q - fOTm(l fechada}

{q — forma exata}

1.3 Fibrados Vetoriais

A grosso modo, um fibrado vetorial sobre os espagos topoldgicos M e F' é um outro
espaco topoldgico £, o qual é localmente U, x F, onde {U,}sca é uma cobertura
por abertos de M, satisfazendo determinadas propriedades. Para precisar essas ideias
temos:

Definicao 1.3.1 Seja M um espago topologico. Um fibrado vetorial de ponto k so-
bre M é um espaco topolégico E junto com uma projecdo continua w : £ — M
satisfazendo:

1. 771 (x) := E, tem estrutura de espago vetorial de dimenséo k sobre o corpo K,
para todo x € M;

2. existe uma cobertura {Uy } e 4 de M por abertos e homeomorfismos @, : 71 (Uy) —
U, x K, tal que, para todo o € A e todo x € U, as seguintes aplicacées:
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Yo : By — {2} x KF 2 KF

$Ao isomorfismos entre espagos vetoriais.
A condicdo (2), da defini¢do acima, é equivalente a:

 para cada o € A existem difeomorfismos ¢, que fazem o seguinte diagrama
comutar

onde p; € a projecdo na primeira coordenada.

Defini¢do 1.3.2 Para cada x € M, 7~ (z) = E, serd chamado de fibra do fibrado
E.

Por questdes de nota¢do, vamos nos referir a terna = (E, 7, M) como o fibrado
vetorial com espaco total £/, projecdo 7 e base M, ou seja,

* FE = espaco total;

* T = proje¢ao;

* M = espaco base.

E as aplicacgdes ¢, serdo chamadas de trivializacoes locais de F.

Antes de apresentar alguns exemplos de fibrados vetoriais, com o objetivo de dar
um maior entendimento desse conceito, passamos a apresentar uma caracterizacao de
fibrados vetoriais, onde serd usado em vdrias partes desse trabalho, pela sua facilidade
em se obter os tais fibrados.

Proposicdo 1.3.3 Sejam M uma variedade complexa e {U,}oca uma cobertura por
abertos de M. Suponha dada um colegdo de aplicagoes

PYap - Uag — GLT(K)

satisfazendo as condigdes de cociclo:

Pas-Ppy-Pra =1d em Uspy # 0 € pap = @5, em Uas # 0.

Considere o espago topologico F = Tlaeca(U, x K") (unido disjunta munido da
topologia 6bvia). Defina a seguinte relacdo de equivaléncia em F:
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(Oé,l’,U) ~ (@%U) ST =Y e @aﬁ<$>v = Uu.

Entdo o quociente (F/ ~) tem estrutura de fibrado vetorial real de posto r sobre M,
unico a menos de isomorfismos, cujas fungoes de transi¢do sao pqga.

Demonstracao: Defina a seguinte projecdo continua

p: E=(F/~) — M
(a,z,u)] — =z

Agoranote que p~' ({z}) = [(o, 7, u)] = K", logo cada E, tem estrutura de espago
vetorial de dimensao r.

Por outro lado,

P (Ua) = (Ua x K")/ ~) x {a} = (Uy x K")/ ~= [(, Un, K")]
Dai defina

Vo 0 pHUs) — Uy xK"
(a,z,u)] —  (z,u),

a qual é um homeomorfismo, pois é injetora, uma vez que se (1, u1) = (2, us) entdo
1 = T2 €UL = U9, 10g0

[(aa L1, ul)] = [(a’ L2, UQ)]

E ¢, também & sobrejetora, pois tomando (a, b) em U, x K" considere 6 = [(«, a, b)]
onde a € U,, logo

¢aa: : Ez:pil(x) — {JZ} x K"
(,z,u)]  — (x,u)

onde o € A é fixo.

E um isomorfismo por ser injetivo. Portanto o quociente é, de fato, um fibrado
vetorial de posto 7.
U

Proposicao 1.3.4 Sejamn = (E,n, M, K") um fibrado vetorial de posto r, {Us}aca
uma cobertura trivializadora e {p, }aca trivializagées locais de E. Dados © € U, e
Yoz Er — K7, definimos
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PYap - Uaﬁ — GLT(K)
r goaxogp/g;

Entdo as fungoes de transicdo ¢, s satisfazem as condigoes de cociclo.

Demonstracao: Com efeito, como
-1
Pap (33) = Paz © Py

-1 -1
temos ((pﬁa(x)) = <<Pﬁm o 90;;%) = Paz © @5; = Pas(T)

Entao gog; = Pop-

Por outro lado temos,

(waﬁ.%-%a) (£) = Pus(@)-0 () 20 ()

= Yoz Py -PBr-Pya-Prz-Pos

_ —1
= Yaz 0Py

= Id

Portanto temos as condi¢des de cociclo satisfeitas.
U

Esses dois resultados € o que nos garante a tal caracterizagao falada, pois a proposi¢ao
1.3.3 nos diz que € possivel construir um fibrado tendo apenas fun¢des de transi¢ao sat-
isfazendo as condi¢des de cociclo. Por outro lado a proposi¢do 1.3.4 garante que dado
um fibrado vetorial, temos aplicagdes que satisfazem as condi¢des de cociclo. Portanto
temos um fibrado vetorial se, e somente se, temos as devidas fun¢des de transicao. Pas-
samos agora a apresentar alguns exemplos de fibrados vetoriais.

Exemplo 1.3.5 O fibrado trivial de posto r sobre M, denotado por K" é definido por

K" := M x K".

Para ver esse fato, defina a projec@o continua

™. K — M
(p,v) — p

e observando que para cada U, C M temos 7T_1(Ua) = U, x K". Defina entéo



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Yo @ 71U, — U, xK"
(,y) — (7,9

ou seja, po = Id|--1(,), 1080 ¢, é um difeomorfismo que satisfaz (p; o . )(z,y) =
x = 7(z,y) para todo (z,y) € U, x K", ou seja, o diagrama

7 H(U,) o U, x K

comuta.

Definicdo 1.3.6 Uma secdo do fibrado n = (E,m, M) é uma aplicagdo de classe C™,
s: M — E tal que o s = Idyy, ou seja, s(x) € E, para todo x € M. Denotamos
por I'°(M, E) o C®(M )-mddulo das secdes do fibrado E de classe C*.

Exemplo 1.3.7 Se f € C*(M,K"), entdo a aplicagdo grdfico

s: M — K =MxK"

r o s(x) = (2, f(z))
€ uma se¢do do fibrado trivial K.

Uma observagdo pertinente € que, localmente, toda se¢do tem esse comportamento,
ou seja, é grafico de alguma funcdo de classe C™.

Exemplo 1.3.8 Seja M uma variedade complexa de dimensdo n. Para cada p € M
seja T,,M o espago tangente a M em p é

TM :={(p,vp)/pe M e v, € T,)M}
entdon = (T'M,m, M) é o fibrado tangente a M.

O fibrado tangente a uma variedade € util, entre outros motivos, para falarmos em
campos de vetores, assim como em p-formas em uma variedade.

Falamos agora na constru¢do de novos fibrados a partir de outros pré-existentes.
Faremos isso através de operacdes entre fibrados, como por exemplo: soma de Whit-
ney, produto tensorial, entre outros.

Vimos, na defini¢do de fibrados, que a fibra de um fibrado vetorial possui estrutura
de espaco vetorial, entdo operagdes nessas fibras induzem operagdes nos fibrados.

Fibrado Dual: Sejan = (E, 7, M) um fibrado vetorial cujas fung¢des de transi¢do séo
{9ap}. Entdo definimos o fibrado vetorial dual como sendo a unido de toda fibra dual
do fibrado F, ou seja,
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E* = UxeME;

onde £ € o dual do espago vetorial L, cujas fungdes de transi¢do sdo dadas por:

Jap(@) = (gap) " (2).

Nesse contexto, definimos o fibrado cotangente de uma variedade, como sendo o
fibrado dual, no sentido acima, do fibrado tangente, ou seja, T*M = (T'M)*.

Considere n = (E, 7, M) e ©® = (F,p, M) dois fibrados vetoriais complexos de
posto k e [, respectivamente, cujas fun¢des de transi¢do sao {gns} € {has}, respecti-
vamente. Assim podemos construir os seguintes fibrados.

Soma de Whitney: O fibrado soma direta, denotado por, &/ @ F' € tal que suas fibras,
sobre cada z € M, € a soma direta dos espagos vetoriais I/, com [, ou seja,

(E®F), =E, @ F,.
Ja as fungdes de transic@o do fibrado £ & F' € definido por:

: o 0
oo i= Gur @ has)a) = (%70 ) € G @ ),

Produto Tensorial: Definimos o produto tensorial entre os fibrados E e F', como
sendo o fibrado, cujas fibras s@o o produto tensorial entre os espagos vetoriais F, e F,,
isto é:

(EQ F), = E,® F,.

E mais, as funcdes de transicdo de £ ® [ sdo definidas por;
G (T) = gap() @ hap(z) € GL1(CF @ C).

Produto Exterior: O r-ésimo produto exterior do fibrado F, denotado por /\ E,é
definido como sendo o fibrado o qual tem por fung¢des de transicao,

Jag(®) = /\ Gas ().

Em particular, quando r = k (posto de F), /\ E € um fibrado de retas, ou seja, de
posto 1, cujas funcdes de transicdo sdo da forma,
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Jap(r) = det gop(w).

Esse fibrado € comumente chamado de fibrado determinante de E.

Pullback: Dados uma aplicacdo de classe C* f : M — N entre as variedades M e
N e um fibrado vetorial complexo n = (E, 7, N), definimos o fibrado pullback f*F,
cujas fibras sdo;

(f"E)z = Ep(a).-

E se gnp s@o as fungdes de transi¢do de E, as fungdes de transi¢do do fibrado
pullback sdo da forma;

jaﬁ = Gap Of.

Subfibrado: Seja n = (E, 7, M) um fibrado vetorial. Um subfibrado de E consiste
em um subconjunto /' C FE tal que a projecdo 7 e as trivializacdes locais de £ dao a

F uma estrutura de fibrado vetorial, o qual tem por fibras £, subespagos vetoriais das
fibras de F,.

Definicao 1.3.9 Uma p-forma diferencidvel numa variedade é uma se¢do

w: M — ;\(TM)*

p
diferencidvel do fibrado /\(TM )*. Denotaremos o espago das p-formas por

;\(M) = F(M, /p\(TM)*)

A préxima defini¢do, com respeito a isomorfismo de fibrados, € muito util na teoria
de classificagdo de fibrados, pois dado uma variedade complexa M, podemos definir
e construir muitos fibrados sobre M, e assim classificd-los quanto ao fato deles serem
ou ndo isomorfos. Esse fato € interessante para calcular tanto as classes caracteristicas
quanto as classes de Chern do fibrado, o quais sdo invariantes topoldgicos, ou seja,
fibrados isomorfos tem a mesma classe caracteristica e por conseguinte a mesma classe
de Chern.

Definicao 1.3.10 Sejam E e F fibrados vetoriais sobre a variedade complexa M. Um
morfismo ¢ : E — F' é uma aplicacdo continua tal que o seguinte diagrama comuta;

E—">F
ﬂ—El lﬂ'F
M—M
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E mais ¢|g, : E, — F, é linear para todo v € M. Se p é uma bijecdo e o~ é um
morfismo, entdo ¢ é chamada de isomorfismo. Nesse iltimo caso, dizemos que os
fibrados E e F' sdo isomorfos, e para tal fato, usamos a seguinte notagdo £ = F'.

Exemplo 1.3.11 Considere a variedade M = S*. Entdo temos que o fibrado tangente
a S* é isomorfo ao fibrado trivial de retas sobre S*, ou seja;

S'x R~T9!

O morfismo que dd o referido isomorfismo é definido por;

p: SIxR — TS!
(ya )\) — 90<y7 )‘> = ()‘7/\%)

onde y = (cos(),sin(#)) e v, = (—sin(f), cos(h)).

Podemos caracterizar os fibrados triviais de uma variedade da seguinte forma. Um
fibrado I/, na variedade complexa M, € trivial se é isomorfo a M X C*.

Tendo em mente a definicdo de fibrado vetorial, exploramos agora alguns tipos
particulares de fibrados vetoriais.

O fibrado [ V] : Vamos associar um fibrado & uma hipersuperficie (conjunto analitico).
Para isso tome M uma variedade complexa compacta e V' C M um conjunto analitico
de codimensdo 1, o qual € definido pelas pré-imagens das aplicacdes;

fi: U Cc M — C,

Daf considere a cobertura de M formada pelos {U;}. Na intersec¢o ndo nula dos
Ui, existe uma aplicacdo holomorfa ¢;;, que ndo se anula em ponto algum, de forma
que;

fi= %‘jfj-

Partindo desse principio, definimos o fibrado de posto 1 associado a V' e denotado
por [V], como sendo o fibrado cujas fungdes de transi¢do sdo da forma

o
iJ fj.

Suponha que V' seja definido pela pré-imagem de outras fungdes, a saber: g; :
U; — C. Logo temos as seguintes fun¢des holomorfas, que nao se anuldo.

gi
77bi' =
J g]

as quais ddo origem a um "outro" fibrado. Mas que € isomorfo ao fibrado [V], pois
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b 8 fi(£) _w(§:>
Y fg(%) ? gz

ou seja,

(é) %j = Pij (£> .
Gi g;

Portanto a V fica associado a classe de isomorfismos do fibrado [V].

Fibrado Tautoldgico .*: Considere a variedade complexa compacta como sendo o
espago projetivo complexo n-dimensional P". Tome o fibrado trivial C"™" = P" x
C™*1. Com isso definimos o fibrado tautolégico ou universal, denotado por IL*, como
sendo o subfibrado, de posto 1 de C"**, o qual consiste dos pares ([w], z) € P" x C"+!
tais que z pertence a reta definida por [w], ou seja,

L* = {([w], z) € P* x C"; existe A € C tal que z = tw}
Em coordenadas do aberto U; temos,

IL*

v, ={((z0: . :20),NM20,.--,20)); A € C}

E mais, as aplicacdes de transi¢do tem o seguinte comportamento

O; 0;
Uij X CéL*’U” HUij x C

([, 1) — ([2], ©4([2])1)

E na intersec¢do ndo vazia U;; obtemos,

20 Zi Zn Zi [ 20 Zj Zn
_,""7_.7."’1""7f :— _,7""1""’_,""’_A .
Zj ZJ Z] Zj Zi Z; Zi

Portanto ©;;([z]) = iy

Zj

Fibrado Hiperplano L: Seja 4 um hiperplano em P”, entdo podemos denotd-lo por
H = {P(z) = 0}, onde P : C""!' — C € um polinémio de grau 1 com P(0) = 0.
Fazendo uma mudanca linear de coordenadas, se necessdrio, podemos supor

H:{ZQZO}

ou seja, P(z) = z.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 18

Em U; para i # 0 o hiperplano H é definido pela seguinte equacgio

20
fi==.
Zi

Assim definimos o fibrado hiperplano L, o qual representa a classe de isomorfis-
mos dos fibrados da forma [H], pelas fun¢des de transi¢do

_ i

2

20
I —— g
Yij = £ em Usj.
J z; ?

E possivel mostrar que dois hiperplanos quaisquer definem fibrados isomorfos.

Agora note que

ou seja, o fibrado hiperplano é o dual do fibrado tautoldgico.

Dado d € Z, definimos LL(d) por;

L¥=L®. ---®L, sed >0

_ d vezes
Lid) =9 ped 1% .. oL" sed<0.
————

—d vezes
Fibrado Canénico: Para M uma variedade complexa, definimos o fibrado candnico
Ky de M, como sendo o fibrado dual do fibrado determinante do tangente holomorfo,
ou seja;

Ky = (det T'M)*,

o qual tem posto 1.

Considere M = P", logo as fung¢des de transic¢do do fibrado det 7'P" sdo da forma,

) n+1
det Qij = (—1)i+j (ﬁ>

Zi

assim
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E isso nos diz que o fibrado det 0;; é isomorfo ao fibrado cujas fungdes de transi¢ao

n+1
sd0: (—]> , ou seja, L(n + 1). Portanto
Zi

Kpn := (det T'P")* 2 L(n + 1)* = L(—n — 1).

1.4 Indice de Poincaré-Hopf

Vamos explorar nessa secdo, o conceito topolégico do indice de Poincaré Hopf do
germe de uma aplicacdo holomorfa em torno de uma singularidade isolada, assim
como algumas propriedades concernentes a nosso trabalho. Para esse fim, vamos su-
por variedades imersas em espacos euclidianos, o qual é possivel devido ao Teorema
de mergulho de Whitney e também por estarmos tratando com problemas de carater
local.

Comecamos com dois resultados técnicos, que no entanto consolidam a constru¢ao
de nossos conceitos, pelo fato de afirmarem que estamos trabalhando em um ambiente
extremamente vasto.

Teorema 1.4.1 (Sard) Sejam U C R™ um conjunto aberto e f : U — R" uma apli-

cagdo suave. Denote por X o conjunto dos pontos criticos de f, isto é,

¥ = {p € U;posto(df,) < n}.
Entdo a imagem f(3) C R"™ tem medida de Lebesgue nula.

Demonstracao: Ver referéncia [25].
O

Teorema 1.4.2 (Brown) Sejam M e N variedades suaves e f : M — N uma apli-
cagdo suave. Entdo o conjunto de valores regulares de f, N\ f(X), é denso em N.

Demonstracao: Ver referéncia [25].
O

Sejam M e N variedades orientdveis de dimensdo n, com N conexae f : M — N
uma aplicagdo propria e suave. Tome um ponto regular p € M de f, entdo a aplicagao;

dfp : TpM — Tf(p)N

¢ um isomorfismo linear entre espagos vetoriais orientados.

Observacao: Uma orientacdo na variedade induz uma orientagdo em seu espaco tan-
gente.
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Definicao 1.4.3 Um isomorfismo preserva orienta¢do quando seu determinante é pos-
itivo. Jd quando o isomorfismo tem determinante negativo, dizemos que este inverte
orientacdo.

Definicio 1.4.4 Definimos o sinal da aplicagdo df, por;

+1, se df, preserva orientagdo ;
—1, sedf, inverte orientagdo.

sgn(df,) = {

Assim, se ¢ € N é um valor regular de f, definimos o grau de f relativamente a ¢
por:

deg(f,q) = > sgn(dfy).

pef~1(q)

Teorema 1.4.5 O niimero inteiro deg( f, q) ndo depende do valor regular ¢ € N.
Demonstracao: Ver referéncia [21].

Tendo em mente esse resultado, podemos apresentar a seguinte definicao.

Definicao 1.4.6 O grau da aplicacdo f é definido por,

deg(f) := deg(f,q)

onde q € N é um valor regular para f.

Denote por |z| a norma hermitiana em C”, ou seja,

n

E Zj.Zj.

Jj=1

2| =

Seja a aplicagdo germe f : (C",p) — (C™, q). Entéo, sem perda de generalidade,
podemos assumir f(p) = ¢ = 0. Assim estaremos nos referindo a p como uma "raiz"
de f = 0.

Definicdo 1.4.7 Seja f : (C",p) — (C",0) um germe de uma aplica¢do holomorfa
com f~1(0) = {p}. O Indice de Poincaré-Hopf de | em p, denotado por I,(f), é o
grau da seguinte aplica¢do suave;

L) o s,

Ifl

onde Sg"_l(p) é a esfera euclidiana de raio € > 0 e centro em p, ou seja;
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S Hp) ={z € C"|z —p| = ¢},

e S?"1 ¢ a esfera unitdria centrada na origem 0 € C™.
Definicao 1.4.8 Uma homotopia suave entre duas aplicacoes f,g : M — N é uma
aplica¢do suave F : M x [0,1] — N tal que

Com essa defini¢do, temos que o grau € um invariante por aplicacdes homotdpicas,
mais precisamente.
Teorema 1.4.9 Se f é suavemente homotdpica a g, ou seja, se existe F' como na defi-

nig¢do acima, entdo;

deg(f) = deg(g).

Observacao: A reciproca desse resultado também se verifica. Logo temos uma carac-
terizagdo para homotopia de aplicagdes.

Proposicio 1.4.10 Sejam M™"' uma variedade orientada compacta com bordo OM
e N™ é outra variedade orientada compacta. Considere f : OM — N uma aplica¢do
suave propria. Entdo, se f admite uma extensdo suave F : M — N temos deg(f) =

0.

Proposicao 1.4.11 Se [ : (C",p) — (C",0) € o germe de um biholomorfismo, entéo
,(f) = 1.

Tome B.(p) uma bola euclidiana fechada, com ¢ suficientemente pequeno, para
que a dnica solugdo de f(z) = 0 na bola seja p. Dai temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicio 1.4.12 Z,(f) é o niimero de pontos do conjunto f~*(() N B.(p), onde ¢ é
um valor regular de f suficientemente proximo de 0.

Demonstracao: Considere 6 = inf |f| > 0. Entdo pela desigualdade triangular
S?n—l

temos,

[f(z) =t = |f(2)] = t[¢] = 6 = t|¢| > 0 para ¢ €0,1] (L.1)

onde z € S*1(p) e ¢ € um valor regular de f suficientemente préximo de 0. Isso
implica que,

f7H(t¢) N S*=1(p) = P paratodo t € [0, 1]
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pois se z € f71(t¢) N S2"~!(p) entdo |z — p| = ¢, e mais

J(2) = tC ou'seja | f(z) — 1| = 0
o que contraria (1.1). Com isso podemos definir a seguinte fun¢@o continua

Pl - LRI

() — (]

a qual € uma homotopia suave entre |—f| e |; — g| . Logo pelo Teorema 1.4.9

Y (=
deg(m)‘”(u-cr)

Isto é,

7,(0) = des (7= )

Considere {&, &, .

&} = f71¢) N B.(p) e também esferas disjuntas centradas
nesses pontos, duas a duas disjuntas: 55"~ (¢;) satisfazendo

SIS (p) =0

Agora tome a variedade orientada

X =B\ U 55, ().

O bordo dessa variedade € dada pela seguinte unido disjunta.

ox =S ISy o T TT S5 (&)

Temos que a aplicacio;

—é — §| LOX — SPH(0),

admite uma extensdo suave, a qual por abuso de notagcdo, ainda denotaremos por

7=¢| em X. E pela proposi¢ao 1.4.10 deg (LJ; — g|> = 0 e pela orientacdo de
X temos,

22
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FoCN
deg(‘f_q)zpm Te(f = Q) —Teaf — Q) — v~ To (f — ) = 0.

Entdo Z,(f) = Ze,(f — () + ... + Z¢, (f — ¢) = k, pois f é um biholomorfismo
em cada &; e pela proposicdo 1.4.11 Z (f — () = 1 paratodo j = 1,... k.
U

Como forma de enfatizar a ultima proposi¢do, temos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.4.13 Considere f(z1,2) = (22,21 + 23) entdo f~1(0) = {0} e o indice
de Poincaré Hopf: Zy(f), é dado pelo niimero de solucées do sistemay

S—{z% :Cl

21+Z§:C2

Note que esse fato se origina da relagdao

Io(f) = #(f71(¢) N B-(0)).

onde ( = (1, (2) é um valor regular de f suficientemente préximo de 0.

Resolvendo o sistema (5) temos,

para z; = —+/(; tem-se,
z3 =G+ VG entio 25— (G+ V() =0

logo,

(z2 — G+ \/Z)(ZQ — G+ \/E.@).(z2 — G+ \/a.@2> =0

2 2
onde © = cos(%) +i sin(g). Logo temos trés raizes;

VTV, Vot Va0 e o+ /0.0

Analogamente, encontramos mais 3 raizes considerando z; = /(3. Portanto Zy(f) =
6.

Teorema 1.4.14 Seja X C C" uma variedade suave compacta e conexa com fronteira,
dim X = 2n. Considere f : U — C" uma aplicagdo holomorfa, onde U é um dominio,
p € X\0X, f(p) =0e f~1(0) NOX = 0. Suponha que o grau da aplica¢do
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S

0= 7] 10X — SPH0)

seja k. Entdo, a equacdo f = 0 tem um niimero finito de solucdes no interior de X e
a soma dos indices de f nos pontos é precisamente k.

Definicdo 1.4.15 Sejam f, g : (C",p) — (C",0) germes de duas aplica¢des holomor-
fas. Dizemos que f e g sdo algebricamente equivalentes ou A-equivalentes, se existe
um germe de uma aplicagcdo holomorfa A : (C",p) — GL,(C) tal que

Apresentamos agora um resultado que nos diz que o indice de Poincaré Hopf é
invariante sobre aplicacdes A-equivalentes.

Proposi¢io 1.4.16 Se f,g : (C",p) — (C",0) sdo A-equivalentes e f~(f(p)) =
{p}, entdo I,(f) = Z,(g).

9
_e_
PR

Demonstracao: Mostremos que existe uma homotopia suave entre , dai pelo

teorema 1.4.9 deg (%) = deg <‘:%|) , e portanto Z,,(f) = Z,(g).

Temos que GL,(C) é aberto, denso e conexo em M, (C). Entdo tome V C
GL,(C) uma pequena vizinhanga aberta de A(p). Logo existe uma homotopia suave
G(z,t) entre A(z) € V e A(p), ou seja,

G(z,0) = A(z) e G(z,1) = A(p)

onde A étal que f(z) = A(z)g(z). Entdo a seguinte aplicagdo
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Tome agora uma curva real suave v em GL,(C) de forma que v(0) = A(p) e
~(1) = I. Entdo a aplica¢do suave

19(=) _
ROEIR
€ uma homotopia entre Al)g(2) e 9(2) , pois

p(z,1) = =

Entdo por transitividade de homotopia, temos

f(z) _ Al2)g(2)

lf(2)] - A(2)g(2)] ¢ homotdpica a

1.5 Numero de Milnor

Vamos definir e explorar nessa se¢do o nimero de Milnor, o qual é um conceito pura-
mente algébrico. Terminamos a se¢do com um belo resultado que nos da a igualdade
entre esse conceito e o indice de Poincaré-Hopf. Para essa abordagem necessitamos da
aplicacao Pham.

Sejam M e N espagos topolégicos,p € M e f,g: M — N duas aplicagdes holo-
morfas. Dizemos que f e g definem o mesmo germe em p se existe uma vizinhanca
U, C M de p tal que,

Entdo, vamos denotar por O, o anel local de germes de fun¢des holomorfas em
p € M. Se considerarmos M = N = C", entdo o anel de germes O, terd estrutura de
C-algebra.

Dado f = (f1,..., fx) : (C",p) — C* denotamos por Z; o ideal de O, gerado
pelas fungdes coordenadas (f1, . .., fx), ou seja,

If:{hlfl+...+hkfk; thOp} =< fl,...,fk >@p.
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Definicdo 1.5.1 Seja f : (C",p) — C* um germe de uma aplicacdo holomorfa. A
algebra local de f em p ¢ a C-dlgebra quociente

O,

Qs =7

Definicdo 1.5.2 Seja f : (C",p) — (C™,0) um germe de uma aplicacdo holomorfa.
A multiplicidade de f em p ou Numero de Milnor de f em p, denotado por p,(f), é
a dimensdo do C-espago vetorial Qy, ou seja;

O

up(f) = dim@Qf = dlm(cz_
f

Vamos abordar novamente o exemplo 1.4.13, para termos um maior entendimento
da definicdo acima.

Exemplo 1.5.3 Seja [ = (f1, f2) = (22,21 + 23) e p = 0. Calculemos o niimero de
Milnor de f em p.

O

Para fazer isso, basta encontrar uma base para o C-espago vetorial Q = #.
1,.J2

Temos que fi = 27 € fo=12 + zg’ logo

fi=2i €Ty =< fi,fo>

nm=z(n+2)—d=unfr—fi€ Zy
e também
=22 € 1.
Por outro lado

23 = —2 mod Z; pois 25 + 21 = fo € I;

* 2129 = —zy mod Z; pois 2125 + 25 = 29(21 + 23) € Z;
© 2122 = —25 mod Z; pois 2122 + 25 = 22(21 + 25) € I

Entdo uma base para o C-espaco linear Q¢ é dado por

B = {1a R1, 22, 2122, 237 2123}
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@)
Portanto [Lo(f) = dim(ch = dlm(cz_—p = 6.
!

Uma fun¢@o holomorfa F'(zy, . .., z,) definida numa vizinhancade p = (p1, ..., p,)
pode ser expressa em série de poténcias;

F=Y F=Fy+Fuu+... F,#0

i=m

onde cada [; € um polindmio homogéneo de grau j nas varidveis z; —pi, ..., 2y, — Dn.
O niimero m € chamado a ordem de F' em p.

Proposicao 1.5.4 Sejam f,g : (C*,p) — (C",0) germes de aplicagdes holomorfas,

onde f tem multiplicidade p1. Suponha que cada componente da diferenca g — f tenha
expansdo da forma,

gi—fi=F,, +F... .. =1

entdo f e g sdo A-equivalentes.

Proposicao 1.5.5 Se f e g sdo germes de aplicacdes holomorfas A-equivalentes, entdo
elas tém a mesma multiplicidade em p, ou seja, p,(f) = p,(9).

Demonstracdo: Uma vez que f e g sdo A-equivalentes temos,
f(2) = A(2)g(2) para A(z) € GL,(C)
logo Z; C Z,. Por outro lado, como A € inversivel temos também,
B(2)f(z) = g(z) onde B= A~L.

AssimZy C Z,. Entdo Z; = 1,,.

Portanto
O

.0 :
pp(f) = dlmCI_; = dlchj = 1, (f).

O

Lema 1.5.6 Seja T : C* — C" uma transformagdo linear inversivel, entdo jio(T) =
1.

Demonstracdao: Como 7' € inversivel tem-se,

TT '=1

)
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onde [ € a transformacdo identidade e 77! = A € GL,(C). Logo T e I sdo A-
equivalentes. Assim pela Proposicao 1.5.5 temos,

po(T) = po(1).
Mas
Oo

—1
<I,....1,>

Y

po(I) = dime

pois uma base para essa algebra local é formada pela classe do mondmio;

Z1.29 « .. Zn-

Portanto
po(T) = 1.
[

Proposi¢do 1.5.7 Se f : (C",0) — (C",0) € um germe de um biholomorfismo entdo

po(f) =1.

Demonstracao: Para f temos que

f(z) = f(0)z+ Fa(2) + ...

logo

f(z) = f(0)z = Fy(2) + ...

entdo pela Proposi¢do 1.5.4 f é A-equivalente a f'(0) e pela Proposi¢do 1.5.5 po(f) =
to(f'(0)), mas como f(0) é uma transformagio linear, temos pelo Lema 1.5.6 po(f/(0)) =
1. Portanto po(f) = 1.

O

Defini¢io 1.5.8 A aplicacido Pham 7 : C* — C" é definida da seguinte maneira

7J(z1,...,zn) = (z{l,...,z#)

onde J = (ji,...,jn) € N* com j, > 1.
Lema 1.5.9 Seja v’/ : C* — C" a aplicagdo Pham, definida acima, entdo

Zo(y") = po(v7).

Demonstracao: Mostremos que o nimero de Milnor se iguala ao indice de Poincaré
Hopf da Aplicacdo Pham no zero, através de um célculo direto.
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Vimos na Proposicdo 1.4.12 que Zy(y”) é o niimero de pré-imagens de v’ por um
valor regular, ou seja, o nimero de solucdes de

77(2) = €, ou seja,

(2" 207, 20n) = (€1,&, ..., &) se, e somente se,
2= &
= &

onde & = (§1,&s, - .., &,) é um valor regular para a aplicagdo Pham. Portanto o nimero
de solugdes do sistema (x) € jy.jo . - . Jn, lOgo

Zo(Y)) = j1-d2 -+ - Jn-

Por outro lado, o niimero de Milnor de v’ em 0 é a dimensdo do C-espaco vetorial

onde v/ = zI".

%
Qs = J 7
<Y, Vn >

Uma base para esse espago vetorial € formada pelos monomios

22y oz 0<my <1, 0<me <Jjo,...,0 <my, < jn.
Entao
Oo
dim¢ = jiJo - jn = to(y”).
<~{,. .., >

Portanto Zo(v”7) = po(77).
U

E interessante ver que o nimero de Milnor € igual ao indice de Poincaré Hopf
para essa aplicagdo. Dai surge naturalmente a questdo. Isso € um caso especifico da
aplicacao Pham ou € vélido em geral?

Proposicao 1.5.10 Seja f : (C",0) — (C™,0) um germe de uma aplicagcdo holomorfa
com multiplicidade 1. em 0. Considere a seguinte aplicacdo Pham

A onde [p+1) = (u+1,...,u+1)
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e a deformagdo holomorfa 7&“ = AN N f, para \ em uma vizinhanga pequena

de 0 € C. Entdo f é A-equivalente a 7&‘”” para \ # 0.

Demonstracio: Temos que fy&“ T _ \f = 4"*1; mas toda componente de [+l
tem grau maior do que u, entdo pela proposicao 1.5.4 7&“ g A-equivalente a A f. Por

outro lado A\ f € A-equivalente a f. Portanto, por transitividade 7/[\” g A-equivalente

af.
[

Teorema 1.5.11 Seja f : (C*,p) — (C",p) um germe de uma aplica¢do holomorfa.
Entdo 1,(f) é finito se, e somente se, p é um ponto isolado de f~*(0).

Ap6s ter introduzido a ndmero de Milnor e o indice de Poincaré Hopf para ger-
mes de aplicagdes holomorfas, e ter observado que os dois conceitos sdo definidos de
maneiras bem distintas, pelo fato do primeiro ser apresentado como o grau de um certo
isomorfismo, no sentido de topologia algébrica e o segundo como a dimensdo de um
certo espaco vetorial, provemos que, sob uma certa hipétese, esses dois nimeros sao
0s mesmos, assim como ocorre com a aplicagdo Pham. Para isso considere

O(U)={f:U — C™ f é holomorfa }

onde U ¢ um dominio em C". E também Z; ¢é o ideal de O(U) gerado pelas compo-
nentes de f.

Definicdo 1.5.12 A digebra Q;(U) é definido como sendo o quociente de C-dlgebras

o)
Q= =
f I

Através da definicdo acima, temos a aplica¢do quociente

o
1:0w) - A — o)
f
Agora note que a dlgebra polinomial C[zy, ..., z,]|y é um subconjunto de O(U).
Entdo defina a subdlgebra polinomial Q([U] como sendo a imagem de C[z1, .. ., z,]|v
pela aplicacdo q. Logo
Qy[U] < Q(U).

Proposicao 1.5.13 Seja f : (C",0) — (C",0) o germe de uma aplicacdo holomorfa
de multiplicidade finita ;1 em 0. Considere a deformagdo holomorfa f, de f com
A € C™e fy = f. Entdo existe uma vizinhanca U C C" de 0 tal que, para ||
suficientemente pequeno, a dimensdo do C-espago vetorial Qy, (U] é no mdximo p, ou
seja,
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QU] < po(f).

Lema 1.5.14 Seja f : U C C" — C" uma aplicagdo holomorfa tal que dimc Qf[U] <
oo. Entdo cada zero de f em U tem multiplicidade finita. Além disso, o niimero
de solugées da equacdo f = 0 em U contadas sem multiplicidade, é limitado por

dim(c Q f [U ] .
Considere a aplicacdo holomorfa f : U C C" — C”" e suponha que &, . .., & sdo

todas as solugdes de f = 0 em U. Seja O, ¢ o germe de f no ponto &; e considere a
correspondente dlgebra local Q, ;. Definimos a algebra multilocal de f em U por

k
@ Q&z‘f‘
=1

Nessa dlgebra multilocal, definimos a seguinte homomorfismo de C-4lgebras.

k
N O(U) — @ Qiz‘f
=1

dado por: para ¢ € O(U) tome os germes nos pontos &;, g¢, € olhe a sua imagem
ge, € Qe,f, OU seja,

N(g) = (gfi? s 7§5k)

Notacdo: Sejag € O(U) e £ € U. O polindmio de Taylor de grau [ de g em & serd
denotado por T¢(f).

Lema 1.5.15 Dado um niimero finito de pontos distintos em U, a saber: &, ... & e
um polinomio P; de grau d;, centrado em &;, existe um polinomio Q) tal que

T&Q = P

Demonstracao: Ver referéncia [30]. ]

Proposicao 1.5.16 O niimero de solucdes em U, contadas com multiplicidades, da
equagdo f =0, é limitada por dimc Q[U].

Demonstracao: Ver referéncia [30]. O

Proposicao 1.5.17 Suponha f : (C",0) — (C",0) germe de uma aplicagdo holo-
morfa tal que jio(f) < 0o. Entdo Io(f) < po(f)-

Demonstragido: O Teorema 1.5.11 garante que 0 é isolado em f~*(0) e a Proposi¢do
1.4.12 nos fala que Zy( f) é o nimero de solugdes da equagdo f) = f — A = 0, com A
sendo um valor regular suficientemente préximo de 0. Ja pelo Lema 1.5.14



CAPITULO 1. PRELIMINARES 32

To(f) < dimeQp, [U].

Pela Proposic¢ao 1.5.13 dimc Qy, [U] < po(f).

Portanto

Io(f) < polf)-
U

Finalmente temos bagagem suficiente para demonstrar o resultado mais esperado
dessa secdo.

Teorema 1.5.18 Seja f : (C™,0) — (C™,0) o germe de uma Aplicacdo holomorfa. Se
ol f) é finito, entao yiy(f) = ol ).

Demonstracao: Seja i o nimero de Milnor de f em 0, ou seja,

1= po(f)

Considere a seguinte aplicacdo Pham

7["“](21, ey ) = (zf“, . z““)

’n

E pela Proposi¢ao 1.5.10 a deformacao 7&“ = A+ L N f é A-equivalente a f.
Pela Proposicao 1.4.16 tem-se,

Zo(W*) = To(f),

e usando a Proposi¢do 1.5.5 temos também

po(W Y = po(f).

Exploremos agora algumas propriedades da aplicacdo Pham e suas deformacdes.
Fixe uma bola B.(0) e um valor para o parAmetro A de forma que a Proposi¢éo 1.5.13

se verifica para a aplicagio 74", Seja {&;} as solugdes na bola B.(0) da equagdo

w=o.

Entao usando a Proposi¢do 1.5.13 temos,

dimQV&HH] [U] < He, (7[’”1]).

Pela Proposi¢ao 1.5.16 o nimero de solugdes de 'yg” ' = 0 contadas com multipli-

cidade € limitado por dim¢ va . [U], ou seja,
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Zu /H ] < dlm(cQ u+1 [U]

Mas pela Proposi¢ao 1.5.17

Te, (W) < e, () para todo i (1.2)

O Teorema 1.4.14 fala que

[n+1]

ZI ;H—l] g <|7€u—+1]|> na espera aBa(O)
5\

O teorema de cardter aditivo do indice de Poincaré Hopf nos garante que
[1+1] [u+1]
T _ 2 _ [u+1]
s (2500 - (2 07
w&/ﬂrll | |ylut1]]
mas pelo Lema 1.5.9

,uo(/y[lﬂ-l]) — Io(v[”‘*”)

de onde segue que

ZN 1]y ZI 41y

Uma vez que todos os termos envolvidos no somatério da igualdade acima € posi-
tivo e vale também (1.2) temos,

Te, (WY = e, () v

Mas 0 € uma solucdo &; na equacdo 7/[\“ ' = 0. Portanto

po(f) = po(AT) = (W) = Zo(f).

1.6 O nucleo de Bochner-Martinelli

Passamos agora a definir o nicleo de Bochner-Martinelli, o qual nos d4 uma general-
izacdo da férmula integral de Cauchy para C". Lembrando que a versao dessa férmula

é
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f(o)_i/(cﬁf(z) dz/\dE.

Comi dz =z

onde f : C — C.

Faremos a tal generalizacdo para R" e posteriormente para C”. Em R" tome as
seguintes formas,

w; = (—1)" " aidry AL A Jaz A. .. Ndx,.

Entao

dw; =dxi N ... Ndx, = w.

Com isso, considere a seguinte aplicagdo

_ Ch Y iy Wi

o ER

Y

onde |z| € norma euclidiana em R", e C,, é uma constante dependendo unicamente de
n.

Lema 1.6.1 A aplicagdo ¢,, é uma forma fechada em R™\{0}.

Demonstracao: Calculando a derivada de ¢,, resulta

d(pn) = d(@)

= d(Colz[™") 2o wi + Cola[ T d (S wi).

Mas como [z = |(z1,...,2,)| = (#F + ... +22)2, logo [2| ™" = (2} + ... +a2) 5.
Assim

d(Cplx|™) = d(Cn(x% +o 22T

V|3
N————

= Cu(=3)(@} + .. +22) 52 2uiday + .. + 2z,dx,)

= —nC|z| "2 (x1dxy + ... + xpdy).

Entao, temos que
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d(pn) = —nChlz| " 2(z1dzr + ... + xpday) Yoi wi + Cyla] ™" >0 dw;
= —nCylz| ™ 2 (xider A ... Ndxy + ...+ 22day AL AN dy,) + nCylx] T M w

= —nC,|z|7" | z|*w + nC,|z|"w = 0.

Lema 1.6.2 / Yn ndo depende de r > 0.
syt

Demonstracao: De fato tome 0 < 7’ < r e considere a esfera Sﬁ’l. Logo pelo

teorema de Stokes
B, \B,s OB, OB,/

Portanto

[y
gn—t Sf,*l

Pelo Lema 1.6.2 podemos escolher a constante C),, de modo conveniente, para que

tenhamos
gn—t

Proposicao 1.6.3 A constante C,, é dada por,

0

—1)!
T
C, =
2q)!
%, sem=2q + 1.
mmdq!

No caso particular de R? temos,

1 (yd:c—:cdy
pr=o| "5 a

o\ 22 + ¢ ) para (z,y) = (r cos,rsin ) tem-se

1
= —db
v2 27
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Passamos agora para C". Para isso identificamos C" com R?", entdo a aplicagio
Y9, toma o seguinte formato.

_ B, +B,
QDZn - 2 9
onde
B — an?zlwz/\w
n |Z’2n
sendo

cw=dzxn N...Ndz,;

« W = (—1)iZdB AL ANE A A dE;

(=D"

%(n—l)!

(2mi)™

o ], =

Note que B,, é uma (n,n — 1) forma fechada em C™\{0}. Damos o nome de tal
forma de Nucleo de Bochner Martinelli. Observe que B,, ¢ uma forma real quando
restrita & S**~! e que

/ B, =1 para todo r > 0. (1.3)
Sg’kl
Seja f uma fun¢do holomorfa definida numa vizinhanga de 0 € C", entdo

d(fBn) = (df) N By + f(dBn) =0

1 azj

A primeira parcela da igualdade acima € zero pelo fato de f ser holomorfa e a
segunda é zero pois B,, € uma forma fechada.

Sendo assim tome B,.(0) e 0 < ¢ < r, e pelo teorema de Stokes

0 :/ d(fB,) :/ B, —/ fBy,.
B, (0)\B:(0) 9B, (0) 8B (0)

Logo

/ B, — / /B,
9B,(0) 2B.(0)
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Assim, usando (1.3) temos que

lim fB, = f(0).

e—0 8B5 (0)

Portanto/ B, = f(0).
dB,(0)

O que justifica o fato de dizer que esse nucleo generaliza a férmula integral de
Cauchy. De uma maneira geral, definimos o nicleo de Bochner-Martinelli em C™ x C™
por

ln Z?:l(_l)iil(zi - wz) /\jyﬁz(dzj d_j) ANdwy A ... N\ dwn

|z — w|?

Bn(z,w) =

Esse conceito serd usado no capitulo 3, junto com o conceito de residuos, para
obter uma demonstra¢do do teorema de Baum-Bott.

1.7 Residuo de Grothendieck

Vamos definir e explorar a conceito de residuo de Grothendieck, o qual € devido a
A. Grothendieck, e é uma generalizacdo do residuo de Cauchy da teoria de Anélise
complexa em uma varidvel.

Sejam U, V abertos de C", f = (fi1,..., fn) : U — V uma aplica¢do holomorfa
com multiplicidade finita e g € O(U). Considere também ¢ um valor regular de f e

O ={&s- - &)

Definiciao 1.7.1 O Residuo de Grothendieck em 0 de g relativo a f ¢ definido como
sendo o limite

Resin )= > e

onde J(5) = (afl @)) |
Zj 1<i,j<n

Note que, como cada &; € um ponto regular, temos

det(Jf(&)) # 0,

logo a Defini¢cdo 1.7.1 tem sentido.
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Por outro lado, o teorema do trago na referéncia [30], garante a existéncia do limite
na Defini¢do 1.7.1.
O préximo resultado nos dd uma férmula integral para Reso(g, f).

Teorema 1.7.2 Sejac = (e4,...,&,) come; > 0 e considere o n-ciclo real
I.={zeU;|fi(2)| <eparal <i<n}

com orientagdo descrita pela n-forma d(arg f1) A ... ANd(arg f,). Se € estd suficiente-
mente proximo de 0 entdo,

1\" dsxy A ... Ndz,
ReSO(gaf):(Tm) /Fg- lfl...f :

Demonstracao: Considere a seguinte n-forma holomorfa

n=gdz A...\Ndz,.

Logo em um subconjunto aberto e denso U temos,

_ 9
gdzy N ... Ndz, = —detJf(dfl)/\“'/\(df")’

pois 17 € uma n-forma num espago n-dimensional. Pela orientacdo do ciclo I'. temos,

1\" da AN Ndz, (1" g dfy A ... Ndf,
(Tm) /9 fioefa ‘(Tm> L(dewf) Fioofa

Nessas condi¢des o traco da n-forma 7 é

i) =X g

onde a aplicacdo traco estd definida em [30]. Agora, pelo teorema do traco em [30],
temos

1\" dzi N\ ... Ndz,
tr(mw) = <%) /r s I, (f —wy)’

de onde temos

o g(w) _ AR dzy A ... Ndz,
ilir%);deuf(w)_“(")(w)_(Tm) /Fsg' fiofn
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Portanto
dzi N ... Ndz,
Reso(g, ) = / qg. )
( ’ ) Fs fl o e fn
O
dzy N ... Ndz, | _ ) _
Se w = g. ¢ uma n-forma, entdo também usaremos a notacao

fio o fn
Reso{w} para representar Resy(g, f).
Vale ressaltar que em muitos livros define-se o residuo como o resultado do teo-
rema acima. Passamos agora a explorar algumas propriedades desse residuo.

Propriedade I: O residuo é linear em g, ou seja, para a,b € Ce g,h € O(U) tem-se

Reso(ag + bh, f) = aReso(g, f) + bReso(h, f).

Demonstracao: De fato,

1\" dzy N ... Ndz,
Reso(ag + bh, f) = (%) / (ag + bh)— g
j e In

_ (L)"/ (a dzlA...Adzn+bhdzl/\.../\dzn)

ori) S\ AT T
B 1\" dzy A ... Ndz, 1\" dzy A ... Ndz,
- “(%> /59' fiofn “’(%) /Eh‘ it

= aReso(g, f) + bReso(h, f).

U
E mais, Resg(g, f) é alternado nas componentes fi, ..., f, de f.
Propriedade II: Resy(det J(f), f) = uo(f) = Zo(f).
Demonstragiio: Seja ¢ um valor regularde f e f~1(¢) = {&,...,&,} entdo
Reso{cet J(1)..f) = lim OZ el bl ﬁ — = molf) = To(f).
O

Essa € uma propriedade de grande interesse pelo fato de entrelagar o indice de
Poincaré Hopf, o nimero de Milnor e o residuo de Grothendieck.

Passamos agora a relacionar o residuo de Grothendieck com o nucleo de Bochner-
Martinelli. Essa bela relacdo foi a chave usada por Mércio Soares para "refazer" a
prova dada por S. S. Chern do teorema de Baum-Bott, que serd abordada, com fineza

de detalhes, no capitulo 3.
dzy N ... Ndz,

fi- - fa

Considere w = g.

uma n-forma meromorfa com g holomorfa,
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entdo efetuando os cdlculos, vemos que a representacdo distinguida de Dolbeault da

1 n
forma (—) w € dada por
271

LS (=0 fdfy A AN, Ndz AL A dzy,
Nw =4 EZ '

Tal construgao € feita na referéncia [17]. Agora temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.7.3 Resqw = 1, ou equivalentemente

) [
— w = w-
omi ) Jr o !

Demonstracao: Ver referéncia [17] pagina 651.

Agora defina a seguinte aplicacao

F:.:C — Crx Cn
z — F(2)=(z+f(2),2)’

onde f é uma aplica¢do holomorfa. Sendo

Bn(z,w): |Z—’U)’2n ’

o nucleo de Bochner-Martinelli, podemos calcular o pullback de B,, pela F'.

LY (1)1 f(2) Njzi df; Ndz A ... dz,
LS '

F*B, =
Sendo assim, note que

g.F*B, = ny.

Por outro lado, a Proposicdo 1.7.3 nos diz que

=) o=
b w = -
271 r SQn—ln

Logo



CAPITULO 1. PRELIMINARES 41

1 n
271 T §2n—1

Portanto essa € a relagdo entre o nicleo e o residuo,

Resow = Resy(g, ) = / gF*B,,.

S2n—1

1.8 Conexoes, Polinomios Invariantes e Classes Carac-
teristicas

Podemos dizer que, a grosso modo, uma conexdo é uma maneira de diferenciar secoes
de fibrados vetoriais. Para precisar essa ideia, considere M uma variedade complexa
de dimensdo n, £’ um fibrado vetorial complexo de posto £k sobre M e

p

N\(M, E) :=T(M, ;\ TM* ® E)

o espacgo das p-formas com valores em E.

Definicao 1.8.1 Uma conexao em E é uma aplicagdo C-linear

1

V: /O\(M, E) - \(M,E)

que satisfaz a regra de Leibniz, ou seja,

V(fs)=df ®s+ fV(s), Vf € N(M) e Vs e \(M,E).

Proposicao 1.8.2 Nas condicoes da definicdo acima, sempre existe conexdo em E.

Demonstracio: Considere U = {U, },ca uma cobertura trivializadora de ambos os
fibrados T'M e E. Para cada o« € A, escolha um referencial

S*=(5¢,...,58%) de E|y, =U,xC"

Tome {p,} uma particio da unidade subordinada a cobertura U, depois defina a
conexdao V¢ em U, por,

V(s$) = 0 para todo i.

)
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Logo V(fs{) = df @ s + fV(s¥) = df ® s. Assim, estenda essa defini¢do local
fazendo

V=) pV

e vé que V, de fato, € uma conexio em F.
O

Sejam f : M — N uma aplica¢do holomorfa e V uma conexao sobre o fibrado
E de N, entdo essa conexao induz uma outra conexao sobre o fibrado pullback, que
denotaremos por f*V e a chamamos de conexdo pullback.

Passamos agora a fazer uma representacao local do conceito de conexao. Para isso
tome U = {U, }oca uma cobertura trivializadora de M.

um referencial local de F|y, = U, x C", entdo a curvatura V se expressa, localmente,
através desse referencial por

V(sy) =) 655

onde 9?]- sdo 1-formas holomorfas sobre U,. A matriz de 1-formas

0% = 03]
€ por defini¢do, a matriz da conexdao V em U,,.

Analisemos agora o que ocorre na interseccao nao-vazia dos abertos trivializadores.
Para isso sejam s e s? referenciais locais de E sobre U, e U, 3, respectivamente, tal
que U, NUg # 0. Entdo existe uma matriz invertivel g,5 = [g;;] de forma que os
referenciais se relacionam da seguinte maneira

s¢ = Zgijsf ou ainda s? =53 hjlslﬂ

onde [hj] = ggﬁl.

Analisando mais a fundo e usando fortemente a definicdo de conexao temos,
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V(si)= 205®s)
- Vv ) =S"da @ §° V(s?
Zng] Z gw@sj +Zglj (3])
= ng¢j®8f+2mj(29fr®é’f)

= ngij®Zhﬂ®s?—|—Zgi]~<20ﬁ®thl®s?>

= > dgijhj ® s} + Zgijefrhkl ® s

Com isso, segue que as matrizes da conexao se relacionam da seguinte forma

0% = dgaﬁ‘go_[gl + gaﬂeﬁg;g,

0
Note que definimos conexdo em /\(M , E). De moto inteiramente andlogo, es-
1

tendemos essa defini¢do para /\(M , ), onde por abuso de notagdo vamos continuar
denotando por V.

Definicao 1.8.3 Definimos o operador NV C-linear, de cardter local,

v /1\(M, E) —» /Q\(M, E)

exigindo que ele satisfaca a regra de Leibniz, ou seja,

Viw®s)=dw®s—wAV(s)

para todo w € \' (M) e todo s € N'(M, E).

Definicao 1.8.4 Nas condigoes da Definicdo 1.8.3, definimos a curvatura da conexao
por Ky =VoV.

0
Uma propriedade interessante de se observar € que a curvatura da conexdo é /\ (M)-
linear. Isto é

Ky(f.s) = fKv(s).

Assim como foi feito para conexdes, vamos explorar localmente, a matriz da cur-
vatura.
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«

Seja s* = (s7,...,s%) um referencial local de F, entdo

Kelst) = (Vov)e) = V(S 05)
= . dO @ s§ — > 0% AV(s])
= > dOg ®s§ = 0% N 05 @ sy
= > dog @ sy —> (Z@g /\6’%) ® s¢.
Logo temos que Ky € dado localmente, pela matriz de 2-formas

0% =df* — 0™ N 0°.

Por fim também relacionamos os referenciais. Para isso sejam s e s” referenciais
locais sobre os abertos trivializadores U, e Up respectivamente, os quais estdo rela-
cionados através de s* = gagsﬁ. Procedendo como acima, ou seja, calculando Ky em
cada s e usando s® = g,5s” temos,

Ky(si) = Zgz‘je)ﬁgi}l ® s

Portanto as matrizes da curvatura tem a seguinte relacdo

a B —1
Passamos agora a explorar o conceito de polindmio invariante.

Definicao 1.8.5 Um polinémio homogéneo P : M, (C) — C é dito invariante quando

P(gAg™") = P(A)
para todo g € Gl,,(C) e para todo A € M,,(C).

Alguns textos, como as referéncia [17], usa a seguinte caracteriza¢do como defini-
¢do de polindmio invariante.

Proposicao 1.8.6 Seja P : M, (C) — C um polinémio homogéneo, entdo sdo equiva-
lentes;

» P(gAg™') = P(A) paratodo A € M,,(C) e para todo g € Gl,,(C);

» P(X.Y) = P(Y.X) paratodo X,Y € M, (C).
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Exemplo 1.8.7 Como exemplo de polinomios invariantes, temos os polindomios simétri-
cos elementares dos autovalores de uma matriz A € M.,,(C), ou seja, os Cy(A) tais
que,

n

det(t] + A) = Ci(A)t'

1=0

n—i

onde C,,_;(A) = tr ( /\ A) . Para ver que, de fato, os C), sdo invariantes, note que,

det(tl + A) = det(g(tI + A)g™") = det(tI + gAg™")
Assim

n n

D Cosi(A) =D CoilgAg ),

i—0 i—0
Portanto C,,_;(A) = C,,_i(gAg™") parai=0,1,... n.

O préximo teorema nos diz que todo polindmio invariante pode ser expresso como
um (outro) polindmio cujas varidveis sao os polindmios simétricos elementares de uma
matriz.

Teorema 1.8.8 Todo polinémio invariante P : M, (C) — C pode ser escrito da
forma;

P(A) =p(co(A), c1(A), ..., cn(A))

onde p é um (outro) polinomio, A € M,(C) e cx(A) sdo os polindomios simétricos
elementares da matriz A.

Demonstracao: Ver referéncia [20]
O

Lema 1.8.9 Sejam E um fibrado vetorial complexo sobre a variedade complexa M,
V uma conexdo sobre E, K< a curvatura da conexdo e P um polinémio invariante de
grau k, entdo P(Ky) define globalmente uma 2k-forma em M.

Demonstracao: Como P é um polindmio de grau k e Ky €, localmente, uma matriz
de 2-formas, P aplicado em K<y define, localmente, uma 2k-forma. Agora para veri-
ficar que temos uma definicao global, basta constatar que na intersec¢do tudo funciona
"bem".

Sejam U, e Uy abertos trivializadores tais que U,z # 0. Logo Ky é dada pela
matriz de 2-formas ©“ em U, e ©% em U, 3, onde se relacionam por
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0% = gus0°g ).

Logo na intersec¢do temos que;

P(©%) = P(Kv)|v, = P(9ap0°g,5) = P(6°) = P(Kv)|u,.

2
Portanto P(Ky) € /\(M, E).
U

O préximo teorema nos garante que, de fato, a 2r-forma P(Ky) define um ele-
mento em H7,(M, C), uma vez que P(Ky) é fechado.

Teorema 1.8.10 Se P é um polinomio invariante entdo dP(Kv) = 0. Além disso, a
classe [P(Kv)| € H¥»(M,C) independe da conexdo sobre E.

Demonstracao: Ver referéncia [17].
O

Definicao 1.8.11 Sejam M uma variedade complexa, E um fibrado vetorial complexo
de posto r sobre M, NV uma conexdo sobre F, Kv a curvatura da conexdo e P um
polindémio invariante. Como a classe [P(Kv)] independe da conexdo, definimos a
classe caracteristica do fibrado E por

[P(E)] == [P(Kv)].

Visto a Definicdo 1.8.11 de classe caracteristica, que ¢ um invariante topoldgico,
ou seja, fibrados isomorfos possuem a mesma classe caracteristica. Vamos definir as
formas de Chern e também as classes de Chern, onde também sdo invariantes topologi-
cos e serdo extremamente Uteis para apresentar o teorema de Baum-Bott no capitulo 3,
afinal vale lembrar que a curvatura de Gauss, expressa no teorema de Gauss-Bonnet é
uma das classes de Chern, em dimensdes maiores.

Definicio 1.8.12 Sejam C;,j5 = 0,1, ..., n os polinémios simétricos elementares dos
autovalores de uma matriz de ordem n x n. As formas de Chern de uma curvatura
Ky, associada a uma conexdo V sobre L, sdo definidas por

. i
i i
Cj(Kv) = Cj (%Kv> =1tr (/\(%Kv)) .
As classes de Chern do fibrado E sdo definidas por; co(E) = 1.

]

¢;(F) == {Oj(%f(v)} € Hi,(M,C).

¢(E)=co(E)+ c1(E)+ ...+ cu(E) é aclasse de Chern total de E.
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Definindo classe de Chern da maneira acima, temos que elas satisfazem algumas
propriedades bésicas, as quais serdo listadas abaixo. No entanto, em outros contextos,
como em topologia, define-se a j-ésima classe de Chern como sendo elementos de
H g}z(M ,C), os quais satisfazem as propriedades a seguir.

Antes de enunciar as propriedades, note que definimos classe de Chern de um
fibrado vetorial ¥ sobre M. Uma pergunta que surge de maneira natural é se tem
sentido falar de classe de Chern de uma variedade complexa. A resposta € positiva e
para isso temos a.

Definicao 1.8.13 Seja M uma variedade complexa. Definimos a j-ésima classe de
Chern da variedade complexa M, como sendo a j-ésima classe de Chern do seu fi-
brado tangente holomorfo, ou seja,

cj(M) = ¢;(T'M).
Propriedades das classes de Chern

A referéncia bdsica para as propriedades das classes de Chern € [17]. Considere £
e I dois fibrados vetoriais sobre a variedade complexa M. Entao temos.

Propriedade I: Considere f : N — M uma aplicacdo holomorfa, entdo a j-ésima
classe de Chern do fibrado pullback € o pullback da j-ésima classe de Chern do fibrado,
ou seja,

¢i(f E) = fra(E).
Propriedade II: Considere o fibrado soma direta £ & F', entdo

G(E®F) = ZCi(E)'Cj—i(F)

logo ¢(E & F) = ¢(E).c(F).

Propriedade III: Classe de Chern dual. Se O representa a matriz da curvatura da
conexdao V em F, entdo a conexao do fibrado dual £* tem matriz de curvatura repre-
sentada por —O, logo

¢ (E") = (=1)¢;(E).

Propriedade I'V: Produto Tensorial. Considere /' = L um fibrado de retas entao;

G(E®F)= Z ( ?:Z ) ¢;j(E)e; (L)% para 2 <i<n.

J
k=0
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1.8.1 Conexoes Métricas

Passamos agora a falar de métrica hermitiana, onde de uma maneira informal, é um
produto interno hermitiano em cada fibra de um fibrado vetorial variando suavemente
com o ponto.

Definicao 1.8.14 Sejam M uma variedade complexa de dimensédon, n = (E,m, M, CF)
um fibrado vetorial complexo de dimensdo k sobre M. Entdo a familia h = {h,}.cm
¢ uma métrica hermitiana no fibrado F se;

1. h. é um produto hermitiano em E.,, para todo z € M;

2. se U, é um aberto trivializador de E e s* = (s, ..., sY) é um referencial de E
sobre U, entdo as fungoes

h% U, — R
z o h(s{(2), s5(2))1<ij<k

sdo de classe C*™.

Definicao 1.8.15 Um fibrado vetorial holomorfo munido de um métrica hermitiana é
chamado de fibrado hermitiano.

Note que definimos métrica hermitiana localmente. Usamos agora a particdo da
unidade para estender essa defini¢@o a todo E. Para isso tome {U, } uma cobertura de
M que trivializa E, h, métrica hermitiana em E/|y, e {p,} uma particdo da unidade
subordinada a {U,, }. Entdo definimos a métrica hermitiana em £ por

h=>" paha.

Sejam u e s duas sec¢des do fibrado E. Definimos o produto interno entre elas por

<u,s > (2) = h(u(2),s(2)).

Seja V uma conex@o num fibrado hermitiano £. Dizemos que a conexdo V ¢é
compativel com a métrica se

d<u,s>)=<V(u),s >+ <u,V(s) >.

para todo u, s € I'(M, E).

Lema 1.8.16 Se E é um fibrado hermitiano, existe uma uinica conexdo V em E que é
compativel com a estrutura complexa e com a métrica.
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Demonstracao: Ver referéncia [17].
O

Essa dnica conexdo que ¢ compativel com a métrica leva o nome de conexao
Meétrica. Dados dois fibrados hermitianos £ e F', definimos a métrica hermitiana
em I ® F' por

<s®u,s @u >=<s,8>.<u,u >

onde s e s’ sdo se¢des de F enquanto u e u' sdo segdes de F'.

Lema 1.8.17 Sejam L' e F' fibrados hermitianos sobre M e V., V. as conexbes
métricas em I e I'. Defina conexdo em E/ @ F' por

(Vi @ D)(s @u) = Viag(s) @u e (10 Vi)(s@u) =50 Vi, (u)

onde Vi, @1+ 1® Vy,,, éa conexdo métricaem £ ® F.

Exploramos um pouco mais a conexao métrica obtida no Lema 1.8.16, onde a
demonstracdo desse resultado (que pode ser encontrada em [17] na pagina 73) nos diz
que a matriz da conexao métrica € dada localmente por

0% = Oh~(h*)™*
ou seja, Oh™ = 0*h“. Aplicando o operador O temos,
0 = 00h™ = J(6“h*) = OO“h™ — 6% A 09°.
Logo 00“h™ = 6% N\ Oh~, e dai
0% = 0% N 0°.

Por outro lado a matriz da curvatura ky, da conexdo métrica tem matriz local

OY = dh* — 0% N O™ = 00 + 0% — 0 A O™ = 0% A O™ + DO — 0 A O™ = 0F°.
Portanto

00° = 996% = 0. (1.4)

Considere L um fibrado holomorfo de posto 1 sobre a variedade M. Denotando
por H, uma métrica hermitiana em L e g, as transi¢oes de L temos
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Ha = gaﬁgaﬂHﬁ

J4 a conex@o métrica Vi € dada localmente pela matriz

¢* = dlog H.,. (1.5)

A curvatura na conexdo métrica Ky, € expressa por

P = 90log H,,. (1.6)

Usando coordenadas locais, (1.5) e (1.6) se comportam respectivamente

N dlogH,\ ,
-2 (T )

)

—(0log H, N N N
onde ¢;" = 5(%), logo oY = 0.

Defina a matriz Q* = [Q¢] em U, por

Ol = OF —d=f AU 1<ij<n, (1.8)

Tal matrix carrega informagdes sobre o fibrado 7"M ® L, pela maneira como foi
definida.

Lema 1.8.18 Seja {U, }oca uma cobertura trivializadora a T' M e L. Considere tam-
bém =* a matriz de (1, 1)-forma em U,, definida por

By =—dzf Ay 1 <45 <n.
Se B,z sdo as transigées de T' M, entdo
=% = B.s='B.;.

Sejam B, € gap as transi¢cdes dos fibrados 7" e L respectivamente, onde esse
ultimo fibrado tem posto 1. Logo as transi¢des do fibrado torcido 7'M ® L sdo da
seguinte forma,

Bap ® gop = JapBags-
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Entdo a matriz definida em (1.8) satisfaz

0% = (Bap ® 9ap) ¥’ (Bap © gap) - (1.9)

Para ver esse fato, note que (2* = O + =, logo

Q% = Bas(0" +E%)B;
= Ba/g(@a + Ea)Bojégagg;ﬁl
= apBap(©* +E%)g,3B.;

= (Bag ® gap)(O% + Z%)(Bag @ gap) -

1.9 Fibrados Virtuais

Vamos nessa se¢ao explorar um pouco mais o conceito de fibrados. Recorde da secao
1.3, onde falamos na constru¢do de novos fibrados, tais como: fibrado dual, soma
de Whitney, produto tensorial, produto exterior, pullback e subfibrados. No entanto,
temos certo problema em estudar a diferenca entre fibrados, ou melhor, dada uma
aplicagdo injetora entre fibrados;

V:E—F

nao temos, até entdo, condi¢des de falar em uma estrutura de fibrado para o quociente
F/E. Entdo essa parte da dissertacdo vem com o objetivo de dar um sentido a esse
quociente.

Sejam M uma variedade complexa e A o conjunto constituido de todos os fibrados
vetoriais complexos C* sobre M. Agora defina a seguinte relacdo de equivaléncia
entre os fibrados:

Dados F, F em A, entdo F ~ I se, e somente se, = F'.

onde I/ = F' € o isomorfismo entre os fibrados £ e F', definido em Defini¢ao 1.3.10.

Entao defina

Vec(M):=A) ~ .

Sendo assim (Vec(M), @), onde @& é a soma de Whitney, que é associativo, comu-
tativo e também existe um elemento neutro, o qual € a classe do fibrado de posto zero
sobre M, tem estrutura de semigrupo.
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Associamos ao semigrupo Vec(M ) um grupo abeliano K (M), satisfazendo a seguinte
propriedade universal

Existe um homomorfismo de semigrupos
v:Vec(M) — K(M)
tal que para qualquer grupo G e
I':Vece(M) — G

um homomorfismo de semigrupos, existe um tinico homomorfismo

N:K(M)— G

de forma que o diagrama abaixo comuta

Istoé, ' =Non.
Feito isso, mostremos como € construido o grupo abeliano K (/). Para isso tome

0 homomorfismo diagonal de semigrupos.

A: Vee(M) — Vec(M) x Vec(M)
E s A(E) =(EE)

Dai define o grupo K (M) da seguinte forma

_ Vee(M) x Vec(M)

K(M): A(Vee(M))

Essa defini¢do nos diz que:

(F,G)] = [(F, )]

se, e somente se, existe um fibrado F, sobre M de forma que

F=Fa&F
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G=G'aFE

O conjunto (K (M), +) tem estrutura de semigrupo onde a operagdo + é definida
por

+: K(M) x K(M) — Vec(M)
([(F1, GO, [(F, G2)]) V> [(F1 © F2, G1 © Ga)).

Por outro lado, a permutagdo

o: Vec(M) xVec(M) — Vec(M) x Vec(M)
(E,G) - (G,E).

induz um elemento simétrico, uma vez que
(E,G)|+[G,El=[(EaG EaG))e(EFEaG E®G) e A(Vec(M)).

Portanto (K (M), +) tem estrutura de grupo abeliano e o chamaremos de grupo de
Grothendieck de M.

Defina

v:Vee(M) — K(M)
por v = q o i, onde ¢ e ¢ sao homomorfismos de semigrupos tais que
Vec(M) —'> (Vece(M))? +— K (M)

E — (E,0) — [(E,0)]

Proposicdo 1.9.1 Se I" : Vec(M) — G é um homomorfismo de semigrupos, entdo
temos um diagrama comutativo.

Vec(M)—— K(M)
r lK(F)
G G K(G)
Demonstracao: Defina
K({) : K(M) K(G)
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GxG
A(G)

onde K (G) :=

A aplicagdo v € definida no mesmo sentido de v, ou seja,

G—%(G)2 "~ K(G)
X —  (X,0)  +— [(X,0)]

logo ¢ = qg © ig. Mostremos que K (I') oy =g o,

(K(T) o)(E) = K(T)(v(E)) = K(I)([£,0]) = [(T'(E),(0))] = [(T(£),0)]

Por outro lado,

(Vg o T)(E) = va(T(E)) = (gc 0 ia)(I'(E)) = qa(T'(E),0) = [(T(£),0)].

Portanto o diagrama acima € comutativo.

Uma vez que (Vec(M), ®) tem estrutura de semi-anel, onde ® é o produto tenso-
rial de fibrados, K (M) possui estrutura de anel.

Agora, denote por [E] a classe [(F,0)] em K (M), logo

[(F, G)] = [(F,0)] +[(0, G)] = [(F,0)] = [(G,0)] = [F] - [G].

Esse fato nos diz que os elementos do grupo de Grothendieck K (M) sdo da forma
[F] = [G].

Lema 1.9.2 Sejan = (E,w, M) um fibrado vetorial complexo de classe C*, onde M
é uma variedade compacta. Entdo existe um fibrado vetorial complexo & = (F,p, M)
de classe C*™ tal que & & F é trivial.

Definicao 1.9.3 Os elementos de K (M) sdo chamados de fibrados virtuais. Para
tais objetos usaremos a notagdo E, ao invés de |E).

Visto a classe de Chern, na secdo 1.8, de fibrados vetoriais, vamos estudar um
pouco esse invariante topoldgico para fibrados virtuais.

Definicao 1.9.4 Sejam Fy, Fy, ..., FExi1, k + 1 fibrados complexos de classe C*
sobre M e considere o fibrado virtual

E=) (-1)E; € K(M).

1=0
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Definimos a classe de Chern total de E, c(FE), como sendo o elemento

o(B) =[] e(E£)D" € Hyp(M,C).

1=0

Exemplo 1.9.5 Sejam E um fibrado de posto m e L um fibrado em retas. Considere o
fibrado virtual

Pela Defini¢do 1.9.4 temos

1+ a(B)talB)+... +cen(E)
B 14 ¢ (L) '

c(E—L)=c(E).c(L)!

. 1
Expandindo formalmente o termo T ol temos

ol - T a@) - e = e

cE-L)= (1+ca(E)+...+ cm(E)).(Z(—l)i(ci(L))i)

= (I4+aE)+...+cn(E).(1—ci(L)+ (L) — ...+ (=1)(c1 (L) + ..

Agora lembre da relacdo das classes de Chern de um fibrado vetorial e seu dual
¢;(F") = (1) ¢;(F).
Logo como L € um fibrado em retas, tem-se
c1 (L) = —c1(L).
Dai

[e1(L)] = [~a (L)) = (=1)'(er(L))"

Assim

)
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o0

(E-L)= (1+a(B)+...+ca(E). (c:(L)))

A4 alB) 4t en(B).( 4 (L) + (L) e+ en(LY )

= 1+ [c(L) + cr(LN)] + [c2(E) + cr(E)ey (L*) + e (L*)?] + . ...
Entao

C()(E - L) = 1;
c1(E—L)= ¢1(E)+ ¢ (L%);

o(E—L)= c(E)+ ci(E)er(L*) + e (L*)?;
G(E—L) = ¢(E)+e;1(E)er(L¥) + ...+ er(L7),

Em particular ¢,,(E — L) = ¢,(E® L).

1.10 Localizacao das classes caracteristicas

Essa secdo tem como objetivo fornecer suporte a demonstragdo do teorema de Baum-
Bott, no sentido de mostrar que as classes caracteristicas de grau n do fibrado torcido
TM ® L, sdo nulas fora do conjunto de zeros de uma secao deste fibrado. Como ver-
emos no capitulo 2 sobre folheacdes, uma folheagdo holomorfa singulugar em M é
induzida por uma se¢do global de 7'M ® L, onde L é um fibrado em retas. Portanto,
as classes caracteristicas de grau n, de 7'M — L se localiza no conjunto singular da
folheacdo.

Para precisar a discussido acima, comecamos apresentando um lema, onde sua de-
monstracdo pode ser encontrada na referéncia [26].

Lema 1.10.1 Seja P um polinomio invariante. Entdo

([a0]) =»([Fw])
oge
(‘32}-"

fibrado T'M & L, qualquer que seja p € M tal que &(p) = 0, onde & é uma se¢do do
fibrado T'M & L.

isto é, o niimero P(J¢(p)) = P([ (p)}) € C independe das trivializagoes do

Sejam V, e V conexdes métricas nos fibrados 7'M e L respectivamente, logo a
conexdo métricaem 7'M ® L é dada por
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V=(Vi®l)+ (e Vy).

Escrevendo a matriz da conexao V;, na forma

0 =) Tildzy.

k

Temos que

(Vi®1)+ (1® V) (55"@(;) = Vul§)® aia & ®Vh<ai )

= (d& + & 0log Hy)

= (d&' + & 9log Ha) ©

b (CETdp) ©

7

+Zf?95§

9,
0z

«
3

Portanto
(Z@ R )
= ) (d&+&0logHy + > 0TS | ® o
m F 0z
Agora defina
’ ocs dlog H,
F . i C Faz o
k ozy ' 0zp Z

Com essas notagdes temos o seguinte lema.

Lema 1.10.2 A colecio E = {E}, onde

~0 ¢ . Olog H, wiral O
B = ;(8z,§‘+§i 90 +Zrkjgj)azg

J

define uma segdo global em T'M @ T'M* ® L.

Analisando a defini¢do de Eg‘i (1.10) temos

® dzp

57

(1.10)
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(0%
0z,

— . —0lo Ha aATrai a. o aqgrot
aE’?z__é-la(a g ) _ij aFkJ:—gl ’l/}k —ny aFk] (111)
J

Por outro lado

Qp, = O —dzf ANy

= 00, — dzf Ay

= 5( > F%}dzﬁ) — dz2 Ay

= —(Zdzg Aérg;i) — dz® AP
J

Assim,

0 = —i(e") ( 5o A érz;i) i) (d= A )

= -Gy -

uma vez que ({%)dz)* = 0, pois £* € holomorfa. Portanto, comparando esta relagao
com (1.11) vemos que

et a __ aroi
i(E7)S; = OB}
Para continuar nossa constru¢do, tome P um polindmio invariante de grau n =

dim¢ M. Logo por (1.9) temos

P(Q%) = P(QY). (1.12)

Isto é, a colegdo { P(2%)} define globalmente uma (n,n)- forma em M, pois a igual-
dade em (1.12) afirma que elas se compatibilizam na intersec¢do nao-vazia de Uj, e
Us. Denotamos essa forma por P(2).

Considere P a polarizagio completa ' de P e faga

P, E%) = ( n)P(EO‘,...,EO‘,Q“,...,QO‘) 0<r<n.

r = =

'Definicio: Qualquer polindmio invariante I € a restricdo a diagonal de uma aplicagdo k-linear
simétrica, invariante, P. Essa aplicagdo P ¢ determinada por P de modo tnico e ¢ chamada de polari-
zacao completa de P.
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logo P,.(Q2%, E*) é uma (7, 7)-forma com coeficientes em L[;; ". Por outro lado (1.7) e
(1.4) nos dizem que

3(Q%) = 0.

Logo, lembrando que E = i(£%)Q%, temos,

dP, (0%, E%) = ( :} ) Z_:P(Ea, L (EMQR, B QL Q%)
= (£ P (Q%, E9).

Agora tome a forma dual da se¢do £, a qual é uma (1, 0) forma, onde localmente é
expressa por

W — Ezk h?kgzdzia
S heges

fora dos zeros da segdo . Como i(£%)dzy = & temos

D M€ N b &€
S he & & S he &€

(g™ w”
e mais i(£*)0w® = 0. Agora defina

% = w* A (Qw*)" "' AP(QY),E*) 1<r<n-—1

Dai, como

(1Y) = [Ow™ A (Ow™)" " 1 A P.(Q%, EY) — w® A (Qw®)" "1 A OP,(Q*, E%)
= (Ow*)" ™ A P.(Q%, E%) — w® A (Ow®)" "t A OP,(Q, B)

temos

i(E7)OMIY = (Qw)" (%) Po(Q%, BY) — (Qw®)" ™" Ai(€%) Prya (Q, E7).

O que nos da
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n—1

i(fo‘)[EZHSJrPn(QO‘,EO‘)] = 0. (1.13)
r=0
Agora note que P, (2%, E*) = P(Q2)|y, e mais
n—1
0| re| + Pl
r=0

E uma (n, n)-forma em U,\{p : £(p) = 0}. Entdo segue de (1.13) que

Erim} +P(Q)|y. =0

Agora
n—1
,ya = Z H?a
r=0
¢ uma (n,n — 1)-forma. Entdo
5,}/(1 — d'}/a

e assim dy* = P(Q)|y, em U, \{p : {(p) = 0}.

Como a cole¢do {7y} define uma (n,n — 1)-forma global v em M\{p;{(p) = 0}
segue que

dy = P(€) em M\{p;¢{(p) = 0}. (1.14)

E essa igualdade em (1.14) a qual nos diz que a (n, n)-forma global P(Q) é exata,
na cohomologia de De Rham, fora dos zeros da se¢ao &, entdo

P (5-0)] =0 e mt (anew —o0.cp) (115)

Recordando da secdo 1.8, a classe caracteristica de um fibrado € definido como
sendo a classe, na cohomologia de De Rham, de um polindmio invariante calculado na
matriz da curvatura da conexdo. Na expressdao em (1.15) €2 € uma matriz de 2-formas,
que nos da informagdes do fibrado T'M ® L. Logo as classes caracteristicas desse
fibrado, de grau n, sdo nulas fora dos zeros da se¢do £. Em particular, as classes de
Chern também sao nulas.



Capitulo 2

Folheacoes holomorfas

Esse capitulo comeca com o conceito de folheagdes holomorfas regulares de dimen-
s30 arbitraria. A primeira vista, esse parece um conceito demasiado abstrato, talvez
pela forca das exigéncias na definicdo. Mas sempre que possivel construirmos figuras
ilustrativas objetivando passar um entendimento maior de cada conceito. Apresen-
tamos também outras formas de definir folheagdes, ou seja, algumas caracterizacoes
desse conceito, tais como, folheacdes induzidas por submersdes, onde as folhas sdo os
conjuntos de nivel das submersdes. No caso de folheacdes em superficies complexas
(variedade complexa de dimensdo 2) veremos como estas sdo induzidas tanto por 1-
formas quanto por campos.

A segunda se¢do generaliza a primeira, no ambito de englobar algo a mais, onde
€ possivel falar de folheacao singular. Veremos também alguns resultados envolvendo
1-formas, campos de vetores e submersdes. No entanto, ressaltamos que ndo temos
uma caracterizacao de folheagdo, assim como no caso regular, para campos de vetores.

Ap0s ter definido e explorado folheacdes, passamos a definir o conceito de Blow-
up, ou melhor, explosdo, que é uma ferramenta muito ttil para lidar com singular-
idades, pois veremos um resultado devido a Seidenberg que nos garante uma '"re-
ducgao"de singularidade. Como forma de explorar as explosdes, introduzimos resulta-
dos importantes, devido 4 Poincaré, Siegel e também Dulac, onde esses dois primeiros
autores nos mostram uma forma de linearizar as 1-formas que induzem as folheacdes.

Feito isso, passamos ao caso de construir novas folheagdes: folheagdo produto, fo-
lheacdo Pull-Back e folheag@o quociente. Terminamos a se¢do abrindo uma subse¢ao
para fazer certo paralelo entre folheacdo e fibrados, ou seja, veremos como folheacdes
dao origem a certos fibrados e vice-versa.

Por fim definimos o espaco projetivo complexo n-dimensional e exploramos suas
folheagdes, no sentido de apresentar a compactificacdo de folheacdes no espaco afim
C". Para encerrar, usamos do feito acima, para ver como se define o grau de uma
folheacdo em P".

2.1 Folheacoes holomorfas regulares

Vamos introduzir nessa secdo o conceito de folheagdes holomorfas regulares. Con-
ceito esse de grande importancia para se obter um entendimento maior de algumas

61
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variedades complexas que admitem tal estrutura.

Podemos dizer que, a grosso modo, uma folheacdo numa variedade complexa M é
uma particdo de M em subvariedades de dimensao constante duas a duas disjuntas.

Apresentaremos uma das defini¢cOes possiveis para folheacdo holomorfa regular.
Através dela caracterizaremos esse conceito, assim como daremos também alguns ex-
emplos com o objetivo de esclarecer melhor essa teoria, pois trataremos no capitulo 4
de um resultado que tem aplicacdes para folheacdes de dimensdo 1. Entendemos por
folheagdo a estrutura definida da seguinte maneira.

Definicdo 2.1.1 Seja M uma variedade complexa de dimensdo n (n > 2). Uma fo-
lheacao holomorfa regular de dimensdo k, F em M, onde 1 < k < n — 1, é dada pelo
seguinte conjunto de informagoes:

1. uma cobertura {U, }nca de M por abertos;
2. para cada o € A, um biholomorfismo ¢, : U, — CF x C*=F;
3. sempre que Uys = U, NUg # 0 :

bap * Pa(Uap) — ¢5(Uap)
(z,w) = (¢god.")(z,w) = (¢1(z,w), pa2(w)).

Nesse contexto vamos chamar cada U, de aberto trivializador da folheagdo, assim
(U, ¢) serdo as cartas da folheagdo F.

Definicao 2.1.2 Sejam F uma folheagcdo holomorfa regular de dimensdo k sobre uma
variedade complexa M de dimensdo n e (U,v) uma carta da folheagdo. Definimos a
placa de F como o conjunto da forma

Y7 (CF x {wo})

onde wy € C"*.

Proposicao 2.1.3 As placas, definidas acima, se sobrepéem nas interseccoes de aber-
tos trivializadores da seguinte forma:

P, C U, e Pg C Ug sdo placas, entdo ou P, N P3 = G ou P, NP3 = P,NUg =
PsNU,.
A seguinte figura ilustra esse fato.

Provado esse resultado, temos bem definido a seguinte relagdo de equivaléncia em
M:

Dados p, g em M, p ~ g se existem placas P, P,...P,comp € Pieqe P,
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Figura 2.1: Placas na intersec¢do

taisque P, N Py # D parat =1,2,...,n— 1.

Definicao 2.1.4 Seja F uma folheagcdo holomorfa regular de dimensdo k em uma va-
riedade complexa M. Definimos as folhas de F como sendo as classes de equivaléncia
dos pontos de M com respeito a relacdo de equivaléncia acima.

Vale salientar que para cada p € M, a folha relativa a esse ponto, com a topologia
induzida pelos abertos de suas placas, possui estrutura de variedade complexa de di-
mensdo k imersa em M. Por esse fato que destacamos no comego da se¢do, a defini¢do
informal de folheacdo. Para continuar construindo a teoria das folheagdes, necessita-
mos do seguinte resultado.

Teorema 2.1.5 (Teorema da Submersao Holomorfa) Sejam M uma variedade com-
plexa, U C M um dominio de M e f : U — C uma submersdo holomorfa. Entdo para
todo ponto p € U existe uma vizinhanga aberta U, de p, uma vizinhanga aberta W
de f(p), um dominio aberto V. C C e uma aplicagcdo holomorfa g : U, — V tal
que g — (g(q), f(q)) define um biholomorfismo de U, em um subconjunto aberto de
VxW.

Apresentamos agora uma caracterizacdo do conceito de folheacdo, ou seja, uma
maneira equivalente de definir folheagdo em uma dada variedade.

Proposicao 2.1.6 Uma folheacdo F, em uma variedade complexa M, pode ser dada

pelo seguinte conjunto de dados:

1. Uma cobertura {U,}qca de M por abertos;
2. para cada o € A, uma submersdo holomorfa 1, : U, — C"F;

3. sempre que U,z = U, N Up # @, existe uma aplicagdo holomorfa 1.5 em
Yo (Uap) que satisfaz:

wa - ¢aﬂ o ¢B em Uaﬁ-
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Demonstracao: Considere o conjunto de hipéteses acima. Provemos que elas de-
finem, de fato, uma folheagao holomorfa na variedade M.

Observe que ja temos a condicdo 1 da defini¢do satisfeita pela nossa hipétese 1.
A hipétese 2 garante a existéncia de submersdes holomorfas 1,. Assim o Teorema
2.1.5 garante a existéncia de uma aplica¢do holomorfa g, : U, — V, onde U, € uma
vizinhanga aberta de p € U,,V C C"* é um dominio, de forma que

q)a : Up C Ua — V xW
z > (9al@), Yal)),

define o seguinte biholomorfismo.

(I)ag : (I)Q(Up N Uag) — (I)g(Up N Uag)
(z,w) — (Ppo @) (2, w).

Provemos por fim a condic@o 3 da definicao de folheacdo, ou seja, que nosso bi-
holomorfismo tem a segunda fun¢do coordenada que depende apenas da segunda var-
iavel.

Considere U, # 0 e tome (z,w) € V x W, dai ®_'(z,w) = =z € U,s. Logo

@a((x)) = (z,w), por outro lado @, () = (ga(7), Yu(x)) = (2,w), assim g,(z) = z e
Vo) = W

Mas ©o(z,w) = (g0 O71)(2,w) = P(P7' (2, w)) = Ps(x) = (95(7), ¥s(x)). E
pela condicao (3) da hipétese, temos

¢B = ¢Ba o¢a cm Uocﬁ 7é @

Dai
Buslew) = (9500, Vaalbale))) = (92(0), v )

Bustew) = ({930 021)(e00), Vi) )

Portanto temos uma estrutura de folheacao.
O

Convém ressaltar que a reciproca dessa proposi¢do também se verifica. Portanto
temos uma caracterizacdo da defini¢ao de folheacao.

Uma observaciao interessante a se fazer € que quando temos uma folheagdo F in-
duzida por submersdes as folhas de F restrita aos abertos trivializadores, sdo os con-
juntos de niveis de cada submersao.

Agora, afim de apresentar outras caracteriza¢des da defini¢cao de folheacdo, vamos
restringir nosso estudo a variedades complexas de dimensao 2. Com isso trataremos, é
claro, com folhea¢des de dimensao 1.
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Definicao 2.1.7 Seja w uma I-forma holomorfa definida num subconjunto aberto U
de uma superficie complexa M. Dizemos que uma curva complexa~y :V C C — U é
tangente a w se v*'w = 0.

O préximo lema nos d4 uma "liga¢do"entre 1-forma holomorfa e submersdo holo-
morfa.

Lema 2.1.8 Sejam M uma superficie complexa, {U;} uma cobertura por abertos de
M, fi : U; — C submerséoes holomorfas e h;j : fi(U;;) — f;(Ui;) biholomorfismos
satisfazendo:

Ji = hij f;

Entdo existe uma cole¢do de 1-formas holomorfas ndo nulas w;, definidas em U; tal
que, os conjuntos de nivel de cada f; sdo curvas tangentes a w; e para cada intersec¢do
ndo vazia U;NU; # &, temos que w; e w; diferem nessa intersecgdo pela multiplicagdo
de uma fungdo holomorfa ndo nula.

Demonstracdo: E necessdrio refinar a cobertura dada com os abertos {U;,} do teo-
rema da submersdo holomorfa, para cada p € U;. Sem perda de generalidade vamos
usar a cobertura original.

Sendo assim, pelo Teorema 2.1.5, para cada Uj, existe um biholomorfismo H = (g;, f;)
de U; em V; x W; C C2. Agora denote por h a inversa de H. O conjunto de nivel de
cada f; é dado por

he :

SIS

N
— hi(2) = h(z,c).

onde ¢ é fixo. Logo temos: f;(h.(z)) = c. Derivando essa fungdo temos,

(hidfs)(2) = dfs (a}gf)) i

Como cada f; € uma submersdo holomorfa, sua derivada tem posto mdximo, logo
define uma 1-forma holomorfa nio nula. Entdo para cada U; temos definida uma 1-
forma holomorfa w; = df; no qual sdo curvas tangentes aos conjuntos de nivel de cada
fi. Por hipétese f; = h;; f; entdo,

wj = df; = d(hj; 0 f;) = (aahzﬂ ° fi) = <ahé—;(2) ) fi) o

8hij
0z

of;

Logo na interseccao dos abertos, w; € w; se diferenciam pela fungido holomorfa

que € ndo nula, uma vez que h;; € um biholomorfismo.
O
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Vimos na Proposicdo 2.1.6 que uma folheagdo é dada por um familia de submer-
soes. Ja o lema precedente nos diz que temos uma relacio entre submersdo e 1-forma,
onde o conjunto de nivel de cada submersao coincide com as curvas tangentes das 1-
formas. Portanto se F € a folheagdo gerada por submersoes, F € também induzida por
essas 1-formas com essa caracteristica.

Definicao 2.1.9 Sejam M uma variedade complexa, U C M um dominio aberto e X
um campo de vetores holomorfo em U. Uma curva integral complexa para X é uma
curva holomorfa 0 : D — U com D C C também um dominio aberto, tal que:

z

0'(t) = db, (g) = X(0(t))

para todot € D.

Definicao 2.1.10 Um fluxo complexo associado a X é uma aplicacdo holomorfa
©:D — M, onde D C C x U é uma vizinhanga aberta e 8,(t) := O(t,p) é uma
integral complexa para X com 0,(0) = p, para todo p € U.

O préximo resultado nos mostra que também € possivel definir uma folheacdo em
M através de uma familia de campos de vetores holomorfos, e mais, essa folheacao
tem como folhas, restritas aos abertos trivializadores, as curvas integrais aos campos.

Lema 2.1.11 Sejam M uma superficie complexa, {U;} uma cobertura de M e {X;}
uma colecdo de campos de vetores holomorfos ndo nulos definidos em U;, tal que
Uij # @, entdo X; e X; diferem nessa intersec¢do por uma fungdo holomorfa ndo
nula. Entdo, a menos de um refinamento da cobertura de M, existem cartas holomorfas
¢i : Uy — C? tal que {(U;, ¢;)} define uma folheagdo F em M cujas folhas, restrita a
cada U, sdo as curvas integrais de cada X;.

Lema 2.1.12 Sejam M uma superficie complexa e {U;} um atlas para M. Vamos
considerar a colegcdo {w;} e {X;}, com w; uma 1-forma holomorfa ndo nula e X; um
campo de vetores holomorfos ndo nulos, ambos definidos em U e tal que se U;; # @
entdo w; e w; (X; e X; respectivamente) diferem na intersecg¢do pela multiplicagdo de
uma fungdo holomorfa ndo nula. Entdo dado uma colegcdo de um desses dois tipos,
existe uma colecdo do outro tipo tal que as curvas tangentes a w; coincidem com as
curvas integrais de X; para todo i.

Demonstracao: Fixe um indice ¢. Sejam w e X uma 1-forma e um campo de vetores
holomorfos respectivamente. Em coordenadas temos,

0

0

w=f(e,y)de+g(ey)dy X =alz,y).o

Seja v = (71, 72) um curva tangente a 1-forma w ento,

f (7(2))-%?) + g(v(z)).dvgiz) — 0.
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Mas esse fato acontece se, € somente se,

() [ —g0(2))
i [ <<z>>} —

Por outro lado, a curva ~ acima, é uma curva integral do campo X se, e somente se,

d’;_(j) _ [ a(y(2)) } . 2.2)

Note que (2.1) e (2.2) s@o equacdes diferenciais holomorfas com,

F(z,7) = (=9(7), f(7)) e
F(z,7) = (a(v),b(7))-

Pelo teorema de existéncia e unicidade existem solugcdes locais, que coincidem pela
pela unicidade do teorema se (—g, f) = (a,b). Logo a curva tangente & 1-forma w
coincide com a curva integral ao campo X.

O

Observe que dado uma familia de 1-forma € possivel definir uma folheacio pois
o lema anterior nos diz que as curvas tangentes as 1-formas sdo exatamente as curvas
integrais de um campo. Entdo as curvas tangentes a 1-forma decompde os abertos U;
em subconjuntos de dimensdo 1. Assim basta considerar a folheacdo F cujas folhas
sdo as curvas tangentes as 1-formas.

Sumarizando, vimos trés maneiras de construir uma folheacao J numa variedade
M de dimensado 2. Uma a partir de submersdes, outra a partir de campos holomorfos e
a dltima através de 1-formas. Vale ressaltar que a reciproca também € verdade, ou seja,
uma folheag@o pode ser induzida por uma familia de submersdes, campos de vetores
holomorfos ou 1-formas holomorfas.

2.2 Folheacoes holomorfas singulares

Vamos, nessa secdo, expandir um pouco mais o conceito de folheacdo holomorfa,
pois agora vamos admitir singularidades para tais folheacdes. Para precisar tal fato
comegamos com a seguinte defini¢do.

Definicao 2.2.1 Seja M uma variedade complexa de dimensdo n. Uma folheacao
holomorfa singular de dimenséo k é um par F = (F ,%) onde ¥ é um subconjunto
analitico préprio de M e F' é uma folheagdo holomorfa regular em M \ 2. O conjunto
Y. é chamado de conjunto singular de F.

Definicao 2.2.2 Uma folheacdo F é dita saturada, quando ndo pode ser extendida,
em qualquer ponto, a um conjunto singular.
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Observacoes: Visto a definicdo acima, temos os seguintes fatos:

1. Uma placa de F é uma placa da folheagio regular F ;
2. Uma folha de F é uma folha de F;
3. Dizemos que duas folheagdes F = (F, %) e G = (G, Q) sdo iguais se:

» Sing(F) = Sing(G);

« as folheacdes regulares F e G sdo iguais.

Definicao 2.2.3 Seja U um dominio aberto de M. Um ponto p € U é um ponto
singular de uma I-forma holomorfa w se w, = 0. Chamamos conjunto singular ou
local singular de w o conjunto de todos os pontos singulares de w. Analogamente se
define ponto singular e conjunto singular de um campo de vetores holomorfo.

O préximo resultado nos mostra como uma colegdo de 1-formas, com singulari-
dades, da origem a uma folheag@o holomorfa singular.

Lema 2.2.4 Sejam M uma superficie complexa e {U;} um atlas para a variedade M.
Considere {w;} uma colecdo de 1-formas holomorfa ndo identicamente nula, onde
cada w; esta definida em U; e tal que se U;; # & entdo w; e w; diferem na intersecgdo
pela multiplicacdo de uma fungdo holomorfa ndo nula. Entdo existe uma folheag¢do
holomorfa singular F tal que as curvas tangentes a w;, fora do conjunto singular, sdo

as folhas de F.

Demonstracao: Denote por X a unido de todo conjunto singular das 1-formas w;.
Mas w; e w; diferem na intersec¢do U;; # & por uma fun¢ido holomorfa ndo nula.
Entdo o conjunto singular de w; coincide com o de w; nessa intersecgao.
Fora do conjunto singular 2, a se¢do precedente nos dd uma folheagdo holomorfa
F ', portanto temos a folheagio holomorfa singular F = (F , ¥).
O

Assim como no caso regular, o proximo resultado nos diz que campos de vetores
holomorfo, ndo identicamente nulos, induzem uma folheacao em M.

Lema 2.2.5 Seja M uma superficie complexa e {U;} um atlas para M. Considere
{X;} uma colecdo de um campo de vetores holomorfos (ndo identicamente nulos)
onde cada X; esta definido em U, e tal que se U;; # O, entdo X, e X, diferem na
interseccdo pela multiplicacdo de uma funcdo holomorfa ndo nula. Entdo existe uma
folheagcdo holomorfa singular F tal que as curvas integrais de X, fora do conjunto
singular, sdo as folhas de F.

Demonstracao: Ver referéncia [11].
O

Uma diferenca interessante do caso regular é que nem toda folheagao regular é dada
por uma cole¢@o de campos de vetores singulares, como mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.2.6 Considere o campo holomorfo em M' = C*\{x = 0} definida por

1
T

ng—l—exp

9
ox dy

Intrinsecamente estamos considerando a folheacdo F induzida por X.

Desde que X é um campo de vetores que nunca se anula em M, X define uma
folheacdo holomorfa regular 7 em M. E daf temos uma folheagdo holomorfa singular
em todo C?, com conjunto singular ¥ = {z = 0}.

1
Note que = 0 é uma singularidade essencial para f(z) = exp(—), pois
x

1
lim |exp(—)| # logo x = 0 ndo é um polo
x—0 €T

1 1

por outro lado lin%(x —0)exp(—) = hII(l) z.exp(—) # 0, entdo z = 0 também nio é
T— €T T— €T

uma singularidade removivel.

Como x = 0 é uma singularidade essencial para o campo acima, para quase todo

¢ € C o campo X assume o valor — + c— infinitas vezes em toda vizinhanga aberta

or 0Oy
do ponto (0, y).

Dai temos que nossa F ndo pode ser definida localmente por um campo de vetores
holomorfas em uma vizinhanga desse ponto (0, ).

Terminamos essa se¢do tecendo mais comentarios com respeito a singularidades de
uma folheac@o. Nesse momento aproveitamos para expor algumas defini¢des que serdo
de grande importancia para o restante o trabalho, pois vamos definir singularidade
dicritica, que por sua vez necessita da defini¢do de separatriz de uma folheacao.

0
Definicdo 2.2.7 Seja v = vy — + vo— = (v1, v2) um campo holomorfo na superficie

ox dy

M. Desenvolvendo v, e vy em série de Taylor em torno de um pondo p, temos

o oo
U1 = E Vig, U2 = g V1k-

k=m1 k=mo>

O niimero m = min{my, ms} é chamado de multiplicidade do campo v.

Definicao 2.2.8 Seja F uma folheagcdo de dimensdo I em uma variedade complexa
M. Dado p € M, a multiplicidade algébrica ou simplesmente multiplicidade de F
em p, denotada por m,(F), é a multiplicidade em p de algum campo holomorfo que
induz F em torno de p.
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Definicdo 2.2.9 Seja w um germe de uma 1 - forma holomorfa em 0 € C?, com uma
singularidade isolada em 0. Uma separatriz analitica de w é um germe de uma curva
complexa S em 0 € C? onde, se f é uma funcdo que define S, com f(0) = 0, entdo:

wAdf = fn,

para alguma 2 - forma n.

Observe que uma separatriz analitica é uma curva invariante pela folheagdo in-
duzida por w.

Definicao 2.2.10 Uma singularidade p, de uma folheacdo F, é dita dicritica, quando
p admite um niimero infinito de separatrizes.

Definicdo 2.2.11 (Singularidade nodal) Seja S uma curva em P? dada por uma equagéo
polinomial homogénea reduzida f = 0 de grau m. Dizemos que uma singularidade

p € S € do tipo nodal, ou cruzamento normal, se em uma vizinhanca de p, apos
mudanga de coordenadas analitica, S é definida pela equacdo local f = x.y em p.

Exemplo 2.2.12 Considere a folhea¢do F induzida pelo campo

0 0
X =pr— + qy— onde p # q inteiros,
ox Jy

entdo observe que a curva C,, = {f = y* — ax?}, onde o € C, é uma separatriz
analitica para o campo X. E mais, o ponto p = (0,0) é uma singularidade dicritica,
pois para cada o € C temos uma separatriz diferente, ou seja, p admite infinitas
separatrizes.

2.3 Explosao

A explosao de singularidade de uma folheacdo € particularmente ttil para ter um mel-
hor conhecimento do comportamento de folheagdes, ou campos de vetores, em pontos
singulares, isto é, simplificar determinadas singularidades.

Veremos o teorema de reducdo de singularidades de Seidenberg em [29], mostrando
que para folheacao de dimensao 1, em uma superficie complexa, depois de um niimero
finito de explosdes pode-se reduzir o estudo de folhea¢des holomorfas singulares com
apenas singularidades reduzidas, onde singularidades reduzidas estdo definidas na De-
finicdo 2.3.5.

Comegamos definindo explosido da origem de C?, depois estendemos este conceito
para uma variedade M, em um ponto singular de uma folheacao.

Considere 0 a origem de C? e P! 0 espaco projetivo complexo. Agora defina o subcon-
junto C? de C? x P! da seguinte forma,

C? = {(z,w,[u: t]) € C* x PY; 2t = wu}.
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Afirmacao: C? tem estrutura de variedade complexa.

Com efeito, considere os seguintes conjuntos:
V ={(z,w,[u:t]) € C%u+0}
W = {(z,w,[u:t]) € C%t 0},
0s quais sdo abertos e cobre C2. Agora considere as aplicagoes:

p: C* — V
(z,t) — (z,2t,[1:1t])

b 2 — W
(u,w) — (vw,w,[u:1])

que sdao holomorfas, inversiveis (considerando as imagens dessas aplicagdes) e tem
inversa continua, uma vez que em seus respectivos dominios apropriados: ¢! pega o
elemento (z, zt, [1 : t]) e levaem (z,t) e a inversa da ¢ pega (uw, w, [u : 1]) e o leva
em (w,u). A composi¢io ¢ o ¢)~! € um biholomorfismo, pois € bijetora e holomorfa.

Portanto C? admite uma estrutura de variedade complexa de dimensao 2.

Observe que ¢ aplica o conjunto {(0,¢) € C*} de modo injetivo em

{(0,0,[u: t]) € C%u 0},

A injetividade € pelo seguinte fato

se ©(0,t1) = (0, ts) entdo (0,0, [1,%1]) = (0,0, [1,t2]), logo [1, 1] = [1, 2] 0 que nos
dé tl - t2.

Da mesma forma 1 aplica o conjunto {(u,0) € C?} injetivamente em

{(0,0,[u: 1)) € C*t +#0}.
Defina

o C2 —  C?
(zy,w,[u:t])) — (z,w)’

que é um biholomorfismo entre C2\o~(0) e C2\{0} com § := ¢—1(0) = P".

Na carta coordenada ¢ a aplicagdo o tem a seguinte forma:

cop: C* — (2
(2,t) — (2,2t)
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Enquanto que na carta coordenada 1) a mesma aplicacdo tem o formato

ogoyp : C* — C?
(z,w) — (2w, w).

Como forma de nomear as constru¢des acima, considere a seguinte definicao.

Definicao 2.3.1 Denominamos a aplicagdo o : C? - C2 ‘como explosao. O conjunto
S = o71(0) @ P! é chamado de divisor excepcional de C*> ¢ 0! : C*\{0} — C?\S
é chamada de implosao de C? na ~origem. Para representar essa explosdo denomi-
namos (C%, S, o) ou simplesmente C>.

Observacio: Desde que o grupo de automorfismo de C? € transitivo, podemos usar a
mesma construgio para definir explosdo de C? em um ponto qualquer. Assim como
em qualquer subconjunto aberto /' C C? num ponto p.

J4 sabendo como se defini uma explosdo em C?, passamos agora a estudar um
modo de explodir uma variedade complexa M, de dimens@o 2 num ponto p € M.

Seja M uma superficie complexa e > um conjunto finito de pontos de M. Con-
sidere {U; };c; uma cobertura aberta de M, onde cada U; é o dominio de uma carta
coordenada que ndo contém mais do que um ponto do conjunto 3.

Nessa condigdo M ¢é biholomorfo a (U;c;U;)/ ~, onde ~ é uma rela¢do de equiv-
aléncia que identifica pontos idénticos de M em diferentes U;.

Teorema 2.3.2 Seja M uma superficie complexa e X C M um conjunto finito de
pontos. Entdo existe uma superficie complexa M e uma aplicacdo holomorfa

W:M—>M

tal que:

1. para cada p € Y, temos que S, := 7' (p) 2 P!;
2. 72 M\ Upes Sp — M\X é um biholomorfismo;

3. ao redor de cada S, existe uma vizinhanga aberta tal que T, restrita a essa
vizinhanga, em coordenadas locais, é um rebaixamento elementar como acima.

Nesse resultado, a variedade M é a explosdo de M nos pontos de ..

Observacao: Relembre que cada folheacdo pode ser estendida a uma folheacdo satu-
rada, no qual o conjunto singular é uma subvariedade analitica de codimensao 2, isto
¢é, dimensao 0.

Definicao 2.3.3 Seja M uma superficie complexa com folheagdo saturada F no qual
tem um conjunto finito de pontos singulares Y.. Entdo a explosdo dessa folheacdo é
uma folheagdo F obtida por extensdo da folheagéo o~ (F) definida em M \ Upes Sp.
Extensdo essa no sentido da observagdo acima.
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Trataremos agora de explorar alguns tipos de singularidades, assim como alguns
resultados de grande relevancia para a teoria local de folheacdes singulares, com o
intuito de estudar o comportamento local de uma folheagao em torno de uma singular-
idade.

Considere M uma superficie complexa e F uma folheacdo holomorfa singular de
dimensdo 1 em M. Entdo F € induzida por um campo de vetores holomorfos numa
vizinhanc¢a de um ponto singular p € M.

Seja

0 0
V=U157—+ Vo

ox oy

= (v1, v2)

€S8se campo de vetores.

Por outro lado, vimos que F também pode ser induzida pela seguinte 1-forma holo-
morfa

w = —vodx + v dy.

Seja m = m,(F) (multiplicacdo algébrica da folheagdo). Considere o desenvolvi-
mento em série de Taylor de v, e de v,:

E Uik € U = E Vo

Sejam: M — M aexplosdode M empe S = 7~ 1(p). Desde que

Tlins : M\S — M\{p}
¢ uma biholomorfismo F |\ pode ser transportada a uma folheagdo F em M \S E
mais, F se estende a uma folheagiio em M,a qual denotaremos por 7*(F).

Em coordenadas (, ), temos que 7(x, t) = (z, xt), logo a folheacio F é induzida
pelos seguintes campos

wr(z,t) = w(z, xt) = —ve(x, xt)dr + vy (z, xt)(tdx + xdt)
[tvy (z, 2t) — vo(z, at)|dx + xvy (x, xt)dt.

mw(z, t)

Agora em coordenadas (u, y), tem-se que 7(u,y) = (uy, y), logo,

Trw(u,y) = wr(u,y) = wluy,y) = —va(uy, y)(ydu + udy) + vi (uy, y)dy
= —yva(uy, y)du + (vi(uy,y) — uve(uy, y))dy.
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Definicao 2.3.4 Seja F uma folheacdo holomorfa em uma superficie complexa M,
onde p = 0 é uma singularidade da folheacdo. Definimos os autovalores de F em p
como sendo os autovalores associados ao campo X em p, ou seja, associado a matriz

JacX (0).

Note que estamos assumindo que o campo X tenha parte linear ndo nula. Seja
p € Sing(F) com m,(F) = 1. Fixe um campo de vetores holomorfo v que induz F
em torno de p e sejam A\, € A\, 0s autovalores da parte linear de v.

Definicao 2.3.5 Dizemos que p é uma singularidade reduzida de F se alguma das
duas situagoes seguintes ocorre:

A
L M#A0,M#0 e A—lg@ﬂ
2

2. )\17&0 e )\2:0 ou A1:Oe)\27é0.

Na Defini¢ao 2.3.5, uma singularidade do tipo 1 é chamada simples, enquanto que
uma singularidade do tipo 2 é chamada sela-no.

Vimos no comeco da se¢do a ideia de explosdo. Agora veremos claramente de que
modo podemos usar esse conceito para conhecer, de uma maneira propriamente dita,
o comportamento das folheacdes ao redor de um ponto singular.

Definicao 2.3.6 Uma sequéncia finita de explosoes num ponto p é
T =TpO0My—10...07T92 0T

onde m, é a explosdo em p e Ty, é a explosdo em algum ponto de (mj,_10...om )" (p)
comk=2,...,n.

O resultado a seguir, devido a Seidenberg na referéncia [29], nos mostra que é
possivel reduzir as singularidades de uma folheagao.

Teorema 2.3.7 (Seidenberg) Sejam F uma folheagcdo holomorfa em uma superficie
complexa M e p € Sing(F). Entdo existe uma sequéncia finita de explosées m em p
tal que todas as singularidades de 7*(F) sobre 1= (p) sdo reduzidas.

No Teorema 2.3.7 dizemos que 7 € uma resolucdo de F em p e que as singulari-
dades de 7*(F) sobre 71 (p) sdo resolvidas.

As proposicdes que seguem nos ddo as formas normais para 1-forma que induz a
folheagdo em torno de uma singularidade reduzida. Mas observe que, nessas proposicoes,
vamos estar supondo que essas singularidades sao do tipo reduzidas, pois o teorema de
Seidenberg nos diz que sempre é possivel partir de uma singularidade qualquer, através
de um nimero finito de explosdes, e chegar em singularidades reduzidas.

Para os resultados seguintes considere: F uma folheagdo holomorfa na variedade
complexa M, p um ponto singular de F com m,(F) = 1, v um campo de vetores que
induz F em torno de p, w a 1-forma dual e \; e Ay os autovalores da parte linear de v.
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Proposicao 2.3.8 (Forma Normal de Poincaré) Nas condicoes do enunciado acima
se \y # 0 e Ay # 0 satisfazem:

At
1. —¢R7;
A2 ¢
)\1 )\2 + o . 7. .,
2. SR ¢ 7" ou \y = Ay e a parte linear de v é diagonalizdvel.
2 Al

Entdo existe um biholomorfismo local ¢ entre uma vizinhanga de p e uma vizinhanga
de (0,0) € C? tal que w = ¢*w onde:

w = Mxdy — Agydz.

Demonstraciao: Ver referéncia [8].
O

A
O conjunto dos pares (A, A2) € C* x C* satisfazendo )\—1 ¢ R~ é chamado de dominio
2
de Poincaré.

A
Proposicao 2.3.9 (Forma Normal de Siegel) Se \; # 0 e \y # 0 satisfazendo )\—1 €
2

R™, entdo existe um biholomorfismo local ¢ entre uma vizinhanca de p e uma vizi-
nhanga de (0,0) € C? tal que w = ¢*@, onde:

w = [Nz +zyf(z, y)ldy — [Ny + vyg(x, y))dx

e f e g sao fungoes holomorfas.

Demonstracao: Ver referéncia [8].
O

Note que nas duas formas locais acima, de Poincaré e de Siegel, estivamos nas
condicdes de singularidades simples. Agora apresentaremos a forma normal de Dulac.

Proposicao 2.3.10 (Forma Normal de Dulac) Se p é uma sela-no, entdo existe uma
mudanca de coordenadas holomorfa ¢ tal que w = ¢*w, onde:

@ = 2" dy + (y(1+ \aP) + f(x,y))dx

e f € holomorfa e tem multiplicidade p + 2.

Demonstracao: Ver referéncia [8].

Para uma singularidade sela-n6 temos ainda a seguinte forma normal formal.
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Proposicao 2.3.11 Se p é uma sela-no, entdo existe uma mudanga de coordenas for-
mal ¢ tal que w = ¢*w, onde:

0 = 2P dy + y(1 + \aP)dz

Demonstracao: Ver referéncia [8].

2.4 Construcao de Folheacoes holomorfas

Nessa secdo apresentemos alguns modos de construir novas folheagdes a partir de ou-
tras pré-existentes. Uma de grande interesse € a folheacdo pull-back, onde consider-
amos duas variedades e uma submersio suave entre elas. Dai tendo uma folheago no
contradominio da aplicacdo, é possivel importar essa estrutura de folheacao para a va-
riedade dominio. Antes porém, lembramos de uma defini¢ao equivalente de folheacao,
que serd de fundamental importancia para o desenvolvimento da se¢ao.

Definicao 2.4.1 Uma folheacdo F de dimensdo k, em uma variedade complexa M,
pode ser dada pelo seguintes dados:

1. uma cobertura {U, }ca de M por abertos;
2. para cada o € A, uma submersdo holomorfa 1, : U, — C"7F;

3. sempre que U,z # &, um biholomorfismo
Yap : Ya(Uag) = GL(n — k,C)

que satisfaz, Vo, = Vap 0 Vg em Uyg.

Note que o biholomorfismo 1,4 satisfaz as condi¢oes de cociclo,

waﬁ o wb"y o w'ya =1 e ¢aﬁ = wﬁaa

o primeiro em Uy, # 0 e o segundo em U, # (). De fato, para 1,4, ¥+, 10 temos

Vo = thap 0 thg, g =gy 01hy € Yy = 1hya 01,4, entdo

Vo = Yapo (VYpy0y)
wa = (djaﬁ o Q/Jny o w'ya) o wa-

Portanto ¢, 3 © 15, © 1, = I. Além disso

wa: waﬁowﬁ
wa: waﬁowﬁaowa



CAPITULO 2. FOLHEACOES HOLOMORFAS 77

Logo 1o © 1o = I, OU s€ja, Yop = Vgq.

Esse cociclo é chamado de cociclo Haefliger representando . Sendo assim, quando
quisermos nos referir a uma folheagdo com mais detalhes, dizemos: seja (M, F) uma
folheagdo na variedade M, representada pelo cociclo Haefliger (U, 1, 1as), onde U,
sdo os abertos de M, 1, sdo as submersdes definidas em U, e ¥,5 sdo os biholomor-
fismos satisfazendo a condi¢do de cociclo Haefliger.

Partimos agora para a primeira folheacdo a ser construida, a folheacao produto.

Folheacdo produto: Sejam (M, F) e (N, G) duas variedades folheadas. Entdo existe
uma folheacdo produto F x G em M x N, onde é construida da seguinte forma.

Se F é representada pelo cociclo Haefliger (U, ¥, as) em M e G é representada
pelo cociclo Haefliger (V, w,;, w,;l) em N, entdo F x G € a folheacdo em M x N a
qual é representada pelo cociclo Haefliger,

(U % Vst X Y Yap X Upg) (2.3)

Veremos que de fato (2.3) define uma folheagdo na variedade M x N.

wa X @Z)]; Ua X Vk —_— Cm*kl % C’ﬂ*kg
(@,y) — (o x V(@ y) = (Valz), Y4 (y))

Esta aplicac@o é holomorfa, pois suas aplicacdes coordenadas o sdo, e também &
~ . , . / /
uma submersao pelo mesmo motivo. Também se verifica que ¢o5 X ¥y, = (Vas, Vyy)
¢ um biholomorfismo com

Yo X P = (hag 0 Vg) X (Y 01;) = (Yap X ) © (1hg X 1))
Portanto o cociclo Haefliger para a folheacdo F x G define, de fato, uma folheacao

na variedade produto.

Folheacao pull-back: Seja f : N — M uma aplicagao suave e F uma folheacdo em
M de dimensao k. Assume que f seja transversal a folheacdo. Isto significa que f é
transversal a toda folha da folheacdo F, ou seja, para todo x € N temos

(df)o(TeN) 4 Ty (F) = Ty (M).

Temos uma folheacdo f*(F) de N, definida da seguinte forma.

Seja F dada pelo cociclo Haefliger (Uy, %4, 1ap) em M. Coloque V,, = f~1(U,) e
também ¢, = (¢, o f)|v,. Mostremos que, de fato, as ¢, sdo submersdes.

Sejax € V,, logo

(dSOa)x = (dwa>f($) ° (df)w,



CAPITULO 2. FOLHEACOES HOLOMORFAS 78

mas (di,) (z) € sobrejetiva, pois cada v, € uma submersao e é trivial em 7'y, (F), daf
esta fatora o quociente

TyyM

Wt Ty (M) —s —T@2
7@ T (F)

como um aplicagdo sobrejetora.

Temos também que w o (df ), € sobrejetora desde que f € transversal as folhas, logo
(dpea). € também sobrejetora. Por outro lado, os biholomorfismos da folheagdo f*(F)
30 s, POIS

9004:(waof):waﬁowﬁof:waﬁowﬁ'

Portanto o cociclo Haefliger da folheagdo pull-back f*(F) em N é

(VOM Pas ¢a6)

Para esse caso temos

codim(F x G) = codim(F) + codim(G)

T(FxG)=T(F)®T(G) C T(M)®T(G) = T(M x N).

Exploremos agora folheagdes quocientes. Para isso, devemos ter uma folheagao
dada e um grupo agindo livremente na variedade, sendo assim, € possivel construir
uma folheacdo na variedade quociente.

Folheacio quociente: Sejam (), F) uma variedade folheada e G um grupo agindo
livremente de maneira descontinua por difeomorfismos em M, entdo a variedade quo-

M
ciente el é Hausdorft.

Assuma que a folheacdo F seja invariante sobre a acdo de G, ou seja, qualquer
difeomorfismo g : M — M em G leva folhas em folhas, ou equivalentemente,

dg(T(F)) = T(F) paratodo g € G.

M
Sendo assim, F induz uma folheagao g na variedade Yok da seguinte maneira,

Sejam: M — % a aplicacdo quociente, que € uma projecdo cobertura.

Considere (U,, ¢, ) o atlas folheado de F. Assumimos que 7|y, seja injetora, pois
caso contrario, refinamos nossa cobertura de modo a ser. Assim considere a carta,
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(7(Cn)pu (rla) )

F : .
o qual nos d4 um atlas folheado para ek Para concluir sobre a folheacdo quociente
temos,

codim(%) = codim(F) e T(L) = d,(T(F)).

2.4.1 Fibrados associado a folheacoes

Nessa parte do trabalho vamos mostrar como podemos construir fibrados a partir de
uma folheag¢do holomorfa sobre uma variedade complexa. A partir dessa constru¢ao
apresentamos um resultado, que caracteriza certa aplicacdo entre esse fibrado con-
struido, e o fibrado tangente a variedade.

Para construir esse fibrado, considere M uma variedade complexa e F uma folhe-
acdo holomorfa de dimensao 1 em M.

Seja {U, }aca uma cobertura por abertos de M de forma que, a folheacéo restrita
a cada aberto U,,, F |y, seja induzida por um campo de vetores holomorfos v,. Entdo,
quando U, # () existe uma aplicagdo holomorfa, que néo se anula,

faﬂ S O*<U0¢5)’

de maneira que,

Vo = fap¥s-

Note que (f,z) satisfaz as condi¢des de cociclo. Com efeito, temos que,

Vo = JapUs
vg = [ayy
Uy = fﬂ/ava
Up = fgava

em seus respectivos dominios.

Logo vy = fapts = fap([sava), entdo fop.foa = TemU,p # 0. Agoraem U,s, # 0,

Vo = fapVs = fapfpyvy = fapfoyfraVa

logo devemos ter: fo3f3yfva = 1.

Portanto (f,s3), de fato, satisfaz as condi¢des de cociclo. Sendo assim, (f,z) induz
um fibrado holomorfo em M. Esse fibrado serd denotado por 7*F e leva o nome de
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fibrado cotangente a folheacdo. Sendo assim, definimos o fibrado tangente a F como
sendo o fibrado dual do cotangente, ou seja, T'F = (T*F)*.

Observacio: E de grande interesse ressaltar que se tomarmos uma outra cobertura
{vs}sep por abertos de M, construimos o fibrado tangente a folheagido 7'F que, por
sua vez, & isomorfo ao fibrado 7' F. Portanto, a constru¢do acima € tinica, a menos de
isomorfismos.

A seguinte proposi¢do vem com o objetivo de nos dizer que, a menos de multi-
plicidade por uma aplicacdo holomorfa ndo nula, existe uma tnica aplicagcdo entre os
fibrados especificos.

Proposicao 2.4.2 Existe uma aplicacdo de fibrados f : TF — T M tal que,
1. para todo p € M\Sing(F), flirr), € injetora e f((TF),) é a reta tangente a
folheagdo F em p;
2. p € Sing(F) se, e somente se, f|rr), = 0.
Além do mais, se f: TF — T'M é uma outra aplicagdo de fibrados satisfazendo

o item (1), entdo existe h € O(M) tal que f = h.f. Em particular, f também satisfaz
o item (2).

Demonstracdo: Seja {U,}.ca uma cobertura por abertos de M de forma que, a
folheacdo F restrita a cada aberto U, € induzida por um campo de vetores holomorfos
Vq. Defina,

Ag :={ap € A; Uy, N Sing(F) £ 0} C A

depois defina também, V,,, := U,, \Sing(F) para cada oy € Aj e para o ¢ A, defina
Vo = U,.

Entdo conseguimos uma cobertura por abertos de M\ Sing(F). E pela definicdo
de fibrados, temos a trivializacao local,

T.F|Va gVa x C

Logo, dado = € T'F|y, podemos associa-lo ao ponto (p,t). Definimos a seguinte
aplicacdo,

Ja (p) = tv, (p) em V,.

Note que
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fa(p) = tva(p)
= tfaﬁ(p)vﬁ(p)
= fap(p)tvs(p)

= fas(®)fs(p).

Logo a defini¢do local de f se compartilha em U,3 # & para um aplicagdo entre
fibrados,

f : T-F|M\Sing(]:) — TM.

Como o conjunto singular da folheacdo tem codimensdo maior ou igual a 2, o
teorema de Hartogs permite estender essa aplicacdo a uma outra aplicacdo, que por
abuso ainda denotaremos por f.

fiTF —TM

Se p € M\Sing(F) entdo v,(p) # 0 o que nos da o item (1). Nas vizin-
hancgas de tipo U,,\Sing(F), oy € Ag, f é construida levando cada fibra sobre
p € Uy, \Sing(F) na diregdo de 7'M definida por v,,(p). Uma vez que v,, se an-
ula sobre U,, N Sing(F), a extensdo de f a esse conjunto é necessariamente nula, ou
seja,

flar), =0 paratodo p e Sing(F).

Considere f: T'F — T'M uma outra aplicagdo entre fibrados satisfazendo o item
(1). Uma vez que f e f sdo lineares nas fibras, existe uma func¢do holomorfa h definida
em M\ Sing(F), que nunca se anula, tal que para todo p € M\ Sing(F),

ﬂ(Tf)p = h(p)f |(Tf)p

Pelo teorema de Hartogs h se estende a uma aplicacdo holomorfa que nunca se

anula em M, de modo que a relacdo acima é valida em todos os pontos de M.
U

Corolario 2.4.3 F é uma folheacdo ndo singular, ou seja, Sing(F) = (), se e somente
se, T'F é um subfibrado de T M.

Para terminar a secdo, fazemos a seguinte observacdo. Seja f : T'F — T'M uma
aplicacdo de fibrados como acima. Se U C M é um aberto e s € uma se¢do holomorfa
de TF em U, entdo f o s € um campo holomorfo que induz F em U. Da mesma forma
se tomarmos uma se¢do meromorfa.
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2.5 Folheacoes em P

Nessa se¢do vamos tratar de explorar o conceito de folheacdes de dimensao 1 em P" e
alguns resultados relevantes nessa teoria. Por fim mostremos como € definido o grau
de tais folheagdes.

Recorde que o espago projetivo complexo de dimensio n é o quociente de C"1\ {0}
pela seguinte relagdo de equivaléncia:

Dados z,w € M temos que, z ~ w se, € somente se, existe A € C* tal que z = \w.

Denotemos a classe de z por [z], ou em coordenadas homogénea, (2o : 21 : ... : z,).
Assim P" € interpretado, geometricamente, como o espago de retas passando pela
origem de C"*. Com isso, temos a aplicagdo quociente

T C™M{0} — P"

Considere a folheacdo F em C™ induzida pelo seguinte campo de vetores polino-
mial,

& 0
x=5"x._-
Z J (%cj
7j=1
onde (xy,...,x,) sdo coordenadas afins. Vamos exigir que Sing(X) tenha codimen-

sd0 maior ou igual a 2.

~ Seja £y = C" C P", entdo provemos que existe uma folheagdo F em P" tal que
Fl|g, = F, onde

E;:={(z0:21:...:2,);2 # 0} sdo os abertos trivializadores de P".

Proposicao 2.5.1 Existe uma folheacdo (singular) em P™ que coincide com a folhea-
cdo induzida pelo campo X no espago afim C™.

Demonstracio: Considere a mudanga de coordenadas ¢! entre E e E/, a qual € da
forma,

1 29 Ty

o' (x) = p1(wy,...,2n) = (— —=, ... —) = (Y1, Yn) =Y.

Y Y )
Ty I L1
Fazendo a mudanca de coordenadas no campo X, obtemos,

B 0 0
1 _ v _ -
iX) =Y = Yig ot Yog -+ 4+ Yag
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onde

1 n
}/i(ylayQaayn) :_y%Xl(_7%77y_> (24)
Y1 Y1 n

1 n 1 n

n n n n

Como X € polinomial, as expressdes em (2.4) e (2.5) implicam que Y'* é um campo
meromorfo com polos no hiperplano {y; = 0}. Logo podemos escrever,

Yi(y) =y X' (y),
onde X! é um campo polinomial e k é a ordem do polo. Observe que (y; = 0) é a
equacao do hiperplano do infinito, digamos H, de E na carta Fj.

De forma andloga, ao efetuarmos a mudanga de varidveis ¢; entre Fy, e I}, obtere-
mos um campo Y7 = ¢J(X) = 27* X7 onde X’ €é polinomial e (z = 0) é a equagio de
H na carta ;. Podemos entdo definir uma folheagdo F em P" tal que F| g, € induzida
por X;.

U

Observacao: A folheagdo 7—"_obtida acima é chamada de compactificacdo de F e
denotaremo-la por: F(X) = F.

Passaremos agora a definir o grau de uma folheagao.

Definicao 2.5.2 Sejam F uma folheacdo em P" e considere M C P" uma subvar-
iedade algébrica. Dado p € M, dizemos que F ¢é tangente a M em p se p € Sing(F)
ou se p ¢ Sing(F) e T,F C T,M.

Defini¢do 2.5.3 Dizemos que M ¢é invariante por F se todo ponto p € M\ Sing(F)
€ um ponto de tangéncia de F em M.

Definicao 2.5.4 Seja M uma variedade que ndo seja invariante por F. O conjunto de
tangencia de F com M é

T(F,M)={pe M;pe Sing(M) ou T,F C T,M}.

Note que o conjunto de hiperplanos em P" € isomorfo a P", j4 que um hiperplano
H, pode ser escrito em coordenadas homogéneas por,

F(z) = Zajxj =0
=0

onde algum a; # 0. Daf temos o seguinte resultado.
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Proposicao 2.5.5 Dada uma folheacdo F em P", cujo conjunto singular tem codi-
mensdo maior ou igual a 2, existe um subconjunto aberto, denso e conexo NI (F), do
conjunto de hiperplanos H C P" tal que para cada H € NI(F) tem-se,

1. H ndo é invariante por F;

2. T(F, H) é um subconjunto algébrico de H definido por um polinémio de grau
k = k(F) em H, que independe de H.

Definicio 2.5.6 O niimero inteiro k(F) = k, da Proposi¢cdo 2.5.5, é chamado de grau
da folheagdo F.



Capitulo 3

O Teorema de Baum-Bott

Apresentaremos nesse capitulo um resultado devido a Paul Frank Baum e a Raoul Bott.
Para tal apresentacdo faremos uma pequena divisao no capitulo em duas se¢des, onde
na primeira vamos tecer comentarios sobre a primeira versao do teorema de Baum-
Bott, assim como alguns conceitos preliminares. J4 na segunda se¢io apresentamos a
modificacdo feita pelo Marcio Gomes Soares na demonstracdo retirando a hipdtese de
nao degenerescéncia do conjunto singular da folheacao.

3.1 O Teorema de Baum-Bott: Primeira versao

Comecamos tecendo alguns comentarios de real importancia na compreensao da cronolo-
gia desse teorema. Tendo em mente o teorema de Heinz Hopf em [19].

Teorema 3.1.1 Se M ¢é uma variedade compacta, orientada (sem fronteira) e V é um
campo de vetores tangentes a M com um niimero finito de zeros, entdo

Y L(V)=x(M)

{p€V (p)=0}

onde I,(V') é o Indice de Poincaré-Hopf da Definicdo 1.4.7.

Raoul Bott fez a seguinte observacdo “O que acontece no teorema de Hopf se V for um
campo de vetores holomorfo? ” Desse questionamento Bott provou um refinamento do
teorema de Hopf para campos holomorfos.

Teorema 3.1.2 (Bott) Seja V um campo de vetores holomorfos em M. Assuma que

cada zero de V é ndo-degenerado. Sejam X1, X, ..., X,, indeterminadas e tome ¢( X1, Xo, ..., X;,)
um polinémio simétrico no qual é homogéneo de grau n. ¢(X1, Xo, ..., X,,) pertence

C[X1, Xs, ..., X,,]. Considere que ¢(X1, X, ..., X)) = 5(01,02, ..y O) Onde o; $G0

fungoes elementares simétricas em X;. Entdo:

85
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Oy Az ) [~
Z A Ao A, o M(b(Cl,Cz,...,cn)_

{p€Zero(V)}

Se ¢ = X1.X5...X,, entdo a igualdade acima nos da o nimero de singularidade de V.

#Sing(V)= Y 1=/Mcn.

{peSing(V)}

J. Carrell e D. Liebermann mostraram em [10] que existem poucos campos de ve-
tores holomorfos globais e em alguns casos sdo inexistentes, o que torna o primeiro re-
sultado de Bott um tanto fraco, pois nao pode ser aplicado na maioria dos casos. Segue
abaixo esse resultado, assim como um ambiente ao qual, sob determinadas condicdes
nao existem tais campos.

Teorema 3.1.3 (Carrell e Liebermann) Seja M uma variedade compacta de Kdhler
com um campo de vetores holomorfos V', onde o conjunto de zeros de V' tem dimensdo
menor do que k. Entdo:

HP(M,Q%) = 0 para |p — q| > k.

Note que esse resultado, de Carrel e Lieberman, nos dd obstru¢do topoldgica a
existéncia de campos de vetores holomorfos globais.

Em alguns casos ndo € conveniente usar a teoria de feixe. Assim migramos para a
cohomologia de Dolbeault. Considere a seguinte dualidade.

Teorema 3.1.4 (Dolbeault) Seja M uma variedade complexa. Entdo para todo p,q >
0 temos:

Ho(M, 0r) = HPa(M),
AP9(M
onde HP(M) = (M)

 OArLa(M)

Agora considere o seguinte resultado que ird nos ajudar a argumentar, pela es-
cassez, o fato de termos pouco ou quase nada campos de vetores holomorfos globais.

Proposicio 3.1.5 Seja V' C P" uma hipersuperficie ' de grau d, entdo:

dimH™10(V) = ( d-1 ) .

n—1

Ver referéncia [16].
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Demonstracao: Ver referéncia [1].
O

Mostremos, no seguinte coroldrio, que em hipersuperficies algébricas de grau alto
em P" ndo admitem campos de vetores holomorfos globais.

Corolario 3.1.6 Seja V' C P" uma hipersuperficie com grau d > n. Entdo V ndo
admite campos holomorfos globais.

Demonstracao: Suponha por absurdo que V' admita um campo holomorfo global X,
ndo identicamente nulo, entdao

dim(Sing(X)) <n—1=k.
Pelo resultado de Carrell e Liebermann no Teorema 3.1.3 temos

Hn—l,[)(v):0p018|n_1—0|:n—12k:n—1

n—1

logo A" 10(V) = dimH"'0(V) =0 = ( -1 ) :

Assimd — 1 < n — 1, ouseja: d < n. Absurdo, pois d > n.

Portanto, hipersuperficies em P" com grau maior do que n nao admitem campos
holomorfos globais.
O

Considere agora a generalizagdo feita por Baum e Bott do resultado de Bott, para
campos meromorfos globais, que foi publicado em [2]. Resultado esse de grande im-
portancia, pois nos da obstrucdo topoldgica para a existéncia de se¢des globais sem
singularidades. Confere abaixo essa versdao do resultado, assim como sua demons-
tracdo. Feito isso, apresentamos um exemplo com o objetivo de motivar a préxima
secao.

Teorema 3.1.7 (Baum-Bott) Sejam M uma variedade complexa compacta de dimen-
sdo n, L um fibrado vetorial holomorfo de posto 1 sobre M e £ uma se¢do holomorfa do
fibrado T'M ® L, cujos zeros sio isolados e ndo-degenerados. Considere as classes
de Chern do fibrado virtual T'M — L*:

C(T'M—L*) =T M —LY).¢(T'M — L¥)...c(T'M — L)
onde v = (v1,vy,...,Vp) e n=1v, + 215 + ... + ny,,.

Entdo
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/MCV(T’M—L*): > w.

ey GetIEP)

Demonstracao: Como M é uma variedade complexa compacta, os zeros da secio &
sdo isolados. Sejam pq, po, ..., Pr. €SSES Zeros.

Dai tome vizinhangas desses pontos disjuntas By (p;), para i = 1,...,k e para cada
uma dessas vizinhangas, tome também o referencial holomorfo:

onde (z1, 29, ..., 2,) sd0 as coordenadas locais. Considere h; métrica hermitiana em
By (p;), parai = 1, ..., k, definida por:

o 0 {1,sej:l

< >= ‘
0z;’ 0z 0 , sej#l

Observe que, localmente, essa € uma métrica constante.

k

Agora, tome uma métrica hermitiana hy em M \ U {pi} e considere {pg, p1, .-, Pr }
i=1

k
uma parti¢do da unidade de M subordinada a cobertura Uy = M \ U Be(pi),
i=1

Ul = BZe(p1)7 ceey Uk = BQe(pk)

Observe a ilustracdo da cobertura na figura 3.1.

5 0.0
P 00 @ @

U3 Uk
vo u vz

Figura 3.1: Cobertura de M

Agora defina uma métrica hermitiana em M da seguinte maneira:
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k
h = poho + p1hy + ... + pphy, = sz’hz’-
=0

Mas temos que, localmente, a conexdo métrica € "a grosso modo"o produto da
derivada (0) da métrica pela inversa da métrica, logo a conexdo é nula. E a cur-
vatura da conexdo € a derivada (5) da conexao, logo também € nula. Entdo, para
cadai =0, ..., k, a curvatura métrica K, = 0 em B.(p;).

Agora, de maneira andloga, define-se uma métrica hermitiana no fibrado de re-

tas L escolhendo H; = 1 em Ba(p;),i = 1, ...,k e Hy qualquer valor constante em

Entdo, pelo mesmo motivo acima Ky = 0 em B.(p;).
Seja P um polindmio invariante de grau n. Lembre-se que (2* = O + =, onde
O representa a matriz da curvatura da conexao métrica em M em relacio ao fibrado

T'M, B = —d2fAYf (1 <4, <n)ed* = Z(—zﬂf‘/\dzﬁ) ¢ a matriz de 2-formas

da curvatura Ky ,, da conexdo do fibrado de retas L.

Isso nos diz que 2% nos da informagdes sobre a matriz da curvatura da conexao do
fibrado 7'M ® L. Logo a localizacio de classes caracteristicas nos diz que a (n,n)-
forma P(£2) é exata(zero) fora dos zeros da se¢do holomorfa £, ou seja:

k
P(Q) = dyem M\ | J{pi}.
=1
k
Dai [P(Q)] = 0 € HE(M \U{p’}) (2n-ésimo grupo de cohomologia de De

i=1

Rham)

Com essa discussao temos,

/ Pl -0 —/ = P(Q)—/ ) 4y
M\UB(pi)  \ 2T M\UB(pi) \ 2T M\UB.(pi) \ 2T

E usando o teorema de Stokes temos,

(4 (4 (4
o | dv= / el IR / =17
/]\/[\UBe(pi) (27T> oM (27T> i—=1 Y 0Bc(pi) 2

Como M ¢é uma variedade sem bordo, o primeiro termo do lado direito da igualdade
acima € zero, logo:
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. k . n
1 1
P —Q :5 / — =1
/M\UBin) (27? ) — JoB.(p) <27T)

Vamos estudar cada parcela / . 5.
aBe (p’L) 27T

90

n—1
Temos que 7 = — ZH?, onde [1¢ = w* A (Qw)" "' A P.(Q%, E¥) paral < r <
r=0

n— 1.

B 0, - §i0log H
aZj 0zj

Ja vimos que L;; =

K, = Ky =0,logo

o

Ey =
aZj

Dai

J/

Pr(QaE):(Z)ﬁ(\E‘aEa7€7Q7Q>a9)20 v 1§7,.§n

pois P é n-linear.
Assim usando (3.1) temos,
08, 0&;
Py(Q,E)=P(E)= P(— ¢ )= (—=1)"P(J&) onde JE = 3 .
8zj (9zj
n—1
Sendo assim: v = — ZH” =—1Ily—1II; —... = 1L,
r=0

comIl, = w A (511))”‘1 ANP.(Q E)paral <r <n-—1.

- ZF?Z&, mas em cada B.(p;) tem-se
I

3.1

onde w é uma (1,0) - forma dual da se¢do. Entdo por (3.2) temos [I, =0 paral <r <

n — 1. dai

N nZHT = Ty = —wA (@) AP, E) = —wA (w) (—1)"P(JE).
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Assim,

v = (=" PJw A (Qw)" !

Por outro lado

> dz < dz &>
w = — prng
Y& <&E>

&+ -+ &k

0(&,dzy + ...+ €,dz,)  (Edzy 4 ..+ E,d2,) NO(E,EL + ... +E,6)

0(Eydzy + ...+, dzy) = 0(Eydzy) + ...+ 0(€,,dz,) = (0 &) Ndzy+ ...+ (0 E,) Ndz,,.

E como 9¢; = 0 temos O(§;) Adz; = (dE,) ANdz ¥ i=1,...,n.

Logo

0(&ydzy + ...+ €,dz,) = dEy ANdzy + ... +dE, N dz,.
E também,
com

0(&,&) = 9(€,)& pois 9 =0

uma vez que &; € holomorfa e mais 9¢; = 0,

logo
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Com isso temos,

By — (d€) Ndzy + ..+ (dE,) Ndzw  (Eydzs + o+ E,dza) A (dE & + o+ dEE)
&+ .+ 68 (€16 + o+ E.60)?

_ (dandE 4 ds AdE, (Eada o Eudza) A (dEiE + -+ dEE)

Entao,

5 _ <dzd{>  <dz{>N<EdE>
T < E> < 6>2 ’

assim,

By — Goy- — (—1) [< dod > <dz€> A< &de >]"‘1

<§,6> <6 >3

- (_1)n_1n_1(n—1> <dzde >\ (<dnesn<gde>)
B —~ J <&,&> < £,€>2

J=

Mas < dz,& > N < dz,& >= 0, logo o somatdrio acima se reduz a apenas as duas
primeiras parcelas no desenvolvimento do bindmio de Newton, ou seja,

= < dz,dé >t

(@) = <—1>"-1<

- )<alz,cl§>"*2 <dz &> N<EdE>
<g gt <€ E>n2 <& E>? ’

sendo assim,

= e <dz &> <dzd¢ >
w A (Ow) = fEs S A (—1) ot N
<dz, &> o <dz,dE>"T? <dz, &> A< € dE>
IR Ay N <&

Mas pelo visto acima, o segundo termo do somatério, do lado direito da igualdade
acima € zero, daf temos,

= 1< dz, &> N <dz,dE >m1
w A (Ow)" = (=1)"1 N
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Agora vamos estudar,

n n—1
<dz, dé >"1= (Z dz; A da) = (dzy NdE, + ... +dz, NdE)" L
=1

Observe acima que temos um somatério de n parcelas para fazer o produto exterior
(n — 1) - vezes. Mas

(dz; N dE;) A (dzj A dgj) = 0 sempre que i = J.

Logo esse produto resulta num somatério onde cada parcela é uma 2(n—1) - forma,
pois sempre faltard um dos indices (dz; A d§;).
Por exemplo, no caso em que falta o termo (dz; A d§,) temos,

(dzj, A dEjl) A (dzj, A dEjQ) AN (dz A dfjl) com j; € {2,3,...,n}.

Onde na primeira posi¢do tem-se (n — 1) possibilidades de escolher uma 2-forma.

Jd na segunda posicao temos (n — 2) possibilidades.

Portanto, teremos uma quantidade de (n — 1)! de 2(n — 1)-formas que omitem o
termo (dz; A d€).

Da mesma maneira, temos também (n — 1)! de 2(n — 1)-formas que omitem o
termo (dz A d€,). E assim segue até o indice n.

Agora note que em qualquer das formas acima € possivel remanejar um indice com
outro sem haver a troca de sinal da forma, pois cada (dz; A d€;) é uma 2 - forma.
Logo podemos reordenar essas formas de maneira que os indices fiquem de maneira
crescente. Reorganizando as fatos, temos uma quantidade de (n — 1)! de 2(n — 1)
forma do tipo

(dzo A dEy) A (dzz ANdES) A ... A (dz, A dE,).
Temos também uma quantidade de (n — 1)! de 2(n — 1) forma do tipo
(dzy ANdE)) A (dzs NdES) A ... A (dz, A dE),

e assim até o indice n.

Portanto, resumindo esses fatos temos que,

n L —

n n—1
<Zdzi /\dzz) = (n=1)ldzy AdE, A ANdz NdE AL A dz, N dE,.
=1

i=1
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Em cada termo do somatério acima, vamos isolar os produtos exteriores com dz de um
lado e os d¢ do outro,

para ¢ = 1 temos,

(n— Ddzy ANdéy ANdzs NdEg A ... Adz, N dE, =

(n— l)(n 2)

— (n—1)!(~1)

dzg Ndzs A ... Ndzg NdEy NdEg N ... NdE,,,
para ¢ = 2 temos,

(n— dzy AdEy Ndzs NdEg A ... Az, N dE, =

(n— 1)(n 2)

=(n—1)I(-1) dzy Ndzg A oo Ndzy NdE; NdE; N ... NdE,,.

Em geral vale

n

<dz,d¢ >"'=) (n—1)!(-1)

i=1

(nln2)

dzi N .. /\dzl/\ Adzy NdELA . /\d{/\

LANdE,.
Mas
<dz,&>=Y &dz =& da + ... + &, dz,
=1
dai,

<dz, &> A <dz dé >" V= (Edzy + ..+ E,dz)A

/\Zn—l Y A AdEA o N NAEL A o AR, A N dE, =

(n— 1)(n 2)

= (n—1)(-1) (€ dzy + .+ &,dzy) Ndza Ao Ndzy NdEG A ... N dE,+

+dzy Adzs Ao Ndzy NAENAEGN .. NE, +...+dzy Ao Nd 2y NE N NAE,, ]

(n— 1)(77, 2)

= (n—1)!(=1) Edey Ades A o Adzg A dEy AN dEs A ... AdE,+
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+€ ANdzy Ndzy Ndzg A .. Ndzg NdE; NdES N .. NdE, + -+

+&, dzg Ndzy Ndzg A oo Ndzp_y NdEG N dES N .. NdE, ).

__2271 DI=1)""F 2 dz Ada Ao AN A o Adzg AAEL A NE A AGE,
_Z n— D=1 "2 (2 1) E dzy Adza Ao Adzp AdEL Ao ADE; A .. NdE,,.
Entao

(—1)" ' <dz, € > A< dz,dE > =

n

doy A Nz » (=1 TG A AdE N NdE,,

=1

n(n 1)

=(n—1)!(-1)

(n—1)(n—2)

pois (—1)" M (=)= = (1)

n(n—1)
2

Sendo assim temos,

A QW) =< £6>T (1) < dz, € > A < dz,dE >

n

D (=1 dE AL A C?Z\i A NdE,

=1

—< £ 6> (n— 1)(—1)"

—< £, 6> (n—D)l(—1)" S (1) TEAG A NE N NE, Nz A Nz,

i=1

pois n(n — 1) é sempre par, logo (—1)""~Y = 1.

Note que, por hipétese, as singularidades de £ sdo ndo-degeneradas, portanto
det J¢(p) # 0 para todo p tal que &(p) =

Assim, como dimM = n temos

le/\dZ2/\.../\dZn: dfl/\dgg/\/\dfn,

det J&

substituindo essa igualdade em w A (Ow)" ! acima, temos
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()" (n— 1)
< &€ >n det JE

! zn:(—1)i‘1§id51/\...AdAE,.A.../\dZnAdglA.../\dgn.

=1

wA(Ow)" ™t =

Lembre-se que o niicleo de Bochner-Martinelle é dado por

n(n—1) n
172 (n-—1) o —~ B
) n )Zgidgl/\"'/\déi/\m/\dfn/\d§1/\.../\d§m
=1

Bi0.8) = e 2

ou seja,

n(n—1)

N i U]

< EE>n

B, (0, €)(2ni SCEAEL N e NE A AT, NG A A
=1

Sendo assim, temos que

w A (Ew)n—l — (271'2)”3”(075)

det(J¢)
Entdo, v = (—1)""' P(J)w A (Qw)" ™ = (=1)" " P(J¢) (zwé)j;g :
Portanto
_<%> o <<_2173>jn(—1)”+1(2”)n<i)nd};(£]j2)B”(O’5)
np 1yt PJE)
= CDED D g B 09
2n+2 P(Jf)
= (1) MBn(O,g).
Logo,
i\ . _ PUg
_<%> 7= Gar(ge) 208
Dai
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Lembre-se que o niicleo de Bochner - Martinelli normaliza a 4rea de esferas

/ Ba(0,6) = 1.
6Be(pi)

Entao

Sendo assim,

i\ i) <= PUEm)
/M\UBE(pnP(%Q)_;/aBe(m) (27T> ! Z-Zldet(Jf(pi))‘

Entao,

i\ P(JE(pi)) P(J¢(pi))
/MP(%Q> - M\u;.f;e(pi)P<27T ) B f—’oz det(JE(pi)) Z det(JE(pi))
Portanto

k
i P(J&(ps))
Pl —Q| = _— 3.3)
/, (mr ) 2. JaEp)
Mas

G(TM—L") = (T'M—L*)-(T'M—L*) - ...-&&(T'M — L"),
comv = (vy,...,0,) en =1y + 25 + ... + Ny,

v

A igualdade em (3.3) € vélida para todo polindmio invariante P, em particular para c”.

Além disso,
Z. n
- v(Q)

= (T'M — LY).
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Usando 3.3 temos

vt [ i S IED)
f == [ <%> D =2 ey

Onde termina a demonstrag@o do teorema de Baum-Bott.
O

Exemplo 3.1.8 Considere a variedade compacta M = P" e F uma folheagdo de grau
d em P™ induzida, na coordenada afim {zy = 1} pelo campo

- i 5, 0 o
X = VA =70 — 4 zi — 4 470 .
; 9z, “laz, T%29z, T T oy

As singularidades desse campo sdo degeneradas, pois a tnica singularidade é p =
(0,0,...,0) e det JX (p) = 0, uma vez que:

aze 0 ... 0

0 dz&™' ... 0

JX = . . , .
0 0 ... dz3!

nxn

Assimdet JX = d®(Z{7' - 24 24 =d™(Zy - Zy - ... - Z,)* . Entio

detJ X (p) = 0.

Observe que para esse exemplo, ndo € possivel aplicar o teorema de Baum-Bott
demonstrado acima, pois possui uma singularidade degenerada. Essa fato que nos mo-
tiva apresentar a préxima se¢do, onde Marcio Soares retira a hipétese de degenerescén-
cia das singularidades.

3.2 O Teorema de Baum-Bott: Segunda versao

Nessa parte do capitulo vamos apresentar o assunto principal do artigo de M. Soares
em [31], que nos diz que a hipdtese sobre as singularidades da folheagdo serem nao
degeneradas, exposta na secdo precedente, pode ser retirada.
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Teorema 3.2.1 (Baum-Bott) Sejam M uma variedade complexa compacta de dimen-
sdo n, L um fibrado de retas holomorfo sobre M e £ uma secdo holomorfa do fibrado
TM ® L, com zeros isolados. Considere as classes de Chern:

TM QL) =M (TM®L)-d2(TM&L) ... (TM ® L)

v=(v1,Va ..., V) en = 1vy + 2v5 + ... + nuy,.

Y(JE)dzy Ndzg N ... Ndzy
Entdo/ d(TM®L)= Res, (IE)dz N dz SRS
i P 665,
p:€(p)=0}

Demonstracao: Para provar esse resultado agimos do mesmo modo como no teorema
anterior. Mas num certo ponto usaremos o seguinte resultado que relaciona o nicleo
de Bocher-Martinelli com o residuo de Grothendieck.

Para isso considere a n-forma ¢ = g(z) ,onde g é holomorfae (z1, ..., z,)

¢ um sistema de coordenadas locais.

1 n
Sendo assim, temos a representacdo distinguida de Dolbeault da forma (2—) ¢
vl

LS (1) dE A NdE N NdE Nz AL A dzy,
<& &>
n(n—1) (TL — 1)' , .
ondel, = (—1) 2 € uma constante que depende unicamente de n.

(2mi)"
Por outro lado, considere a aplicagdo

F.C" — Cr x C"
z — F(2)=(24&(2),2),

e o nucleo de Bochner-Martinelli em C" x C"

By (z,u) b > (1) (Em - w). {/\(dzj —dw;) Aduy A ... A duy, |

PP
B u|nz’:1 J#

Entao o pull-back do niicleo de Bochner-Martinelli pela F' é
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RN 17 =
i=1 jF#i

Logo,
ne = gF* B,,.

Seja I" o n-ciclo real definido por I' = {|{;(2)| = €}, onde € > 0, e munido da
orientagdo dada por d(argé) A ... Ad(argé,) > 0. Tem-se

B L ! d21/\d22/\.../\d2n_ .
RGSPC - <27T’L> /Fg<2) 51(2)52(2)&71(2) a /SQn—l(p) gF Bn (34)

Suponha que os zeros de £ sejam isolados. Tome vizinhangas disjuntas de cada
zero, um referencial holomorfo, métricas hermitianas em cada vizinhanca e use a par-
ticdo da unidade para estender a métrica para todo M.

Entdo, a localizacao das classes caracteristicas nos diz que

PQ) =dy em M\{p;{(p) =0}
para P um polindmio invariante.

Dai, temos que

1 7 7
Plo_Q) = / o dvr=> / 5]
/J\J\uBe(pi) <2W ) M\UB. (i) (27T ) = Jopp) \ 2T

Mas v = (—1)"* ' P(J€)w A (Ow)" ! onde

n(n— 1)

_ —1 2 — 1 _ — _
wA(Ow)" ! = ( )<§ : Z” Z VTLEAE N NAE N NE, Nd2 ... Nz,

Agora, observando o pull-back do niicleo de Bochner-Martinelli pela F', temos

F*B, = <L> w A (Ow)" L.

27
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Dai

/a&(mf(i)nv: /BBF ( ) (=)™ P(Jw A (Qw)"~

/a N i ” P(JE)(2n)" (i) F* B,

- / P(JE)F*B
OBc(p

Usando o resultado (3.4) temos

/l: n
—| == | 7= Res,,
/aBem) (27T) ’

Como esse resultado € vdlido para todo polindmio invariante P, € vélido entdo para ¢,
entao

£1~§2-~'€n

P(J&(p)).dzy ANdzg A ..o A dzn]

. k . n
1 ]
()= (D)5
/M\umpn (2” ) — JoB.() (2”>

(2

B (JE(pi))dz Ndzo A ... N dz,
B ZR%( b6 & )

Tomando o limite com ¢ — ( e observando que

temos

v 5( ))le/\dZQ/\.../\dZn
TM L R .
/MC TM® {M% ) esp( 66k )

O que finaliza essa belissima demonstracgao.
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Retomando o Exemplo 3.1.8, podemos agora aplicar o Teorema de Baum-Bott
segunda versdo, onde ndo exige que as singularidades da se¢do sejam ndo degeneradas.



Capitulo 4

O problema de Poincaré para
hipersuperficies

Nesse ultimo capitulo do trabalho, trataremos de aplicar resultados do capitulo prece-
dente, assim como outros ja conhecidos, com o objetivo de atacar uma questao levan-
tada ha mais de um século.

Comecaremos apresentando o cldssico problema de Poincaré para hipersuperficies
invariantes por folheagio de dimensdo um. E nesse contexto que se desenrola o restante
do capitulo com algumas abordagens.

Henri Poincaré, apresentou esse problema em [28], no ano de 1891, nos estudos
sobre integrabilidade algébrica de folhea¢des, onde foi profundamente motivado pelo
trabalho de Darboux. Acompanhe abaixo a questao desse matemadtico,

"E possivel limitar o grau de uma curva algébrica plana, irredutivel, invariante
por uma folheagdo holomorfa F, em P%, em termos do grau da folheagéo?"

Posteriormente, apresentamos alguns conceitos com o foco em responder negati-
vamente Poincaré, isso € feito através de um exemplo. Assim podemos dizer que, em
geral, o problema de Poincaré ndo se verifica.

Problema esse que perdurou por cerca de 100 anos, até que alguns autores con-
seguiram apresentar uma resposta positiva. No entanto, para isso, foi preciso restringir
a alguns casos um tanto particulares, onde as vezes da-se restricdes a curva e outras a
folheacao.

O primeiro resultado relevante nesse sentido foi apresentado por Cerveau e Lins
Neto em [12], no ano de 1991, onde € exigido que as singularidades da curva sejam,
no maximo, nodais. Com isso, obteve-se que o grau da curva € menor ou igual ao
grau da folheacdo mais dois. No mesmo sentido M. Carnicer em [9] obteve em 1994 a
mesma limitagdo para o grau da curva, sé que exigindo a hipétese de que a folheacdo
ndo tenha singularidades dicriticas ao longo da curva invariante.

Os resultados que foram tracados acima tiveram uma abordagem em P2, Assim,
Marcio Soares em [32], no ano de 1997, trabalhando em P", apresentou uma majo-
racdo melhor para o grau de hipersuperficies invariantes.

103
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4.1 O problema de Poincaré para hipersuperficies

Comecamos com a defini¢do de hipersuperficies invariantes por folheagcdes. Assim
vamos construindo toda a teoria com o objetivo de mostrar o resultado de Marcio
Soares.

Definicao 4.1.1 Sejam V' uma hipersuperficie em P" e F uma folheagdo de dimensdo
um. Dizemos que V' é invariante pela folheacdo quando:

T,F C T,V paratodop € V — (Sing(F)NV).

A proposicdo a seguir caracteriza hipersuperficies algébricas invariantes por folhea-
coes.

Proposicio 4.1.2 Sejam X um campo polinomial de grau d em C" e V = {f = 0}
uma hipersuperficie irredutivel invariante em C". Entdo V é invariante por X se, e
somente se, existe h € C[z, ..., z,] tal que df (X) = h.f.

Demonstracao: Suponha que V' seja invariante por X, entdo:
X(p) € T,V paratodo p € V — Sing(V)

mas T,V = Ker(df,), entdo df,(X (p)) = 0 para todo p € V. Logo df (X) pertence
ao ideal gerado por V, ou seja,

df(X) e I(V).
Pelo teorema dos zeros de Hilbert temos,

I(V)y=+< f>
Mas como f é irredutivel, o ideal < f > é radical, ou seja, /< f > =< f >. Disso
segue que df (X) €< f >. Entdo existe h € Clzy, ..., z,] tal que df (X) = hf.

Reciprocamente, suponha que exista h € C[zy, ..., z,,] tal que:

df (X) = h.f

Dai, note que 7,V = Ker(df,) para todo p € V — sing(V'). Entdao tomando p €
V — sing(V') temos

df,(X(p)) = h(p).f(p) = 0, pois f(p) = 0, pelo fato de p € V e f ser a fungdo que
define a hipersuperficie V. Assim,
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X(p) € Kerdf, =T,V.

Portanto V' € invariante por X.

Exemplo 4.1.3 Considere a folheagdo induzida pelo campo,

0 0
X = pr— + qy— (com p # q inteiros positivos)
ox oy

e tome a seguinte curva C' = y? — x7 = (.

Seja F essa folheagdo induzida pelo campo X. Note que o grau de F é 1, pelas
fungodes coordenadas do campo X.

Por outro lado, o grau da curva C' é o maior inteiro entre p e q. E mais, esse grau
¢ estritamente maior do que 1, pois p e q sdo niimeros inteiros positivos e diferentes.
Agora vamos verificar que a curva C' é invariante pela folheacdo F .

Para isso ¢ suficiente, pela Proposicdo 4.1.2, verificar que existe uma fungdo h €
Clz1, 22| tal que df (X)) = h.f, onde f = y? — x9. Dai temos que,

X(f) = ma{g) + qyaéi;)

X(f)= pr(—qz®") + qy(py*™)

X(f)= —pgx?+ pgy”
X(f)= pa(y? —z9)

onde h = pq. Portanto nossa curva é invariante pela folheacdo. Logo temos uma
curva C' invariante pela folheacdo F no qual ndo é possivel limitar o grau da curva
em funcdo do grau da folheagdo, pois como vimos acima, o grau de C' pode ser ex-
tremamente maior do que o grau da folheagdo.

Esse exemplo nos mostra que nem sempre € possivel limitar o grau de uma curva
em fungdo do grau da folheacdo. Continuando discorrendo sobre o exemplo € de valia
observar que as singularidades desse campo de vetores sdo dicriticas'.

Passamos agora a apresentar o primeiro resultado relevante ao problema de Poincaré,
o qual é devido a Cerveau e Lins Neto e foi exposto em 1991, que nos d4 a limitacdo
do grau da curva em fun¢do do grau da folheacdo, desde que as singularidades da curva
sejam do tipo nodais’.

'Ver pagina 81, Defini¢do 2.2.10
2Ver pdgina 81, Definicdo 2.2.11
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Teorema 4.1.4 (Cerveau e Lins Neto) Seja C uma curva irredutivel em P? onde as
singularidades sdo do tipo nodais. Seja F uma folheagdo tendo C' com sua separatriz
e tal que todo ponto singular de F em C' tem multiplicidade 1. Entdo temos:

0C < OF + 2.

Onde OC' e OF representam o grau da curva C' e o grau da folheacdo F respectiva-
mente.

No mesmo caminho que Cerveau e Lins Neto, Manuel M. Carnicer também obteve
o mesmo resultado. A exigéncia de Carnicer foi diferente de Cerveau e Lins Neto
pelo fato dele estipular condicdes a folheacao de que as singularidades de F sejam nao
dicriticas ao longo da curva invariante. Confere o resultado abaixo.

Teorema 4.1.5 (Carnicer) Seja F uma folheagdo em P% e C uma curva algébrica em
PZ. Suponha que C seja invariante por F e ndo hd singularidades dicriticas de F em
C. Entdo

0C < OF + 2.

Vamos usando o teorema de Baum-Bott, abordar também esse problema. Mos-
tremos uma melhora na desigualdade estudada acima, para hipersuperficies suaves e
invariantes por folheacdo holomorfa de dimensao 1 em Pg, de grau maior ou igual a
dois. Para tal fato usaremos o teorema de anulamento de Lehmann que segue abaixo.

Teorema 4.1.6 (Lehmann)Se F é uma folheacdo holomorfa de dimensdo 1, numa
variedade complexa M, ndo singular ao longo de V, onde V- C M ¢é uma subvariedade
compacta invariante por F. Entdo o anel Chern*(vy ) € nulo em dimensdo * > 2s,
onde s é a codimensdo da folheagdo induzida por F em 'V e vy € o fibrado normal
de VemM.

Em nossa abordagem do problema de Poincaré, necessitaremos do resultado con-
tido no Teorema 4.1.8. Resultado esse de grande importancia, pois calcula o numero
de singularidades de uma tal folheacdo em V, contadas com multiplicidades. Antes
porém apresentamos o seguinte lema.

Lema 4.1.7 Considere i : V. — P{ uma hipersuperficie lisa, de grau dy. Tome uma
folheacdo de dimensdo 1 e grau d > 2, F? tal que V seja invariante pela folheacdo
F?. Entdo

Sing(F) NV £ .

Demonstragio: Com efeito, a folheagdo F? induz uma folheagdo F& em V de di-
mensdo 1 também. Logo como a dimensdo da hipersuperficie V' é n — 1, temos que a
codimensdo de FéemV é(n—1)—1=n— 2.
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O anel de Chern do fibrado normal v, /p» € gerado pelas classes de Chern desse
fibrado, ou seja, é gerado por co(vypr) = 1€ c1(Vy/pn).

Entdo se a folheagdo F& ndo tem singularidades em V, ou seja, se Sing(FL)NV =
(), temos pelo Teorema 4.1.6, de anulamento de Lehmann, que

Chern™ ! (v, /pn) = 0 poisn — 1 > n — 2,

mas isso implica que ¢; (v,/pn)" "' = 0, 0 que é um absurdo.

De fato, c1(vy/pn) = doh, onde h = ¢, (TP")|y. Como [i, h"~" = dy, terfamos

0— / 1 ()" = / (doh)™" = dn-! / Bl £ 0,
1% 1% Vv

Portanto sing(F?) NV # ().
0]

Suponha que sing(F4) NV = {py, ..., px} € considere a restri¢do da folheagdo F
a V denotada por i* F¢. Essa dltima folheagio é dada, numa vizinhanca de cada ponto
pi € Sing(F?) NV, por um campo holomorfo X; tangente a V, com X;(p;) = 0.

Apresentemos agora o resultado que nos estabelece o nimero de singularidades de
uma folheacdo em uma hipersuperficie invariante em fun¢do do grau da folheacio e
da hipersuperficie. Resultado esse que serd de fundamental importancia para provar a
majoracdo de Mdarcio Soares do grau da curva em fun¢do do grau da folheagao.

Teorema 4.1.8 Seja V' uma hipersuperficie algébrica em P"(n > 2) irredutivel, néo
singular de grau dy, invariante por uma folheagdo holomorfa F? de dimensdo 1 e grau
d, entdo o niimero de singularidades de F 4 em V, contadas com multiplicidades é

Dty =D [+ (=1)'(do — 1)

e esse nimero é positivo.

Demonstracao: Escolha um hiperplano em P" que seja transversal a V' e que nao
intercepta sing(F?) NV, denotado por H..

Em C" = P"\ H,, a folheagdo F¢ é dada por um campo polinomial X, isto é

0 0 0 0 0
X—G<Zla_zl+Z2a_22++2na_Zn> +Q18_ZI++QTL8—ZR,

onde o polindmio G # 0 € homogéneo de grau d e os ;s s30 polinomios de grau < d.
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Além disso, esse campo X restrito a V'\ H,, induz a folheagdo restri¢do ¢* ﬁ,\ .- O
fibrado tangente 8 F € Tr 2 L(1 —d) = L4 = L*@L* ®--- @ L.

vV
d—1 vezes

Entdo o fibrado tangente 2 i* F¢ é o pull-back i*L(1 — d).
Como X tem um polo de ordem d — 1 ao longo do hiperplano H ., a restri¢do de
X aV induz uma se¢io holomorfa de 7"V ® i*IL(d — 1) tal que os zeros sio isolados.

Usando o Teorema 3.2.1 temos,

Cn1(JX)dzy Adzy A ... /\dzn}
cn(T'V —i*L Re ,
/v ! Z ”{ X, Xo. X,

onde ¢,,_1(JX) = det(JX).
Por outro lado,

~det(JX(&) Ny
~ 2 de (X () ey T

os det(JX)dz Ndzy A ... Ndz,
b X1.X5..X,

onde X 1(¢) = {&,&,....&.} e pp(X) € o ndmero de Milnor de X em p, ou seja, a
multiplicidade de X em p.

Dai,
Zup /cn (T'V —#"L(1 — ).
O fibrado normal® a V é Ny = [V];y. Em V temos a sequéncia exata,

0—> TV —2 TP 2= [V]y —>0

Sendo assim,

TP : ,
V] - T ouseja, TR = TV & [Vl

Entao, pela soma de Whitney temos,
c(i*TPR) =c(T'V & [V]y)=c(TV).c([V]y)

c(Pg) = c(V).c([V]v)

3Consulte na referéncia [17], pagina 71.
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ou seja,

(c(zﬁl/”}‘) —i; aP?) + ...+ cn(P) = (co(V) + (V) + ... + cnea (V) (co([V]v) +

v)
[co(V)eo([V]v)]+[er(V) +eo(V)er (V)] +- - -+ len1 (V) +cna(V)er([V]v)] +
[cna(V)er (V)]

Dai temos que
ci(P") =ci(V) + cia(V)er([V]jv) paral <i <n —1.
Considere a sequéncia de Euler em P"
0—=C——=1o0+) —=T'PL——0.
Logo

oM+ o~ T’pg o C.
Novamente pela férmula de Whitney,
(L)) = (L@ ... ®L) = c(L)"! = [co(LL) + 1 (L)L
Entdo ¢(L® 1)) = (1+-h)"*!, onde h = ¢;(IL) é o dual de Poincaré de um hiperplano.

Por outro lado ¢(P¢ & C) = ¢(P¢).c(C) = ¢(Pg), pois ¢(C) = 1. Entao,
c(P) = 1+ aPg) + ea(Pe) + . + an(P) = L) = (14 )™ =

n+1 n+1 .
(")

Logo ¢;(P¢) = n —zi_ 1 h, para 0 < i < n, sdo as classes de Chern de PZ.

Como V' € uma hipersuperficie de grau d, temos,
Ny =[V]y=L(d)=L®...®L,

logo,

a(Vi) = a(Viv) =ale. 8L)=aLele oL)+La(l)

(do) - vezes (do—1) - vezes

= q(LOL®---®L)+ le(L) + Lo (L) = does (L).

(do—2) - vezes
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Entdo ¢, ([V]jy) = do.h. Calculando os ¢;(V) paral <i <n —1,

1

_ (<1 ( " >dgh1+(—1)1 < n )d(l)hl,

(V)= a(Pr) —oV)a(Viy) = ( n+l ) h— doh

(V)= cPt) —aV)a(V]y)

_ n+1 5 Y n—+1 011 Y n+1 1721
= ( 9 )h dgh(( 1) <1_0 )doh +(-1) 1.1 dyh
_ (_1\0 n+1 07,2 1 n+1 17,2 _1\2 n+1 272
= 1)(2_O)d0h +(1)(2_1)d0h +(1)(2_2 dgh?.

Entdo, em geral temos

( T;j—; ) (—1)kd§] hiparal <i<mn—1.
k=0

Por outro lado, temos que

ent(TV =i L(1 = d)) = cact(TV) + cpoao(T'V)er (i L(1 — d)*)' + ... + 1 (FL(1 — d)*)* !
= (V)4 cnao(V)e(L(d — 1)) + ...+ e (L(d — 1)) !
= 1 (V) +cnaV)(d—1)er (L) + ...+ (d—1)" e (L)

= co1(V) 4+ (d = 1)caa(V)h+ ...+ (d = )" Thn!

Ci(v)hn—l—i(d _ 1)n—1—i‘

1
=0

Dai,

i (T'V =" L(1 — d)) = ._ [Z(—l)’“ ( 7_*; ) d’g] Wi (d — 1)

Logo
! - = : k n+1 k n—1 n—1—i
T’V =L =) = ) [( (—1) (Z._k)d[))h ](d—l) .

Mas h € o dual de Poincaré de um hiperplano em P e dai h"~! é o dual de Poincaré
da intersec¢do de (n — 1) hiperplanos genéricos em PZ%, ou seja, h"~! € o dual de
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Poincaré de uma reta em P¢.

Como V tem codimensao 1,

111

h"~! conta as intersec¢des de V' com uma reta

1%
genérica em P{. Mas esse valor € exatamente dj, que € o grau de V. Dai

/ en 1 (T'V — " L(1 — d))
"

I
| —]

n—17[ 1

L k=0

n+1 n+1 9 n+1
H("5 )= (T ) ("
n+1 n+1 2 n+1
- n—l)do_(n—2>d0+<n—3

(g

k=0

> (-1

(

n+1
1 —k

n—+1
1—k

) d§> /V h”‘1] (d—1)1

) d’g“] (d—1)1
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do[( mol )dn—l—( no )d"—2+< "o )d"‘3—...(—1)”‘1 ( e >d°]+
+( ”Tl )do—( ”31 )d%] [(”62>dn—2—( ”12>d”—3+...+(—1)”—2d0}+

Agora coloque d"!,d" 2, ..., d,d" em evidéncia na igualdade acima,

dn_l{do(nal)} +dn_2[—do(nzl>+<n1L1)d0_dg_d%:|+

+dn3 [do ( " ; L ) —(n—=2)(n+ 1)dy + (n — 2)d3+

+ ( ";r L ) do — (n+ 1)d3 + dg] +... +d {do(—l)”l + (=1)"2(n + 1)dy—

v o (M) = (U )

n+1 n+1 not [ nt+1 "
w0 )= (0Fy )@ (0T ) )

Agora note que,
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'do(nzl>+(n1r1)do—d3=1+(—1)1(d0—1)2;

e ("5 )~ -2t it -2+ (M5 ) do— s i+

=3dy — 32+ d3 =1+ (—1)%(dp — 1)%;

e por fim

o d; (610(—1)"‘1 +(=1)"2(n + Ddy — (—1)"2d2 4 (—1)"3 [do ( n ;r 1 ) _

n+1 n+1 n+1 o1 ( nt+1 n
( 1 )d3+dg]+...+<n_l)do—(n_2>d3+...+(—1) 1( 0 )d0>:

=1+ (—=1)"2(dy — 1)1,

Com essas ideias concluimos que,

:1 <§i:(_1)k ( T ) d’o““) (d— 1)1 =

k=0

=dn! {1+ (—1)°(do— 1)1] +d"? {1+(—1)1(d0— 1)2] +...+d° [1+(—1)"—2(dO —

n—

Zﬂp:

1
p i=0

{1 + (—l)i(do o 1)i+1 dn_l_i.

A positividade de Z p, segue do Lema 4.1.7. Pois Sing(F) NV # () implica que

p
existe p, um ponto singular, tal que 1, > 1. Uma vez que 1, = 0 se, e somente se, p €
um ponto ndo singular de F.
O
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Trataremos agora de encontrar uma resposta positiva para o problema de Poincaré.
Para isso exigiremos algumas hipéteses a hipersuperficie V. Mostremos entdo que a
desigualdade,

do < d+1,

onde dj e d sdo respectivamente, o grau da curva e da folheacdo, se verifica para uma
hipersuperficie ndo singular e invariante por uma folheacao holomorfa, ndo-degenerada,
de dimensdo 1 em P{.

Teorema 4.1.9 (Soares) Seja V' uma hipersuperficie algébrica em P™"(n > 2) irre-
dutivel, ndo singular de grau dy, invariante por uma folheacdo holomorfa F® de di-
mensdo 1 e grau d, entdo:

do < d+1.

Demonstracao: Nesse resultado estamos considerando uma folheacao F holomorfa,
ndo-degenerada de dimensdo 1 em P{. Entdo observe que aplicando o Teorema 4.1.8
para um hipersuperficie de grau 1, temos que o nimero de singularidades de F, con-
tadas com multiplicidades é

n—1

Zﬂp _ Zdnflfi >0,
p

=0

onde d € o grau da folheacdo F.
Provemos esse teorema em dois casos, um onde n € par e o outro onde n € impar.
1° Caso: Suponha n um nimero par, ou seja, n = 2m com m € N.

Agora observando o Teorema 4.1.8, defina a funcdo auxiliar:
2m—1
o(x) = Z (1 + (—1)ixi+1)d2m1i comz € R.

1=0

Afirmacao I: Para a fun¢do ¢, definida acima temos,

=0 ,se m=1
<0 ,sem>1

w(d+1)={

Observe que na funcdo auxiliar temos uma quantidade par de termos, logo vamos
agrupé-los de dois em dois.

(1 + (_1)z$2+1) d2m—1—z’ + (1 + (_1)i+1xi+2) d2m—2—i
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Sem perda de generalidade, vamos assumir 7 4+ 1 um nimero impar. Entdo fazendo
z = d + 1 acima temos,

(1 + (=1)i(d + 1)i+1>d2m—1—i + (1 +(=1)(d + 1)i+2> J2m—2-i.
Com a suposi¢do acima, (—1)" = 1e (—1)""! = —1 daf,
(1 + (d + 1)i+1) AP (1 —(d+ 1)"”) AP

Fazendo a distributiva do produto temos,

21 (4 1)L @RI 2me2i L eme2i (g 1)i2,
Agora agrupe o termo (d + 1)"1,

(d + 1) |:d2m1i — i 4 1)} 4 2mel-i g geme2—i
Resolvendo o termo dentro do colchete temos,

(d + 1)+ [deli _ el d2m2i:| T i

Isto €,

(d + 1)i+1 |: o d2m—2—i:| + d2m—1—i + d2m_2_i.

Coloque agora o termo d*™~2~% em evidéncia,

d2m‘2‘i<(1+d)_(d+ 1)i+1> :{ =0 ,sei=0

<0 ,se2m—2>:>0

e parai = 2m — 2 com m > 1 temos

d° <(1 +d) — (d+ 1)2’"—1) < 0.
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O que prova a afirmacao L.

Afirmacao II: ¢'(z) < 0 para todo = > d.
2m—1
De fato, derivando ¢(z) = Z <1 + (—1)%”1) d*™~ 1" com z € R temos,
i=0
2m—1
Ple) = 3 G+ (= 1)ad

=0

Novamente vamos agrupar os termos do somatdrio em pares.
((Z + 1)(_1)ixid2m—1—i) + ((Z + 2)(_1)i+1$i+1d2m—2—i) )

Lembre-se que estamos adotando 7 + 1 impar,

116

((i + 1):cid2m—1—"'> + ( — (i+ 2)a:i+1d2m—2—i) = ' d*m (d(i +1)—(i+ 2)x> :

Sendo assim, para z > d temos que

—(i+2)z+ (i +1)d < 0.

Entdo ¢/'(z) < 0 para z > d, ou seja, p é decrescente para = > d. Mas ¢(d + 1) < 0,

como provamos acima. Segue que

o(x) < 0paratodoz > d+ 1.

n—1

Agora note que p(dy — 1) = Z'“P = Z {1 +(=1)i(dy — 1)t dn 1 > 0.
p

=0
Segue que dy — 1 < d + 1, ou seja, dy < d + 2. Portanto dy < d + 1.
2° Caso: Suponha agora n = 2m + 1, ou seja, impar.

Nesse caso, defina a seguinte fun¢ao auxiliar

2m 2m+1
U(z) = Z(l + (1) 2 hdPm T — Z d*" 1" comz € R
i=0 i=0

Note que o nimero de singularidades da folheacdo é
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2m—+1
#(Sing(F)) = Y d*
=0
Dai temos que
2m 2m 2m+1
w(d) — Zdef’i + Z(_1>id2m+1 . Z d2m+17i — 0, pOiS
=0 =0 1=0

2m
oY T =T L+ d ],
=0

2m
° Z(_l)id2m+1 — d2m+1 . d2m+1 N d2m+1 — d2m+1’
=0

2m—+1
N Z d2m+1_i:d2m+1+d2m+...—|—d+1.

=0

Entdo, ¥(d) = (d*"+d*™ 1 +. . +d+ 1)+ (&> — (" +d?"+. . .+d+1) = 0.
Afirmacao III: ¢)'(x) > 0 para todo x > d.

A derivada da funcdo 1) é

W) =D (i+1)(=1)a'd

1=0

Observe que temos uma quantidade impar (2m+-1) de termos nesse somatdrio, isolando
0 primeiro termo d*™ e agrupando o restante em pares temos

Y (x) = "+ [=22d 302 AP P A (A1) (1) 2 P (42) (1) P

+ .o+ 2m(=1)2 2 (2m + 1) (—1)2 ™

Agora vamos analisar cada parcela com 7 e 7 4+ 1 no colchete.
(i 4+ 1)(=1)izid®™=i + (i + 2)(—1)+1gi+1q2m—i-1],
Supondo 7 impar temos
—(1 4 Datd® = + (i 4 2)x T g2t

Agora coloque o termo z°d*™~~! em evidéncia;
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pidPm—it ( —(i+1)d+ (i + 2)x> > () para z > d.

Segue que a funcdo 1 é crescente para z > d. Mas por outro lado, 1(d) = 0, portanto
devemos ter: 1)(z) > 0 para todo x > d. Temos também que

2m 2m+1
Y(do — 1) = Z(l +(=1)i(d, — 1))@ — Z 21
=0 i=0

= Z,up — #Sing(F) < 0.

Logo dy — 1 < d,ouseja, dy < d+ 1.
O

Note que esse Teorema de Soares nos d4 um uma limitacdo melhor do grau da
hipersuperficie em relagdo ao grau da folheacdo. Por outro lado a exigéncia € maior,
comparado com os Teoremas 4.1.4 e 4.1.5, pois ndo admite singularidades na hipersu-
perficie.



Referéncias Bibliograficas

[1]

(2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

ARAPURA, D. Algebraic Geometry over the Complex Numbers, Springer, De-
cember 7, 2010.

BAUM, P. & BOTT, R. On the zeros of meromorphic vector fields, Essays on
Topology and Related Topics, Springer-Verlag, New York, (1970), 29-47.

BAUM, P. & BOTT, R. Singularities of holomorphic foliations, J. Diff. Geom.
7(1972), 279-342.

BAUM, P. E. Vector Fields and Gauss-Bonnet, Bull. Amer. Math. Soc. Volume
76, Number 6 (1970), 1202-1211.

BOTT, R. & TU, W. L. Differential Forms in Algebraic Topology, 1982 by
Springer-Verlag, New York Inc. Heidelberg Berlin.

BOTT, R. Vector fields and Characteristic Numbers, Mich. Math. J. 14(1967),
231-244.

CAMACHO, C. & LINS NETO, A. Geometric theory of foliations, Birkhduser
Boston, Inc., 1985.

CAMACHO, C. & SAD, P. Pontos singulares de equacoes diferenciais analiti-
cas, 16° Coléquio Brasileiro de Matematica, IMPA, Rio de Janeiro, 1987.

CARNICER M. M. The Poincaré problem in the nondicritical case. Ann. Math.
140 (1994), 289-294.

CARRELL, J. & LIEBERMANN, D. Holomorphic vector fields and Kdhler
manifolds, Inv. Math. 21(1973), 303-309.

CASAVECCHIA, T., NISOLI, I., RAISSY, J., RUGGIERO, M., Local dynam-
ics of singular holomorphic foliations, Notas, Pisa, February 17, 2009.

CERVEAU, D. & LINS NETO, A. Holomorphic foliations in P? having an
invariant algebraic curve Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 41 (1991), 883-903.

DARBOUX, G. Mémoire sur les équations différentielles algébriques du pre-
mier ordre et du premier degré (Mélanges) Bulletin Sciences Mathématiques 2
eme série 2 (1878), 60-96; 123-144; 151-200.

ESTEVES, E. & KLEIMAN S. Bounds on leaves of one-dimensional foliations,
Bull Braz Math Soc, New Series 34(1), 145-169 © 2003, Sociedade Brasileira
de Matematica.

119



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 120

[15] FLANDERS, H. Differential forms, Studies in Global Geometry and Analysis,
Math. Assoc. Amer., distributed by Prentice-Hall, Englewpod Cliffs, N. J., 1967,
pp- 57-95. MR 35 #3583.

[16] FULTON, W. Algebraic Curves, New York, 1969.

[17] GRIFFITHS P. & HARRIS J. Principles of algebraic geometry. John Wiley &
Sons, New York, 1978.

[18] HICKS, N. Notes on differential geometry, Math. Studies, no. 3, Van Nostrand,
Princeton, N. J., 1965. MR 31 #3936.

[19] HOPFE, H. Vectorfelder in n-dimensionalen mannigfaltigkeiten. Math. Ann. 96
(1926), 225-250.

[20] LANG, S. & Addison-Wesley Algebra, Massachusetts, 1965.

[21] LIMA, L. E. Introducdo a Topologia Diferencial, Publicagdes Mateméticas do
IMPA, ISBN 85-244-0157-5, 2001.

[22] LINS NETO, A. Some examples for the Poincaré and Painlevé problems, Ann.
Scient. Ec. Norm. Sup., 4e série, t. 35, 2002, p. 231 a 266.

[23] LINS NETO, A. & SCARDUA, A. B. Folheagoes algébricas complexas, 21°
Coloquio Brasileiro de Matemética, IMPA, Rio de Janeiro, 1997.

[24] MILNOR, W. J. & STASHEFF, D. J. Characteristic Classes, 1974 Princeton,
New Jersey.

[25] MILNOR, W. J. Topology from the differentiable viewpoint, The University
Press of Virginia, ISBN 0-8139-0181-2, 1978.

[26] MOL, R. S. & SOARES, M. G. Indices de Campos Holomorfos e Aplicagdes,
Notas de aula, maio de 2001.

[27] O’NEILL, B. Elementary differential geometry, Academic Press, New York,
1966. MR 34 #3444,

[28] POINCARE H. Sur I’Intégration Algébrique des Equations Differentielles du
Premier Ordre et du Premier Degré. Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, 5 (1891), 161-169.

[29] SEIDENBERG, A. Reduction of singularities of the differential equation Ady
= Bdx, Amer. J. Math. 90(1968), 248-269.

[30] SOARES, M. G. Lectures on Point Residues, Monografias del IMCA N° 28,
Instituto de Matematica y Ciencias Afines IMCA), Peru(2002), 108pp., ISBN
9972-899-09-8.

[31] SOARES, M. G. On Chern’s proof of Baum-Bott’s theorem, C.R. Acad. Sci.
Paris, t. 333 1, p. 757-761, 2001.

[32] SOARES, M. G. The Poincaré problem for hypersurfaces invariant by one-
dimensional foliations. Inv. math. 128 (1997), 495-500.

[33] TU, W. L. An introduction to manifolds, 2ed. Springer, 2010.



	RESUMO
	ABSTRACT
	INTRODUÇÃO
	Preliminares
	Variedades Complexas
	Cohomologia de De Rham
	Fibrados Vetoriais
	Índice de Poincaré-Hopf
	Número de Milnor
	O núcleo de Bochner-Martinelli
	Resíduo de Grothendieck
	Conexões, Polinômios Invariantes e Classes Características
	Conexões Métricas

	Fibrados Virtuais
	Localização das classes características

	Folheações holomorfas
	Folheações holomorfas regulares
	Folheações holomorfas singulares
	Explosão
	Construção de Folheações holomorfas
	Fibrados associado a folheações

	Folheações em Pn

	O Teorema de Baum-Bott
	O Teorema de Baum-Bott: Primeira versão
	O Teorema de Baum-Bott: Segunda versão

	O problema de Poincaré para hipersuperfícies
	O problema de Poincaré para hipersuperfícies

	Referências Bibliográficas

