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RESUMO

QUEIROZ, Dayane Andrade, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, janeiro de
2015. Categorias Cluster. Orientador: Rogério Carvalho Picanco.

Neste trabalho apresentamos as categorias cluster, que foram introduzidas por Aslak
Bakke Buan, Robert Marsh, Markus Reineke, Idun Reiten e Gordana Todorov, com
o objetivo de categorificar as algebras cluster criadas em 2002 por Sergey Fomin e
Andrei Zelevinsky. Os autores acima, em [4], mostraram que existe uma estreita
relacao entre algebras cluster e categorias cluster para quivers cujo grafo subjacente
¢ um diagrama de Dynkin. Para isto desenvolveram uma teoria tilting na estrutura
triangulada das categorias cluster. Este resultado foi generalizado mais tarde por
Philippe Caldero e Bernhard Keller em [8] para quivers do tipo aciclico. O objetivo
principal desta dissertacao é estudar como a teoria tilting sobre cluster permite

estabelecer a relacao entre estas estruturas e apresentar exemplos.
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ABSTRACT

QUEIROZ, Dayane Andrade, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, January, 2015.
Cluster Categories. Adviser: Rogério Carvalho Picanco.

In this work we present the cluster categories, which were introduced by Aslak
Bakke Buan, Robert Marsh, Markus Reineke, Idun Reiten and Gordana Todorov,
with objective of categorification cluster algebras created in 2002 by Sergey Fomin
and Andrei Zelevinsky. The authors above, on [4], showed that there is a close
relationship between cluster algebras and cluster categories for quivers whose un-
derlying graph is a Dynkin diagram. For this they developed a tilting theory in the
triangulated structure of the cluster categories. This result was later generalized by
Philippe Caldero and Bernhard Keller on [8] for quivers of the acyclic type. The
main objective of this dissertation is to study how the tilting theory about cluster

enables establish the relationship between these structures and present examples.



INTRODUCAO

Algebras cluster foram introduzidas no ano de 2002 por Sergey Fomin e Andrei
Zelevinsky em [11] e [12]. Esta classe de algebras surgiu da necessidade de se obter
uma ferramenta combinatoria para alguns resultados provenientes da teoria de Lie.
Desde a sua criacao a teoria de algebras cluster ganhou cada vez mais espaco no
mundo matematico, gracas a descoberta da sua ligacao com diversas outras areas,
dentre as quais podemos citar, geometria de Poisson, sistemas integraveis, geometria
algébrica comutativa e nao comutativa, teoria de representacoes de quiver, algebras
de dimensao finita, teoria de Teichmuiller, superficies trianguladas, algebras Calabi-
Yau, etc. Apesar de ser uma teoria bastante recente, no ano de 2010, o estudo de
algebras cluster recebeu o nimero 13F60 de classificagao de 4rea de conhecimento
matematico, tornando-se ela propria um campo de pesquisa.

As categorias cluster foram introduzidas em [4] por Aslak Bakke Buan, Robert
Marsh, Markus Reineke, Idun Reiten e Gordana Todorov com o objetivo de criar
uma estrutura categorica para as algebras cluster. Categorias cluster sao definidas
como categorias de o6rbitas do grupo de um conveniente autofuntor da categoria
derivada. Tal como as categorias derivadas, as categorias cluster sao categorias tri-
anguladas. Para estabelecer uma conexao com as algebras cluster, foi desenvolvida
uma teoria tilting em categorias cluster, dando origem a nova classe de algebras
cluster-tilting. Propriedades das categorias cluster, como ser 2-Calabi-Yau entre
outras, tem permitido nos dias de hoje novas generalizagoes destes resultados, per-
mitindo aplicacoes em diversas dreas da Matematica, da Fisica Teorica etc. Apesar
de terem sido criadas para categorificar as dlgebras cluster, as categorias cluster se
tornaram um campo de pesquisa independente.

No artigo inicial [4], os autores mostraram a relagao entre algebras cluster e catego-
rias cluster para quivers cujo grafo subjacente é um diagrama de Dynkin, resultado
este, generalizado mais tarde, por Philippe Caldero e Bernhard Keller em [8] para
quivers aciclicos. Nosso objetivo neste trabalho é estudar esta relacao e apresentar
por meio de aplicacoes explicitas, como esta relacao de fato se efetiva.

Esta dissertacao esta estruturada em quatro capitulos. Apresentamos a seguir uma,
descricao sucinta de cada capitulo.

No capitulo 1, sao apresentados alguns conceitos bésicos e os principais resultados
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Neste capitulo apresentamos
conceitos de Quivers, de Algebras de Caminhos, da Teoria de Representacoes de
Quiver, da Teoria de Categorias e da Teoria de Auslander-Reiten.



No capitulo 2, definimos primeiramente os ingredientes necesséarios para se definir
algebras cluster (sem coeficientes). Posteriormente, definimos e estudamos os prin-
cipais resultados e propriedades das algebras cluster. E, finalizamos este capitulo
apresentando a relacao entre algebras cluster e representacoes de quiver.

No capitulo 3, apresentamos as skew-categorias, das quais as categorias Orbitas sao
casos particulares. Utilizando um conveniente autofuntor da categoria derivada,
definimos as categorias cluster como categorias de 6rbitas do grupo gerado por este
autofuntor. Estudamos e demonstramos alguns dos principais resultados e propri-
edades, em especial algumas propriedades homologicas, a estrutura triangulada e
alguns aspectos da teoria de Auslander-Reiten em categorias cluster. Posterior-
mente, apresentamos a teoria tilting desenvolvida na categoria cluster e a relacao
entre conjuntos tilting e Ext-configuracoes. Na secao seguinte, introduzimos os
conceitos de objetos cluster-tilting basicos e estabelecemos uma relagao destes com
modulos tilting basicos. Finalizamos este capitulo descrevendo algumas conexdes
entre algebras cluster e categorias cluster.

Por fim, o capitulo 4 é destinado a apresentagao de aplicagoes dos resultados vistos
no decorrer do trabalho. Neste capitulo, tivemos a oportunidade de explicitar e
comentar os resultados apresentados nos capitulos anteriores.

Ao longo deste trabalho a composicao sera escrita da esquerda para direita, isto é,
denotaremos por f o g ou fg a composi¢ao do morfismo f seguido do morfismo g.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo introduziremos as principais defini¢oes e resultados necessarios para
desenvolvimento deste trabalho. Para maiores informagoes sobre os assuntos indi-
camos como referéncias [17], [21], [13], [14], [L5] [18], [16] e [25].

1.1 Quivers e Algebras de Caminhos

Um dos conceitos essenciais ao longo deste trabalho é o de um quiver. Informalmente
um quiver nada mais é do que um grafo orientado. A denominacao "quiver" ao invés
de grafo orientado se justifica para nao confundir a teoria de suas representacoes
com a ja bem estabelecida Teoria de Grafos. Vamos a uma defini¢ao formal.

Um quiver Q = (Qo, @1, s, t) é formado por um conjunto @y cujos os elementos
sao vértices, um conjunto (); cujos elementos sao flechas e duas aplicacoes s, t :
Q1 — Qo que associa cada flecha a € )1, os vértices s(a) e t(a) que sdo chamados,
respectivamente, o inicio e o fim da flecha «. Mais adiante veremos que, um quiver
¢ uma categoria cujos objetos sao os vértices e os morfismos sao os caminhos. Em
geral, um quiver é representado graficamente associando cada vértice a um ponto
e cada flecha o a uma seta partindo de s(«) e chegando em ¢(«). Usaremos as
seguintes notagoes « : @ — b ou a——>b para denotar uma flecha o € Q; cujo
inicio é a e fim .

Dizemos que um quiver () é finito se os conjuntos )y e ()1 sao finitos. Além disso, )
é dito conexo se, esquecendo a orientacao de suas flechas, obtém-se um grafo conexo,
ou seja, para quaisquer dois vértices existe uma aresta ou sequéncia de arestas que

OS uneml.

Exemplos 1. ) e Q' dados abaixo sao exemplos de quivers finitos e conexos.

B
(a) Q: 1—<T>2—”>3
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Em geral, vamos rotular o conjunto de vértices de um quiver por niimeros naturais
{1,2,...,n} e as flechas por letras gregas.

Q (122

Seja @ um quiver e i,j € Q. Um caminho w de comprimento [(w) = k > 0 no
quiver () com origem no vértice ¢ e fim em j é uma sequéncia (ou justaposi¢ao)
de flechas (ilajay ... aglj) em que oy € @y para todo | € {1,....k}, s(aq) = 1,
t(ag) = j e, para cada, 1 <[ < k, temos t(ay) = s(a41), que serd denotado por:

al a2 a3 Qp—1

i —— s(ag) — s(ag) _

s(ay) ——=j

Vamos estender as aplicagoes s, ¢ para caminhos. Seja w = (ilajay ... aglj) um
caminho no quiver @, com s(aj) = i e t(ag) = j. Definimos o inicio e o fim do
caminho w, respectivamente, por s(w) =i e t(w) = j.

Para cada vértice i € (g definimos formalmente o caminho trivial e; que tem inicio
e fim no vértice ¢ e comprimento [(e;) = 0. Um caminho de comprimento [ > 1
¢ chamado ciclo se seu inicio coincide com seu fim. Chamamos de [oop um ciclo
de comprimento 1 e de 2-ciclos um ciclo de comprimento 2. Um quiver que nao
contém ciclos é dito aciclico.

Seja @@ um quiver e seja K um corpo algebricamente fechado'. Denote por C o
conjunto de caminhos em (). Consideremos o K-espaco vetorial que tem como
base o conjunto de caminhos C, e o denote por K@), ou seja, K@ é formado por
combinagoes lineares formais de caminhos em () com coeficientes em K. Vamos
definir uma algebra neste espaco vetorial. Dados w, v € C defina a seguinte operacao
em K () por:

w.oo =wv, se t(w)=s(v)
w.v =0, caso contrario

onde wv denota a justaposicao dos caminhos w e v.

Munido com esta operacao, obtemos uma K-algebra associativa, em geral nao co-
mutativa, chamada dlgebra de caminhos sobre (). Pode-se mostrar que K tem
identidade, a saber,

!Neste trabalho, para simplificar algumas demonstracdes, trabalhamos apenas com corpos al-
gebricamente fechados. No entanto, a maior parte dos resultados nao depende do corpo.

4



se, e somente se, )y é finito. Além disso, a algebra de caminhos sobre () possui
dimensao finita se, e somente se, () é finito e aciclico.

Exemplos 2. (a) Seja @) o quiver

QC1
2 n

O conjunto dos caminhos de @ é C' = {e1, o, a?,...,a", ...} que é uma base
para o espaco de caminhos K (). Podemos mostrar que, neste caso, a dlgebra de
caminhos K@ é isomorfa a algebra de polinomios K [z] em uma indeterminada.
Basta definir o isomorfismo de édlgebras levando e; em 1 e o em .

(b) Seja @ o quiver

1<>—2

Os caminhos em @ sdo dados pelo conjunto C' = {ej, e5,a} que é uma base
para o espaco de caminhos K (). Temos a seguinte tabela de multiplicagao:

L leafela)
€1 €1 0 0
es |l 0 e | «
allal|0]0

Verifica-se que a algebra de caminhos K@) é isomorfa a adlgebra das matrizes
triangulares inferiores,

AQ(K)z{{‘bL 2];@,6,06](}.

pelo isomorfismo
€1 — €11, € e, O €9].

De forma geral, a dlgebra de caminhos de um quiver 1 2 e n
¢ isomorfa a algebra de matrizes n x n triangulares inferiores.

Seja () um quiver finito e conexo. Chamamos de ideal de flechas da algebra de
caminhos K@, e denotamos por R, o ideal gerado pelas flechas de ). Denotaremos
por RZQ o ideal de K@ gerado, como um K-espaco vetorial, por todos os caminhos
de comprimento maior ou igual a [. Um ideal bilateral I da algebra de caminhos
K@ & chamado admissivel se existe m > 2 tal que Ry C I C Ré.

O ideal nulo é admissivel em K () se, e somente se, () ¢ um quiver aciclico. De fato,
o ideal nulo ¢ admissivel em K@) se, e somente se, existe m > 2 tal que Rfy = 0, ou
seja, o produto de m flechas em K@) é igual a zero. Isso acontece se, e somente se,
o quiver é aciclico.

Uma K-combinacao linear de caminhos de comprimento maior ou igual a dois com
mesma origem e fim em ) é chamada uma rela¢do. Assim, a relagao p ¢ um elemento

de K@) da seguinte forma:
p= Z Ajw;
i=1

5



em que \; € K, \; ndo todos nulos, w; sdo caminhos em @, com [(w;) > 2, tal que
s(w;) = s(w;) e t(w;) = t(w;) para quaisquer i, j € {1,...,m}. Dizemos que uma
relacao é nula se m = 1 e comutativa se é da forma p = w; — w9, em que wy e wy
sao dois caminhos.

Seja I =< p;/i € J > um ideal admissivel em que {p;},c; s@o relacoes. Dizemos
que (Q,I) é um quiver com relagoes ou limitado pelas relagées p; = 0 para todo
i € J. A élgebra quociente KQ/I é chamada dlgebra de caminhos sobre o quiver

com relagoes.
/ 2 \
(1 4
N
3

Pode-se mostrar sem dificuldades que o ideal I =< ae — B\, ey,7® > é admissivel.
Por outro lado, J =< ey,ae — S\ > nao é admissivel, pois para todo natural n
segue que ¥ ¢ J. Logo, nao existe n tal que R C J. (Veja exemplo 2.2, capitulo
II, em [17]).

Exemplo 3. Consideremos () o quiver

1.1.1 O quiver de uma algebra de dimensao finita

Definigao 4. Seja A uma K-algebra associativa e de dimensao finita e seja {e1, ..., e, }
um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos. Dizemos que a alge-
bra A é bdsica se e;A 2 e;A, para todo ¢ # j, em que ¢;A sao A-modulos a direita
projetivos, com [ € {1,...,n}.

E conhecido que dada uma K-algebra A associativa e de dimensao finita que admite
conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos {es, ..., e,}, existe uma
K-algebra A tal que as categorias de A-modulos e A’-moédulos sdo equivalentes,
ou seja, modA = modA®. Dessa forma, o estudo de representacoes de algebras
associativas e de dimensao finita pode-se restringir as algebras bésicas.

Definicao 5. Seja A uma K-algebra bésica, conexa e de dimensao finita. Conside-
remos {ey, es, ..., e,} um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos
de A. Definimos o quiver ordindrio Q4 de A por:

(a) Os vertices de Q4 sao rotulados pelos nameros {1,2,...,n} que estao em
bijecao com os idempotentes ey, es, ..., €,.

(b) As flechas a: a — b de Q4 estdo em bijecao com os vetores da base do espago

vetorial e, ([;fﬂ) e, sobre o corpo K.

Teorema 6. Seja A uma K-dlgebra bdsica, conera e de dimensao finita. Entao
existe um ideal admissivel I de KQy4 tal que A >~ KQy /1.

Pelo Teorema 6 o estudo de representagoes de algebras associativas de dimensao
finita pode ser feito pelo estudo das algebras de caminhos de quivers com relacoes,
finitos e conexos. Esta sera a abordagem feita ao longo deste texto.



1.2 Representacao de Quivers

Seja () um quiver e seja K um corpo algebricamente fechado. Uma representacao
V = (Vi, Ta)icqo.acq, do quiver () é um funtor da categoria () na categoria de espagos
vetoriais. Em outras palavras, uma representacao V' é um diagrama de espagos
vetoriais com a mesma forma do quiver (), em que para cada vértice ¢ associa-se
um espaco vetorial V; e, para cada flecha o : i — j associa-se uma transformacao
linear 7,, : V; — V,. Dizemos que uma representacao ¢ de dimensao finita se
cada V;, com i € @, tem dimensdo finita. Sejam V = (V;,T,) e V' = (V/,T7)
duas representagoes do quiver Q. Um morfismo de representacoes ¢ : V. — V'
é¢ uma transformacao natural entre os respectivos funtores. Em outras palavras,
¢ 'V — V' é& um conjunto de aplicagdes lineares {¢; : V; — Vz'/}ier» tal que o
diagrama

Vii>\/}

I, b

! « /
Vi
¢ comutativo para cada flecha o : i — j em Q.

A composicao ¢ de dois morfismos ¢ : V — V' ey : V' — V" & definido pontu-
almente em cada aplicagdo linear, ou seja, se ¢ = {¢i};co, € ¥ = {¥i}icq, entao
oY = {dithitieq, Obtemos uma categoria de representagoes do quiver @ e a de-
notaremos por Rep(Q). Denotaremos por rep(Q)) a categoria de representacoes de
dimensao finita de Q.

Exemplo 7. Seja () o quiver
l1=—2<—3

e seja K um corpo. Entao,

/N
cor
or o

K<L K< K, K< K<20 e K? K32 0

sao representacoes de Q).

Nao é dificil verificar que as categorias Rep(Q) e rep(Q) sao categorias abelianas.
Nicleo e conticleo de morfismos, somas diretas, objetos nulos sao definidos de forma
natural, pontualmente em cada vértice.

Dizemos que uma representacao V' é indecomponivel se ¢ nao-nula e, em cada de-
composicao V = V'@ V", temos V' = 0 ou V" = 0, caso contrério, chamamos V de
decomponivel.

Definimos o wvetor dimensdo de uma representacao V como a n-upla dimV =
[dimVj];c,, das dimensdes de V;, com i € Q.



Seja (@ um quiver finito e V = (V;,T,,) uma representagido de Q). A avalia¢do de V
sobre um caminho w = ajau...ay 1 i — j € a aplicacao linear T, : V; — V; definida
por Ty = T, T, Ty,

Seja (Q um quiver finito e consideremos / um ideal admissivel em K(¢). Uma repre-
sentagao do quiver com relagdes (@), 1) é uma representacdo V = (Vi, Ty )ic0o.ac0y
cuja avaliacao sobre qualquer relacao em [ é nula, ou seja,

T,=0, paratodo pe€l.

Exemplo 8. Seja ) o quiver

A
N

limitado pela relagdo comutativa a8 = 9. Consideremos as representacoes V e V'
de () dadas, respectivamente, por

K2
(y \o)
g2l e K K<Ll K K
(DN A

A primeira é uma representacao de (Q, I), porém a segunda nao o é.

Como vimos anteriormente o estudo de representacoes de algebras, ou de seus mo-
dulos, se restringe ao estudo de algebras de caminhos sobre quivers com relacoes.
Uma relacao similar é dada no proximo teorema em que o estudo de médulos é equi-
valente ao estudo de representacoes de quivers. Neste trabalho utilizamos moédulos
a direita.

Seja A uma K-algebra bésica, conexa e de dimensao finita.

Teorema 9. Seja A = KQ /I, onde QQ € um quiver conezo, finito e I é um ideal
admissivel de KQ. Fxiste uma K -equivaléncia linear de categorias

F: ModA—= Rep(Q)
que se restringe a equivaléncia

F: modA—=rep(Q) .



Demonstrac¢ao: Teorema 1.6, capitulo IIT em [17]. O

Assim, pelo Teorema 9, estudar a categoria de A-moédulos sobre uma algebra A
associativa e de dimensao finita é equivalente a estudar a categoria de representa-
¢oes de um quiver com relacoes. Esse resultado é muito ttil, pois esta equivaléncia
nos permite extrair informagoes de categorias de A-modulos na categoria de re-
presentacoes de quivers, que envolvem espacos vetoriais e transformacoes lineares.

A partir dos resultados desta secao, passaremos a considerar dlgebras sendo algebras
de caminhos sobre um quiver () conexo e finito e médulos como suas representacoes.

1.2.1  Mobdulos simples, projetivos e injetivos

A partir das equivaléncias citadas na secao anterior é interessante obtermos uma
caracterizacao dos A-mo6dulos simples, projetivos e injetivos de uma éalgebra A na
linguagem de representacoes de quivers.

Seja (@, I) um quiver com n vértices limitado pelo ideal admissivel I de K Q. Con-
sideremos A = KQ/I a respectiva K-dlgebra. Para cada vértice i € @y, definimos
o A-modulo simples S; pela representagao S; = ((S:);, (T3)a)jeQo.0cq, dada por:

(Si)j:{ K, ¢ 1= (T))a =0, Vae Q.

0, caso contrario,

Prova-se que se () é um quiver aciclico, estes sdo todos os A-modulos simples. (Veja
secao I111.2, capitulo IT1, em [17]).

Seja {e1, €a,...,e,} um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos.
Os A-modulos projetivos indecomponiveis P, = e¢; A, com i € (g, sao dados pelas
representagdes P, = ((5);, (13)a)jcQo,ac0,, €M que,

e para cada vértice j, (P;); é o espago vetorial cuja base é o conjunto
{w=w+1,/w:i— j}, em que w é um caminho, e;

e para cada flecha o : j — k temos a K-aplicacao linear (7;), : (F); — (F)x
definida pela multiplicacdo a direita por @, ou seja, para cada = € (F;);,
(T3)a(x) = za.

De forma dual, definimos o A-mo6dulo injetivo indecomponivel I;, com i € (g, pela
representacio I; = ((1);, (T\)a)sc@nacqy, €m que,

e para cada vértice j, ([;); é o espaco vetorial com base
{w=w+1,/ w:j— i}, onde w é um caminho, e;

e para cada flecha o : j — k temos a K-aplicacao linear (1;), : (1;); — (L)x
definida pela multiplicacdo & esquerda por @, ou seja, (T;).(x) = az, para
todo z € (I;);.



Exemplo 10. (a) Seja @ o quiver de Kronecker 1 <2 Temos os KQ-modulos
B

0 0
simples dados pelas seguintes representagoes S = K=——0e S, = 0=—K .

0 0
Note que S7 = P; é projetivo indecomponivel.

o 6
(b) Seja @ o quiver 1=——2=——3 limitado pelas relagoes da = 0 e v3 = 0.
3 v

0 0
As representacoes projetivas de () sao as seguintes P, = K=—0=—0,
0 0
(1 0) o (0 1) (1 o)
P2: K2<—Kh0 eP3: K2<_K2<_K.
(o 1) 0 (é 8) (o 1)

(¢) Considerando o mesmo quiver do item anterior temos as seguintes repre-
() (55) ()
B L. . 0 2 0 0 9 0 0 9
sentacoes injetivas [; = K= K*Z_—K°, I, = 0Z—KZ—K* e

(1) (17%) b (1)

0 0
0 0

1.3 Classificacao de Quivers com Finitas Represen-
tacoes Indecomponiveis

A categoria de representacoes de quivers, sendo equivalente a de modulos sobre
algebra de caminhos, satisfaz o Teorema de Krull-Schmidt, ou seja, toda repre-
sentacao pode ser escrita, de forma tnica a menos de permutacao de indices e
isomorfismo, como soma direta de representacoes indecomponiveis. Em vista disto,
¢ natural obter uma classificacao dos quivers cujo numero de classes de representa-
¢oes indecomponiveis é finito. Para quivers sem relacoes, esta classificacao é dada
pelo Teorema de Gabriel e para tal sao importantes os grafos de Dynkin, a seguir
relacionados.

Os grafos descritos abaixo, sao chamados grafos de Dynkin simples.

An(n21) O O O PR O o

2 3 n—1 n

n—1

D, (n>4): o

2 3 n—2

n

2

Eg o T o o
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E7I o

H
w

B O—Oo N i 0—0 N
ot
o))
\]

Es - o o

1 3 5) 6 7 8
Seja @) um quiver com vértices {1,...,n}, conexo e aciclico e seja Z"™ o grupo
abeliano livre cuja base canonica é dada por {ey, ..., e, }, em que e; tem coordenadas

nulas com exececao da i-ésima que ¢ igual a 1. Denotaremos os elementos de Z"
como n-uplas.

A forma quadrética qg : Z™ — Z que associa cada n-upla v = [vy,...,v,] € Z" um
ntmero inteiro, definida por:

é chamada forma de Tits.

Por exemplo, consideremos o quiver de Kronecker @) : 1<_<a—2. A forma de Tits de
B
Q@ é dada por:
Go(v) = vi +v3 — 2v1vy

Considerando o vetor v = [—7,4] € Z? | temos:

Go(v) = (=7)2 + 4% — 2(=7)4 = 121.

Uma n-upla v = [vy,...,v,] € Z" é dita positiva se é nao nula e tem coordenadas
v; > 0 para todo 1 < i < n. Similarmente, uma n-upla v = [vq,...,v,] € Z" é dita
negativa se é nao nula e tem coordenadas v; < 0 para todo 1 < i <n.

A forma de Tits qg é chamada positiva definida se para toda n-upla nao nula
v € Z™ temos qo(v) > 0. Se go(v) = 1 dizemos que a n-upla v é uma raiz de qq.
Denotaremos por ®, & e &, respectivamente, o conjunto de todas as raizes, o
conjunto das raizes positivas e o conjunto das raizes negativas.

Claramente todas as n-uplas da base canonica sao raizes positivas de qq.

Observe que a forma de Tits depende apenas de grafo subjacente A do quiver @),
independendo da orientacao das flechas de Q).

Com estas definicoes temos o seguinte teorema que tem um papel fundamental na
classificacao dos quivers com representacao de tipo finita.
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Teorema 11 (Gabriel [18]). Seja Q um quiver finito conexo e K um corpo algebri-
camente fechado. Sao equivalentes:

(1) Q tem finitas representagoes indecomponiveis, a menos de isomorfismo;
(it) qo € positiva definida;
(11i) O grafo subjacente de Q) é um diagrama de Dynkin A simples.

Além disso, neste caso, a aplicagao levando uma representacao em seu vetor di-
mensao ¢ uma bijecao do conjunto de classes de isomorfismo de representacoes
indecomponivets ao conjunto de raizes positivas da forma de Tits qq.

Dizemos que uma algebra A é hereditdria se todo submddulo de médulo projetivo
indecomponivel finitamente gerado é ainda projetivo. Uma caracterizacao destas
algebras é dada pelas algebras de caminhos de um quiver finito, conexo e aciclico.

O Teorema de Gabriel acima classifica ainda as algebras hereditarias que tem finitas
representacoes indecomponiveis, a menos de isomorfismo.

Observacao 12. Pode-se mostrar que se () é um quiver conexo cujo grafo subja-
cente A é um diagrama de Dynkin simples entao as raizes positivas de gg estao em
bijecao com as raizes positivas do sistema de raizes ® associado com A dada pela
aplica¢ao que leva uma raiz positiva v de gg no elemento

E V0
1€Qo

do reticulado de raizes de ®.

1.4 Categorias e Funtores

Nesta secao apresentaremos sucintamente as principais definicoes e resultados sobre
categorias. Para maiores informagoes sobre o assunto consultar [21], [17] e [16].

Na teoria (ingénua) de conjuntos, estes sdo definidos pelas propriedades que seus
elementos satisfazem. Brevemente falando, na linguagem das categorias, objetos
sao definidos pela forma com que se relacionam com outros, sem precisarmos olhar
"dentro" deles. Esta linguagem, introduzida em 1942, por Saunders Mac Lane,
ganha cada vez mais espago na Matematica comtemporanea.

Definicao 13. Uma categoria C consiste de:

(C1) uma classe de objetos Ob C?, também denotados simplesmente por C;

(C2) para cada par (X, Y') de objetos em C, temos um conjunto Home (X, Y"), cujos
elementos sdo chamados morfismos, tal que se (X, Y) # (Z, W), entdo os
conjuntos Home (X, Y) e Home (Z, W) sdo disjuntos, ou seja, cada morfismo
tem "inicio" e "fim" bem definidos;

2Para evitarmos problemas com a Teoria de Conjuntos, tais como, paradoxo de Russell, neste
trabalho assumiremos sempre que Ob C serd um conjunto contido num conjunto universo.

12



(C3) para cada tripla X, Y, Z € Ob C existe uma aplicagio:

o:Home (X,Y) x Home (Y, Z) — Home (X, 2)
(f,9) —  fog=/yg

chamada composicao satisfazendo as seguintes condicoes:
(i) se f € Home (X,Y), g € Home(Y,Z) e h € Home (Z,W), entao
(fog)oh= fo(goh),ouseja, a composi¢io é "associativa'.

(ii) para cada X € Ob C, existe 1x € Home (X, X) chamado morfismo iden-
tidadeem X, tal que 1x f = f e glx = g para quaisquer f € Home (X,Y)
e g € Home (Z, X).

Denotaremos um morfismo f € Home (X,Y), por f: X = Y.
Exemplos 14. (a) A categoria Sets cujos objetos sao conjuntos, os morfismos

sao as funcoes entre conjuntos e a composicao é a composicao ordinaria de
funcoes.

(b) A categoria Grp cujos objetos sdo os grupos, os morfismos sao dados pelos
homomorfismos de grupos e a composicao é a composicao de homomorfismos.
Ab é um outro exemplo de categoria cujos objetos sao os grupos abelianos.
Em breve veremos que, neste caso, Ab é uma subcategoria de Grp.

(c) A categoria Vecty , em que K é um corpo. Os objetos de Vecty sio os K-
espacos vetoriais e os morfismos sao as transformagoes lineares. A composi¢ao
é definida pela composicao usual de aplicacoes.

Chamamos de categoria oposta de uma categoria C e, denotamos por C?, a categoria
cujos os objetos sao os objetos de C, morfismos sao dados por:

Homgeopr (X,Y) = Home (Y, X)),
e a composicao é definida de maneira 6bvia.

Conceitos definidos na categoria oposta C? produzem um conceito dual em C.

Definigao 15. Seja C uma categoria. Uma categoria C’ é chamada uma subcategoria
de C se sao validas as seguintes condigoes:

a) a classe Ob C’ é uma subclasse de Ob C;

(a)

(b) se X, Y € Ob (', entao Home (X,Y) C Home (X, Y);

(c) a composicao em C’ é a restricao da composicao em C;
)

(d) para cada X € Ob C’ o morfismo identidade 1y € Home (X, X) é 0 mesmo
morfismo identidade 1x € Home (X, X).
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Uma subcategoria C' de C ¢é dita completa, se em (b) temos
Home: (X, Y) = Home (X, Y) para quaisquer objetos X, Y em C'.

Seja C uma categoria. Um morfismo f € Home (X,Y) é dito um monomorfismo
(mono) se, e somente se, gf = hf implica g = h, para quaisquer g, h € Home (Z, X).
Dualmente, f € Home (X,Y") é dito um epimorfismo (epi) se, e somente se, fg = fh
implica g = h para g,h € Home (Y, Z). Dizemos que f: X — Y é um isomorfismo
se, e somente se, existe ¢ € Home (Y, X) tal que fg = 1x e gf = 1y. E facil ver
que todo isomorfismo é mono e epi. A reciproca, em geral, nao é verdadeira.

Seja C uma categoria e considere X;, X, objetos em C. Chamamos de produto
dos objetos Xi, Xs em C a tripla (X7 X Xo,m,m2), em que, X; X Xo € ObC e
7 X1 x X9 = X, para j = 1,2, satisfazendo a seguinte propriedade universal.
Para cada objeto W € Ob C e morfismos f; : W — X, para j = 1,2, existe um
tinico morfismo f: W — X; x X, tal que fm; = f; para todo j € {1,2}, ou seja, o
seguinte diagrama

f1 T

f2
Y
Xl ﬁxl X XQ TXQ

é comutativo. O conceito dual de produto dos objetos X;, X, em C é chamado
coproduto e, denotado por, (X7 U Xy, 1q,42), em que 4; : X; — X7 UX, para j =1,2.
Podemos estender o conceito de produto e coproduto para uma familia de objetos
em C. Seja {X;},_r uma familia de objetos em C. O coproduto »L";Xj da familia
J
{X;},cr em C & uma familia de morfismos 7; : X; — '|_|FXj, com j € F, que
JE
satisfazem a seguinte propriedade universal. Para cada objeto Z € Ob C e cada

familia de morfismos {f; : X; — Z},_» existe um tnico morfismo f : -|_|]E X, =~ Z
JE
tal que i;f = f; para todo j € F, ou seja, o seguinte diagrama

X;—— Ll X,
JEF

\ I
\

A

¢ comutativo. O produto é definido de maneira dual. Como objetos universais, se
o produto e o coproduto existem, entao eles sao tinicos, a menos de isomorfismo.

Definicao 16. Uma categoria C é dita uma Ab-Categoria se para todo par de
objetos X, Y € C o conjunto Home (X, Y') é um grupo abeliano e a composicao de
morfismos em C

o: Home (X,Y) x Home (Y, Z) — Home (X, Z)
é bilinear com a operacao deste grupo, ou seja, f(g+h) = fg+fhe (f+t)h = fh+th,

para quaisquer f,t € Home (X,Y) e g,h € Home (Y, Z). Neste caso, denotamos
por 0: X — Y o elemento neutro do grupo Home (X, V).
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Seja C uma Ab-categoria que possui produto e coproduto finito. Dados X, Y €
Ob C, consideremos o produto (X x Y, m, ) destes objetos em C. Temos os se-
guintes diagramas:

X Y
/ :h\ / :hx
Y \

dai, existem tnicos morfismos h; : X — X xY e hy : Y — X x Y tais que
hym = 1x, hyme = 0 no primeiro diagrama e hom; = 0 e homy = 1y no segundo.
Dessa forma, obtemos o diagrama:

Pela propriedade universal do coproduto, existe tnico morfismo h : X LUY —
X x Y tal que o diagrama acima é comutativo. Dizemos que os objetos X, Y
em C possuem biproduto se h é um isomorfismo. O biproduto de X, Y em C
serd denotado por X & Y. O biproduto, se existe, é caracterizado pelos morfismos

1/1 S 57/2 . . . .
X <_X D Y _)y satisfazendo 1T = 1)(, 19Ty — 1Y € Tl + Toly = 1X69Y-
T T

Definicao 17. Seja A uma Ab-categoria. Dizemos que A é uma categoria aditiva
se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(A1) a categoria A possui objeto nulo, denotado por 0, isto ¢, os conjuntos Hom 4 (X, 0)
e Homy (0, X), para qualquer objeto X € Ob A, possuem apenas um mor-
fismo;

(A2) a categoria A possui biproduto.

Definicao 18. Seja C uma categoria aditiva. Um objeto X em C ¢ dito indecom-
ponivel se X é nao nulo e, em cada decomposicdo X = X' @ X" temos X' = 0 ou
X" = 0. Caso contrario, o objeto X ¢é dito decomponivel.

Definicao 19. Uma categoria aditiva C é dita Krull-Schmidt se para cada objeto
X em C existe uma decomposicao

X:Xl@XQ@@Xn,

linica, a menos de isomorfismo e permutacao de indices, em que cada X; é um objeto
indecomponivel em C.

Seja C uma categoria de Krull-Schmidt, denotaremos por indC a subcategoria de
representantes de classes de isomorfismos de objetos indecomponiveis em C.
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Seja C uma categoria aditiva. Considere f : X — Y um morfismo em C. Chamamos
de nicleo de f ao par (Ker f,u) formado por um objeto Ker f juntamente com um
morfismo v : Ker f — X tais que uf = 0 e satisfazendo a seguinte propriedade
universal. Dado qualquer morfismo A : Z — X em C de tal forma que hf = 0,
existe um tnico morfismo b’ : Z — Ker f tal que h = h'u.

Ker f“~X-—toy

A
a
hI h

Z

De forma dual, o conicleo de f é o par (Coker f,c) formado por um objeto Coker f
juntamente com um morfismo ¢ : Y — Coker f tais que fc = 0 e satisfazendo a
seguinte propriedade universal. Para qualquer morfismo g : ¥ — Z em C de tal
forma que fg = 0, existe um unico morfismo ¢’ : Coker f — Z tal que g = c¢'.

X—f>Y—C>Cokerf
|

I g’
N
Z

g

Podemos mostrar que o morfismo v : Ker f — X, definido acima, é um monomor-
fismo e ¢ : Y — Coker f é um epimorfismo.

Definicao 20. Seja C uma categoria. Dizemos que C é uma categoria abeliana se
as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(a) C é aditiva;

(b) cada morfismo f : X — Y possui nicleo e conticleo e o morfismo f :
Coker u — Ker ¢ obtido no diagrama abaixo pelas propriedades universais
de Ker e Coker ¢ um isomorfismo.

Ker f—~ X Y —5— Coker f

L

Coker u —?— > Ker ¢

Ker ¢ é chamado imagem de f.

Exemplo 21. As categorias de grupos abelianos, de espacos vetoriais, e de moédulos
sdo exemplos de categorias abelianas. O isomorfismo da letra (b) na Definicao 20
nestas categorias é usualmente chamado de "Teorema do Isomorfismo".

Definicao 22. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante F' : C — D é
uma aplicacdo que associa cada objeto X € C um objeto F(X) € D e para cada

morfismo f: X — Y em C um morfismo F(f): F(X) — F(Y) em D de modo que
valem as seguintes condigoes:
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(a) paracada X € Ob C, F(1x) = 1px).

(b) para cada par de morfismos f: X - Y eg:Y — Z em C, temos F(fg) =
F(f)F(g).

Um funtor contravariante é um funtor covariante de C? em D.

Exemplos 23. (a) Seja Q um quiver, () pode ser visto como uma categoria em
que os objetos sao os vértices e os morfismos sao os caminhos em ). Uma
representacao do quiver () é um funtor covariante da categoria () na categoria
de espacos vetoriais Vectyk, em que K é um corpo. Este funtor associa cada
vértice 7 de () um espaco vetorial V; e cada flecha o : ¢+ — j uma transformagao
linear T, : V; — V.

(b) Seja C uma categoria aditiva e considere X € C. O funtor Home (X, —) : C —
Ab é um funtor covariante que associa cada objeto Y € C o grupo abeliano
Home (X, Y') e para cada morfismo f : Y — Z o morfismo Home (X, f) :
Home (X, Y) — Home (X, Z). O funtor Home (—, X) : C — Ab é um funtor
contravariante.

1.4.1 Categoria Derivada

Categorias derivadas foram introduzidas em [28] por Verdier no inicio da década
de 1960. Um de seus objetivos foi criar uma ambiente de trabalho apropriado
para o estudo das propriedades homolégicas de categorias abelianas. Nesta secao,
faremos uma descri¢cao bastante sucinta de categorias derivadas, contendo apenas
o suficiente para o que sera necesséario nos capitulos seguintes. Para uma exposicao
mais detalhada deixamos como referéncias [13], [14], [15] e [16].

Seja A uma categoria abeliana. Um complexo X* = (X, dY );ez sobre a categoria
A é uma sequéncia de objetos X; € A juntamente com uma sequéncia de morfismos
d : X; — Xy tais que, para todo i € Z, d.d5' = 0. Geralmente, escrevemos um
complexo da seguinte forma:

i1 i i1 it2
X* - NoxBox Koy, M x
. e/ i—1 — 1+1 — 1+2 +3

Sejam X* = (X;,d%)icz ¢ Y* = (Y;,d% )icz complexos sobre A. Um morfismo de
complexos f*: X® — Y* é uma cole¢ao de morfismos {f*: X; — Y; /i € Z} tais
que di fi = fidi., para todo i € Z, ou seja, o seguinte diagrama ¢ comutativo.

i—1 i i+1 i+2
° dy dx dy dy

X*: =X, X, —— X} — X2 Xiy3

f' lle jfz szﬁrl Lfi+2 jfi+3
' dirt di dift dir?

Ye: e—=Y,  ——Y,——Y Yiio Yiis
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Podemos mostrar que estes objetos e morfismos definem uma categoria, chamada
categoria dos complexos sobre A e, denotada por, C(A). Dizemos que um com-
plexo X* = (X, d% )iz ¢ limitado superiormente (respectivamente, limitado inferi-
ormente) se existe algum n € Z tal que X; = 0 para todo i > n (respectivamente,
i < n). Se X* é limitado superiormente e inferiormente, dizemos que X* ¢ limi-
tado. Denotaremos por CT(A), C~(A) e C*(A), respectivamente, as subcategorias
de complexos limitados superiormente, inferiormente e limitados.

Proposicao 24. A categoria de complexos C(A) de uma categoria abeliana A é
abeliana.

Demonstracao: Proposigio 2.5, em [16]. O

Seja A = modA a categoria de modulos sobre uma K-dlgebra A e seja X® =
(X, d% )iez um complexo em C(A). Para todo i € Z, temos Im d; ' C Ker di;, uma
vez que dy 'dy = 0. Assim faz sentido definir o seguinte quociente de A-moédulos
em A:

H'(X*) = Ker d’ /ITm d' .

O A-mo6dulo H'(X*®) é chamado a i-ésima cohomologia do complexo X*. Portanto,
para cada ¢ € Z, podemos definir o seguinte funtor:

Hi(): CA) — A

que associa cada complexo X® a sua i-ésima cohomologia H*(X*) e, para cada mor-
fismo f*: X* — Y*, definimos H'(f*) : H(X®) — H'(Y*) dado por H'(f*)(Z) =
fi(x). Podemos verificar que H' é, de fato, um funtor.

Defini¢ao 25. Dizemos que um morfismo f* : X* — Y*® na categoria C(A) é um
quasi-isomorfismo se H'(f*) ¢ um isomorfismo em A, para todo i € Z.

Defini¢ao 26. Um morfismo f*: X* — Y* é dito homotopicamente nulo f* ~ 0, se
existe uma familia de morfismos {h’ : X; — Y;_1}._, tais que f' = hidi ' + di h'*,
para todo 7 € Z.

1€EZ

it d; dit di?
X°: cee X1 X, Xi+1 Xi+2 Xi+3 U
f.‘ /1l %11’ %1\ %Jﬂl E%Hl /
L
Yye - R Y. 1 o " Yita i Yito i Yigg —— -+
Y Y Y Y

Sejam X* Y* € C(A). Consideremos I(X*, Y*) o conjunto de todos os morfismos
de X* para Y* homotopicamente nulos, ou seja, I(X®, Y*) ={f*: X* > Y*/f* ~
0}. Podemos provar que I(X*®, Y*) é um ideal bilateral na categoria de complexos.
Dessa forma, obtemos a categoria homotdpica K(A) cujos objetos sao os mesmos
objetos de C(A), ou seja, complexos e os morfismos sao dados por:

HOHI;C(A) (X., Y.) = HomC(A) (X., Y.) /I(X., Y.).
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E importante ressaltar que a categoria K(A), em geral, ndo é abeliana, mesmo
com A uma categoria abeliana. Existem exemplos de morfismos em K(A) que nao
possuem coniticleos, entre outros problemas. Uma forma de controlar esta situacao
¢ introduzir uma estrutura triangulada em K(A), assunto que introduziremos mais
adiante.

Sejam f* e g* morfismos na categoria de complexos C(A), se a diferenca f*—g* ~ 0
é homotopicamente nula dizemos que f® e g* sao homotdpicos.

Proposigao 27. Se f* e ¢° sio homotdpicos, entao H'(f*) = H'(g®) para todo
1 € 7.

Demonstracao: Lema 2, capitulo III em [13]. O

A proposicao acima nos permite estender o conceito de quasi-isomorfismo em C(.A)
para a categoria C(A). Assim, um morfismo f* em IC(A) é um quasi-isomorfismo se,
e somente se, f* é um quasi-isomorfismo em C(A). A proposi¢ao 27 nos garante que
esta definicao independe do representante. Para simplificar a notacao denotaremos
os morfismos f* em K(A) simplesmente por f°.

Por simplicidade, definimos os conceitos anteriores sobre a categoria de A-mo6dulos
sobre uma K-algebra A. No entanto, em linguagem categorica, todos estes conceitos
podem ser definidos sobre uma categoria abeliana A. Veja, por exemplo, [13].

Seja A uma categoria abeliana. A categoria derivada de A, denotada por D(A),
¢ uma categoria tal que existe um funtor @ : K(A) — D(A), chamado funtor
de localizacao, que leva todo quasi-isomorfismo f* em IC(A) a isomorfismos Q(f*)
em D(A) e, satisfaz a seguinte propriedade universal. Para qualquer funtor F :
K(A) — E, que leva quasi-isomorfismo em isomorfismo, existe um tnico funtor
G : D(A) — E tal que o diagrama

é comutativo.

Por ser universal, a categoria derivada D(.A) é tnica, a menos de isomorfismo (de
categorias). Sua existéncia foi provada por Verdier em [28] e uma construcao de
D(A) pode ser vista com detalhes em [13].

Da mesma forma que a categoria homotopica a categoria derivada D(A) ndo é
abeliana, porém é de Krull-Schmidt. Em breve, veremos que ela também possui

uma estrutura triangulada.

Definicao 28. Seja C(A) a categoria de complexos de uma categoria abeliana A.
Definimos o funtor [n| : C(A) — C(A), com n € Z, chamado funtor shift, que
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associa cada complexo X*® = (X, dY )icz 0 complexo X°*[n] = (X1, (—1)"d5™)icz,
ou seja, para n > 0 o complexo

. dx" dy' d d
X - X X X, X,
¢ associada ao complexo
(-1)"d% (it (=)ndy (—nrditt
X*[n] : e X e X, X, X e

e cada morfismo f* = {f": X; = Y; /i € Z} o morfismo f*[n] = {f"*": X;,, —
Yiin /i €7Z}.

Seja modA a categoria de modulos a direita finitamente gerados sobre uma K-
algebra A. Chamamos de complexo concentrado de grau 0 o seguinte complexo:

M - 0 M 0 .

em que M é um A-moédulo & direita. O funtor que associa cada A-modulo M ao
complexo concentrado M*® produz uma imersao, como subcategoria completa, de
modA em D(A).

Embora de grande importancia tedrica, para muito poucas classes de algebras é
conhecida explicitamente sua categoria derivada. Uma destas poucas classes em
que a categoria derivada é totalmente conhecida, e que sera de grande importancia
neste trabalho, é a classe das algebras hereditarias.

Seja A uma algebra hereditaria de dimensao finita, ou seja, uma algebra de caminhos
sobre um quiver sem relagoes. Consideremos modA a categoria dos A-moédulos a
direita finitamente gerados. Neste caso, a categoria deriwvada limitada de modA,
denotada por D’(A), é conhecida explicitamente. Os objetos indecomponiveis de
DP(A) sao os complexos concentrados da forma M|[n], onde M é um A-modulo e
n € Z & o funtor shift em D’(A) e os morfismos sdao dados por:

- Homy (M, N), se j=i
Homp(ay (M[i], N[j]) = Ext/;* (M,N) = ¢ Exty (M,N), se j=i+1 (L1

0, caso contrario

1.5 Teoria de Auslander-Reiten

Uma vez que a categoria derivada de uma categoria abeliana é de Krull-Schmidt, é
interessante obter uma teoria que permite identificar seus objetos indecomponiveis.
Uma delas é a Teoria de Auslander-Reiten.

Nesta secao, A denotara a categoria de A-modulos finitamente gerados A = mod A
ou a categoria derivada limitada A = D°(A), em que A é uma algebra de dimensao
finita sobre um corpo K. Um morfismo s : M — N em A é dito secdo se existe um
morfismo h : N — M tal que sh = 1;;. Similarmente, um morfismo r : M — N
em A é dito uma retragao se existe g : N — M tal que gr = 1y.

Um morfismo f: X — Y em A é dito irredutivel, se:
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(i) f ndo é se¢do nem retra¢ao;

(ii) Se o diagrama
X

I .y
DA
Z
é comutativo, ou seja, se f = gh, entao g é secao ou h é retracao.

Uma boa descricao, embora nao completa, da categoria A é feita descrevendo seus
objetos indecomponiveis e seus morfismos irredutiveis. Pelo Teorema de Krull-
Schmidt, a partir dos objetos indecomponiveis obtemos os demais por somas diretas
(finitas). Por outro lado, por composi¢ao, obtemos todos os morfismos que sao com-
posicoes finitas de morfismos irredutiveis. Nesta descricao ficam faltando apenas os
morfismos que sao composicoes infinitas de irredutiveis. Existem resultados, tanto
para A-moédulos quanto para categorias derivadas, que garantem que o nimero de
morfismos que sao desta forma sao muito poucos. Uma forma de obter objetos
indecomponiveis na categoria de modulos (respectivamente, na categoria derivada)
sdo pelas sequéncias (respectivamente, triangulos) de Auslander-Reiten.

Definicao 29. Uma sequéncia exata curta de A-modulos que nao cinde:

0—X-—Toyv 2.7 .g (1.2)

é chamada sequéncia de Auslander-Reiten se, e somente se:
(AR1) X e Z sao indecomponiveis;

(AR2) f n&o é secao e para cada morfismo u : X — U néo segdo, existe v’ : Y — U
tal que fu' = u, neste caso, dizemos que f é quase cindida & esquerda.

Se a condi¢do (AR1) é satisfeita podemos trocar a condigdo (AR2) pela seguinte
condicao equivalente:

(AR2)’ g ndo é retracao e para cada morfismo v : V' — Z néo retracio, existe v’ :
V — Y tal que v'g = v, neste caso, dizemos que g é quase cindida & direita.

Proposicao 30. Uma sequéncia exata curta de A-modulos:

l— Xty o7 .0

€ sequéncia de Auslander-Reiten se, e somente se:
(1) X e Z sao indecomponiveis, e;
(i) [ e g sao irredutiveis.
Demonstracao: Teorema 1.13, capitulo IV em [17]. O

O proximo teorema nos diz sob quais condicoes existem sequéncias de Auslander-
Reiten.
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Teorema 31. Se Z é um A-mddulo indecomponivel nao projetivo (resp. X néo
injetivo), entdo existe uma sequéncia de Auslander-Reiten que termina em Z (resp.
comeca em X ).

Demonstragao: Teorema 3.1, capitulo IV em [17]. O

O termo inicial das sequéncias de Auslander-Reiten cujo terceiro termo ¢ M é
chamado translagio de Auslander-Reiten de M e, denotado por, 7M.

No caso de categorias derivadas, como elas ndo sao abelianas [13| (logo nao faz
sentido falar em sequéncias exatas), temos uma estrutura alternativa, as categorias
trianguladas.

1.6 Categorias Trianguladas

Como citamos anteriormente a categoria derivada D?(A) ndo é abeliana. Conse-
quentemente, nao temos o conceito de sequéncia exata. Dessa forma, faz-se ne-
cessario introduzir uma teoria com o objetivo de suprir estes conceitos ausentes
na categoria derivada, esse é o assunto que introduziremos a seguir. Para maiores
detalhes sobre o assunto ficam como referéncias [14], [15] e [16].

Seja T uma categoria aditiva e seja T : 7 — T um automorfismo, conhecido como
funtor suspensao. Um tridngulo em T é uma sequéncia de morfismos (f, g,h) da
forma

X y 4.z " rx.

Na literatura, o nome triangulo se justifica pelo fato de escrevermos a sequéncia de
morfismos acima na seguinte forma:

N

em que, denotamos por h o morfismo h: Z — TX.

X

Um morfismo entre dois triangulos (f, g,h) e (f',¢',h') é uma sequéncia de morfis-
mos (¢1, P2, ¢3) tal que o diagrama abaixo é comutativo.

xJt.oy 9.7 h 7x

R

X' Y’ 4 TX'
f/ g/ h/

A categoria T é chamada triangulada se contém uma classe de triangulos, chamados
triangulos exatos (alguns textos chamam "triangulos distinguidos"), que satisfazem
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4 axiomas, para maiores detalhes sobre categorias trianguladas indicamos como
referéncia [14].

Um exemplo classico de categoria triangulada é a categoria homotépica. Seja A
uma categoria abeliana e seja K(A) a categoria homotopica de A. O funtor shift
[1] que leva cada complexo X*® = (X;, d% )icz no complexo X*[1] = (X4, —d?l)iez
e cada morfismo f* = {f": X; = Y; /i € Z} no morfismo f°[1] = {f*" : X;,; —
Yii1 /i € Z} é um automorfismo de IC(A).

Dado f* : X* — Y* em C(A). Chamamos de cone de f* o complexo Cfe =

gl i+1
((Cfo)“ dZC« )i€Z7 em que (Of’)l - X’i-‘rl @ Yl [§] dlc - dX f . .
o re 0 dy

E facil ver que, de fato, o cone Ce é um complexo.

Para cada morfismo f*: X*®* — Y* em A, temos o seguinte tridngulo:

XLyt TXe

em que * e 7° sa0 imersoes e projecoes usuais. Veja o diagrama abaixo:

Xz'fl d@;l Xz dg{ Xi+1
fifl fz fi+1
Yz'—l dg’_l Yz d%, Yi+1
(o 1) . (o 1) (o 1)
it d,

i i— fe i+1 i ;e i+2 i+1
XYl —=XtlgY X aY
(3) R () R (9

X —di X i+l —dx X it2

Considerando T a classe de todos os triangulos da forma acima, e seus isomorfos,
podemos mostrar que 7 satisfaz os quatro axiomas (ver [14]) e portanto KC(A) é
uma categoria tridngulada, cujos triangulos exatos sao aqueles em 7. Além disso,
esta triangulacao é compativel com o funtor de localizacao, ou seja, ela define uma
triangulacdo na categoria derivada limitada D’(A) cujos tridngulos exatos sao ima-
gens de triangulos em K(A) pelo funtor localizagio Q : K(A) — D’(A). Desta
forma, estes triangulos desempenham papel similar ao das sequéncias exatas em
categorias abelianas o que nos leva a seguinte definicao.

Seja D”(A) a categoria derivada limitada de A-mo6dulos finitamente gerados. Um
triangulo
!

X y Sz oTx

¢ dito triangulo de Auslander-Reiten se, e somente se, satisfaz as condigoes (AR1)
e (AR2) da Definicao 29 e h # 0.

O termo inicial dos triangulos de Auslander-Reiten cujo terceiro termo é Z é cha-
mado translacao de Auslander-Reiten de Z e, denotado por, 77.

23



Prova-se que um triangulo cinde se, e somente se, h = 0. Assim, a condi¢dao da
sequéncia nao cindir aqui é substituida por h # 0. Uma caracterizagao dos trian-
gulos de Auslander-Reiten é dada pela proposicao abaixo:

Proposicao 32. Um tridngulo

f

X y 2oz oTx

¢ de Auslander-Reiten se, e somente se:
(1) X e Z sao indecomponiveis;
(ii) f e g sao irredutiveis;

(ii) h 0.

Poucas classes de algebras possuem uma descri¢ao explicita dos tridangulos de Aus-
lander-Reiten em D’(A). Uma destas classes é a classe das algebras hereditérias,
que serd de bastante utilidade nos capitulos seguintes.

Seja A a categoria de A-mo6dulos finitamente gerados A = modA ou a categoria
derivada limitada A = D°(A), em que A é uma algebra de dimensdo finita sobre
um corpo K. Uma maneira eficiente de reunir todas as informacgoes importantes
da categoria A é descrevé-las por meio de um quiver. Como a categoria A é de
Krull-Schmidt todos os objetos se decompoe como soma direta de objetos indecom-
poniveis, assim é natural desejar que os vértices representam classes de isomorfismos
de objetos indecomponiveis de A e as flechas morfismos em A que nao podem ser
fatorados. Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 33. O quiver de Auslander-Reiten de A é um quiver cujos vértices sao
as classes de isomorfismo [X] de objetos indecomponiveis X em A e as flechas sdo
morfismos irredutiveis.

As sequéncias (respectivamente, os triangulos) de Auslander-Reiten de uma élge-
bra A (respectivamente, da categoria derivada D°(A)) sao descritas no quiver de
Auslander-Reiten.

Exemplo 34. Seja () o quiver

l<—2<—3

O quiver de Auslander-Reiten da categoria modK () é dado por:



O seguinte quiver é o quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada limitada
DY(KQ):

RVAYAYAVAYAYS
AVAVAVAYAYS

Observe que a algebra de caminhos do quiver ) ¢ hereditéria, assim os triangulos
de Auslander Reiten possuem uma descricao explicita. Por exemplo consideremos
o morfismo f*: PP — Py em D°(KQ), vamos encontrar o cone de f*. Procedemos
de forma similar da descrita para a categoria de complexos, ou seja:

PP 0 0 P 0

’| b

Py 0 0 Py 0

| -
f

Ofo . 0 P1 PQ 0

Temos o seguinte:

f

Ce 0 P Py 0

| N
o f

Ss e 0 0 S 0

Dai, Cte € S5 sdo quasi-isomorfos em IC(A), logo isomorfismo na categoria derivada
limitada D°(KQ). Assim, temos o seguinte triangulo:

fe g*

ry

P 83 Prj,

em que S5 é a resolucao projetiva de Cr.. Os morfismos f* e ¢g* sao irredutiveis
(tanto em mod K Q quanto em D°(KQ)).
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Capitulo 2

Algebras Cluster

Algebras cluster foram introduzidas por S. Fomin (1958-) e A. Zelevinsky (1953-
2013) em [11] e [12] no ano de 2002. O objetivo inicial da criagao destas dlgebras era
criar uma ferramenta combinatoria para resultados obtidos por G. Lusztig no estudo
sobre a positividade total para grupos algébricos e bases canonicas em grupos algeé-
bricos semissimples, que foram descobertas independentemente por M. Kashiwara.
A teoria de algebras cluster desde a sua criacao teve um desenvolvimento espeta-
cular gracas a descoberta de varios assuntos relacionados e aplicagoes importantes.
O diagrama a seguir, retirado de |27|, apresenta algumas das areas que tem ligagao
com esta teoria.

Teoria de Lie (bases canonicas)

Lusztig, Kashiwara 1990

Geometria Algebras Cluster Geomeﬁria
de POISSOI]. Fomin-Zelevinsky 2002 Algébrlca’
Teoria Teoria de | Combinatoérias
Teichmiiller Representacao
Superficies Categorias Cluster Algebras Preprojetivas
Trianguladas BMRRT, CCS 2006 GLS 06

Algebras Cluster-Tilted

BMR 07, CCS 2006

A teoria de algebras cluster motivou a criacao da teoria de categorias cluster, as-
sunto do proximo capitulo, e mais recentemente de algebras cluster-tilted. Apesar
de recente, diversos softwares e aplicativos livres [20] de facil manuseio, tem sido
desenvolvidos, o que tras novas perspectivas para o trabalho pelas facilidades que
proporcionam aos calculos. Para definicao de algebras cluster, precisaremos pri-
meiro definir os conceitos de mutacao e sementes.
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2.1 Mutacao e Sementes

Nesta secao faremos um estudo dos pré-requisitos necessarios para se definir algebras
cluster. A definigdo mais geral de algebras cluster, dada no artigo inicial [11], envolve
certos coeficientes que nao serao necessarios para os objetivos deste trabalho. Além
disso, esta definicdo é feita com base em matrizes antissimetrizaveis. No entanto,
matrizes antissimétricas podem ser associadas a quivers da seguinte forma: para
cada matriz inteira antissimétrica A = [a;;] . =de ordem n x n podemos associar a
um quiver com n vértices e a;; flechas de i — j se a;; > 0 (ou 7 — i se a;; < 0).
Por exemplo, a matriz abaixo:

0 1 0 =2
-1 0 -1 O
A= 0 1 0 0
2 0 0 0

corresponde ao quiver 4 —=1——=2<——3. Note que as entradas a,; da matriz
A indicam o nimero de flechas de ¢+ — j menos o numero de flechas de j —
1, assim 0s quivers correspondentes a matrizes antissimétricas nao tem 2-ciclos e,
além disso, nao possuem loops, pois a; = 0. Utilizando esta associacao entre
matrizes antissimétricas e quivers, Keller [18] apresentou uma defini¢ao equivalente
para algebras cluster utilizando quivers, que serd a que utilizaremos. Nesta secao
utilizamos como referéncia os trabalhos [18], [27] e [24].

2.1.1 Mutacao de um quiver

Definicao 35. Seja ) um quiver sem loops e 2-ciclos com conjunto de vértices
{1,...,n} e seja k um vértice de Q. Uma muta¢do py de (Q € um novo quiver '
obtido pelas seguintes operacoes, sendo respeitada a ordem em que sao apresenta-
das:

(i) Para cada sequéncia i — k — j, com o vértice k no centro, acrescentamos
uma flecha i — 7;

(ii) Invertemos o sentido das flechas com inicio ou fim no vértice k;
(iii) Excluimos 2-ciclos.

Observe que o quiver Q' = p(Q) na definicio acima também nao possui loops e
nem 2-ciclos o que nos permite aplicar mutagoes sobre este quiver. Dois quivers @)
e Q' sao ditos mutacao equivalentes se um é obtido do outro usando um numero
finito de mutacoes.

Exemplos 36. (a) Seja Q o quiver 1 ——=2——=3. Aplicando a mutagio ps
em () obtemos o seguinte quiver 1 =<—2<—3.
Q g quiver 1=—2~<—

(b) Seja @ o quiver

DN <—

1 <—
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Fazendo a mutagao o obtemos:

4
l—2—-=3

\_/

(¢) Considere o quiver @

aN

/ 5
\ 3
Aplicando a mutagao p; temos:

5

N/

A operacao de mutacdo é uma involucao, como mostra o seguinte resultado:

Lema 37. Seja QQ um quiver finito sem loops e 2-ciclos e seja k um vértice de @),

entio 22(Q) = Q.

Demonstracao: Seja () um quiver finito sem loops e 2-ciclos. Aplicando u; em
@ obtemos um novo quiver que denotaremos por ()'. Agora ao aplicarmos f, em
Q' o quiver obtido serd denotado por Q”. Para provar que i} (Q) = @ mostraremos
que cada operacao da definicao 35 é uma involucao.

1. Seja uma flecha o : i — j criada por (i) em @’ pela composta ab : i — j em

0.

o
Ay
Z —J

A operagao (i1) da origem o caminho composto ba : j — ¢ em @', que produz
uma flecha 5 : j — i em Q" pela operacao (7).

-7 N
Z<_k<_h/]
8

A operagao (ii) reverte o sentido das flechas com inicio e fim no vértice k.
Observe que esta operacao nao modifica o 2-ciclos formado pelas flechas a e
B. Assim, a operacao (iii) cancela o e 5. Portanto, a operagao () é involutiva.
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2. A operacao (ii) ¢ claramente involutiva.

3. Seja a : 7 — ¢ uma flecha em @ tal que existe o caminho composto ab: i — j

em (.

«

1 - k? T‘ ]
A operagao (i) produz uma flecha § : i — j em @' criada pelo caminho

composto ab : i — 7 em (@,

«

z'\—>\a k—ﬁj

B

formando assim um 2-ciclos em )’ e, dai a operagao (iii) cancela a e 5. Pela
operacdo (ii) temos o caminho composto ba : j — i em )’ que produz, pela
operacao (i), uma flecha j — 7 em @”. Além disso, obtemos pela operagao
(1), o caminho composto ab : i — j em Q" resultante do caminho composto
ba : j — i em Q. Logo, voltamos a situacao inicial. Portanto, a operacao
(47i) € involutiva.

g

2.1.2 Sementes

Definicao 38. Uma semente é um par (u, () formado por um conjunto v e um
quiver () em que:

(i) w={uy,...,u,} é uma base transcendente sobre o corpo Q, com cada u; no
corpo Q(z1,...,x,) em n indeterminadas;

(ii) @ é um quiver finito com conjunto de vértices Qg = {1,...,n}, sem loops e
2-ciclos.

Note que o quiver de uma semente qualquer, por definicao, ¢ finito, sem loops e
2-ciclos, isso nos permite aplicar sobre este quiver as mutacoes da definicao 35 que,
como mencionado anteriormente, origina um novo quiver satisfazendo estas mesmas
condigoes. Assim, podemos definir mutacoes de sementes dada abaixo:

Definigao 39. Seja (u = {uy,...,u,}, Q) umasemente. Uma mutacao uy de (u, Q)
¢ uma nova semente (v, Q") = ux(u, Q) em que:

(i) v = (u—{ug}) U{u,}, ou seja, v’ & obtido de u pela substituigdo da variavel
uy por u, dado pela seguinte relagao de troca:

%:i(l‘[uﬁ Huj>

ai—k Bik—j

.....

que comecam no vértice k. Caso um destes conjuntos seja vazio, ou seja, se
nao existirem flechas ¢« — k ou flechas k — j, o produto serd considerado igual
al.
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(i) @ = i (Q).

Observe que o conjunto v’ depende do conjunto u e do quiver (), enquanto que, o
quiver Q" depende apenas do quiver (). Pode-se mostrar que (v, Q") = u(u, Q), de
fato, ¢ uma semente. (Veja, segdo 3.2, em [18]).

Note que ao fazer a mutagao no vértice k substituimos o elemento uy por u). Para
que nao haja confusao vamos sempre ordenar os elementos do conjunto u da seguinte
forma u = {uq,...,u,}, em que, uy esta associado ao vértice k do quiver Q.

Exemplo 40. Considere a seguinte semente (z, Q) = ({z1, 22,23}, 1 <—2<—3).

Aplicando ps em (z, Q) obtemos a semente (z/, Q') = ({xl, b, x3}, 1==2—=3 ),

= == v i i va-
em que, . ntrs - Observe que considerando a semente (27, Q') e aplicando nova
3 2 T2 )

mente fp obteremos uma nova semente (z”, Q") = ({1, uy, x5}, 1 <—2<—3),
em que,
u,/_ 1+ T3 . T+ 23 -

2 / 143 Z2,
T2

ou seja, obtemos exatamente a semente inicial. Portanto, p3(z, Q) = (z,Q). O lema
abaixo nos mostra que este nao é um caso particular e ocorre para cada vértice k
do quiver Q).

Lema 41. Seja (u,Q) uma semente. Para cada vértice k do quiver Q, temos

pi(u, Q) = (u, Q).

Demonstracao: Seja (u = {uy,...,u,},Q) uma semente. Pelo Lema 37 temos
12(Q) = Q para cada vértice k do quiver @, assim falta mostrar apenas que o
mesmo ocorre para a base u. Por defini¢ao, ux(u,Q) = (v/,Q') em que, u' =
{uy, ... u}, ..., u,} com

u), = uik (Hu + Hu])

i—k k—j

,,,,,

comegam no veértice k. Considerando agora v’ e aplicando novamente g em v’

obtemos uma nova base u” = {uy,...,uf,...,u,} em que,
,, 1 1
wp=— | [[w+ [[we | == [Tw+]]w
u u
ko \j =k k! —i’ k' \k—j i—k

onde j' é inicio de flechas que terminam no vértice k&’ e ¢/ é o fim de flechas que
comecam no vértice k’, no quiver ', pois v’ depende do quiver @)’ ¢ em @’ temos
a orientacao das flechas que terminam ou comecam no vértice k revertidas com
relacao as de (). Assim,

1 o (kgjuj - zl—_[>km>
U/k/ = (H’LL] + HUZ> = = Uk
() ()

i—k k—j

k—j i—k
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Logo, u” = {uy,...,uk,...,u,} = u. Portanto, para cada vértice k em Q, p2(u, Q) =

(u, Q). 0

Seja (u,)) uma semente. Aplicando u; em (u, @), para cada k € @y, obtemos
n novas sementes. Agora, considerando cada uma dessas novas sementes encon-
tradas e aplicando novamente todas as mutacgoes encontramos outras n — 1 no-
vas sementes, uma vez que, pelo Lema 41 p2(u,Q) = (u,Q). (Pode ocorrer de
entre estas n — 1 novas sementes encontrarmos sementes que ja tenham apare-
cido anteriormente). Este procedimento é chamado processo de iterag¢io e a se-
mente (u, Q) é chamada semente inicial. Serad conveniente considerarmos, na se-
mente inicial o conjunto z = {z1,...,x,}. Por exemplo, seja a semente inicial
(x = {x1, 20,23} ,Q1 : 2——1<—23), esquematizamos abaixo os primeiros pas-
sos do processo de mutacao iterada a partir desta semente inicial.

—
l4+xo2x3 1414227
({ 237 ! 237£3}7Q3)

1 T1T2

y
1
R g1 Qz)
*
1+ 1o+
(gm0 )
1+z1+xom3 1+961
({rmmespato)
1
({z1, 22,23}, Q1) —— 361, o, Q3)
%
1 1
({.’131, +x17 +:E1} Q?)
14+z1+zox3 1+901
({mm ). 01)
y
1
$1>$27 +ac1 )

%

1+21 14z
({I’l, :Egl’ x31}’Q2>

_>
Em que, Qo : 2<—1—>3,Q3: 2=——1<—3,Q3: 2—>1—>3, Qu :

2«—=——=1—>=3 ey : 2=—1<—=3. Observe que obtivemos sementes iguais

aplicando mutagoes iteradas distintas, por exemplo, a semente ({xl, % Lz, } Q2>

foi obtida através das mutacoes oz € uspo da semente inicial.

Os conjuntos v’ das sementes (u/, Q') obtidos de mutacoes iteradas a partir de uma
semente inicial sdo chamados cluster e os elementos u, das cluster sdo chamados
varidaveis cluster.

31



2.1.3 Algebras Cluster

Definigao 42. Seja a semente inicial (z = {xy,...,2,},Q). A dlgebra cluster
Ag associada ao quiver () é a Q-subalgebra do corpo Q(zy,...,z,) gerada pelas
variaveis cluster contidas na uniao das cluster.

Observe que a algebra cluster A ¢ obtida através de um processo recursivo a partir
da semente inicial, de certa forma, um sistema dindmico discreto.

Exemplo 43. Seja o quiver
@Q:2—1<—3

Vamos obter a algebra cluster Ag, associada ao quiver ();. Consideremos a semente
inicial (z = {x1,z2, 23}, @1). Aplicando a mutacao p; em (x, Q1) obtemos uma nova

1+§12””3 T, T3¢, (e 2<——1——3 ). Agora aplicando a mu-

tacao L2 em (z,Q1) obtemos uma outra semente

semente dada por

({xl, 1?;221 , ;Ug} Q3 2<—1<—3 ) Aplicando a mutagao g em (x, (1) encon-

—
tramos a semente ({xl, T, 1;:1 } Q3 2——=1—>3 ) Para cada uma destas

novas sementes aplicamos novamente todas as mutacoes e encontraremos mais duas
sementes, uma vez que i (z, Q1) = (z,Q1), pelo Lema 41. Dando continuidade ao
processo encontraremos 14 sementes distintas listadas no tabela abaixo:

{Cluster} Quiver
T1,T2,T3 2 1 3
L gy, @ 2«<—1—3
1’1,1—;;17-%3 2=<——1<—-3
:[;1,%'2,1;?1 2—=1—>3
1+xows 1+4w1+w073 — ] ——
1 122 13 2 ! 3
14+xox3 1+x1+xox3 P I
1 ' 22, 123 2 ! 3
4oy tawowy 14m =1—
21To " g I3 2 \i/ 3
Ite 14 ~—1—
X1, T2 0 3 2 1 3
1+x14+x023 T 142, PR 3
T1T3 R ) —
l14+xzox3 1+x1+x2x3 142142273 2 SN 1 - 3
;! T1X2 ? 123
Itaytoowy 1oy 1+271+f 42073 2—3——1
T1To ) xo T1T2x3
1+2x1+z%+x213 14+x1 14x, s <
T1T2X3 ’ x2 O’ x3 2 1 3
1221 +aT+@2m3 14 +aows l+a+ooms 2 1 3
T1T2T3 ) T1T2 ) r1x3
Ita, F2eitaiteors 14 4aoxs 1—s2—3
x3 T1T2T3 L 3 %

Da tabela acima, obtemos que a algebra cluster associada ao quiver (); é gerada
por 9 varidveis cluster sao elas:
1—|—1}2{E3 1—|—.I'1 1+l’1 1—|—IE1+$2(E3

xy, T2, I3, ; ) 3
x T T3 T1T2
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1+ 21+ 2223 1+2x1+x%+x2:p3
123 7 T1T2X3 .

Ou seja, os elementos da algebra cluster Ag, sao somas finitas da seguinte forma:

di  do dg
E Adyidy...dgUp Ug™ ** ~ Ug

em que, u; sao variaveis cluster, d; € Z e ag,d,..4, € Q.

Note que no exemplo acima todas as variaveis cluster possuem monomios nos de-
nominadores. Isto chama atencao por ser um fato, a principio, inesperado uma vez
que, ao realizar uma mutacao em uma semente a relacao de troca da variavel,

, 1
b \aisk Bik—j

por definicao, tem como denominador uma variavel cluster que, como vimos anteri-

ormente, sdo elementos do corpo Q(xy,...,x,). Por exemplo, considere a semente
142 24+ .
({ DA TTs Ltebwyes Lbmitears | o 1 3) listada na tabela do exem-
T1T2x3 T1T2 r1x3
plo acima. Aplicando a mutacdo p3 nesta semente, vamos substituir uz = %

pela seguinte variavel:

l+2x1+93%+362963 1+2x1+1‘%+x29§3+$19€2$3
u/ . ul + ]- . T1T2X3 + 1 o T1T2T3 .
3 U - 1+z1+zo23 - 14+z1+z223 o
3 xr1xr3 r1x3

. (1 + ZL’1)(1 + 1+ +l’21‘3) . 1+ I
.Z‘Q(l + 1+ +$21’3) )

que possui novamente um mondémio no denominador.

Outro fato que desejamos chamar atencao no exemplo 43 é que obtivemos 6 variéveis
cluster nao iniciais que é exatamente o numero de raizes positivas do sistema de
raizes do grafo Az subjacente do quiver (). Este caso particular é generalizado no
Teorema seguinte:

Teorema 44 (Fomin-Zelevinsky [18]). Seja Q um quiver finito, conexo, sem loops
e 2-ciclos, com Qo ={1,...,n}. Seja Ag a dlgebra cluster associada, entao:

(a) Todos os denominadores das varidveis cluster sio mondmios.

(b) O nimero de varidveis cluster é finito se, e somente se, () é mutagao equiva-
lente para uma orientacao de um diagrama de Dynkin A simples. Neste caso,
A € unico e as varidveis cluster ndao iniciais estao em bijecdo com as raizes

positivas de A, isto €, se denotamos as raizes simples por aq,...,qy,, entdo
n

para cada raiz positiva Y d;«; existe uma dnica varidvel cluster nao inicial
i=1

cujo denominador é x% - -z,
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Dizemos que uma algebra cluster é de tipo finito se o ntimero de suas variaveis
cluster é finito. O teorema abaixo, mostrado em [12], nos garante uma relacdo
entre numero finito de variaveis cluster e sementes finitas:

Teorema 45. Seja Ay uma dlgebra cluster de tipo finito associada a um quiver Q).
Cada semente (v, Q') em Ag € unicamente determinada por sua cluster u'.

Demonstracdo: Teorema 1.12, em [12]. O

Em outras palavras, este resultado nos garante que, se conhecemos a cluster o’
entao também conhecemos @'. Consequentemente, se temos uma algebra cluster
com finitas variaveis cluster entao também temos finitas sementes. A relacao entre
u' e Q' serd estudada no proximo capitulo.

Dizemos que duas sementes (u, Q) e (u/, Q') sdo equivalentes se uma pode ser obtida
da outra por reordenacao simultanea dos vértices e das variaveis cluster associadas.

Exemplo 46. Considere as seguintes sementes listadas na tabela do exemplo 43:

1
<{{E1,ﬂ,$3}, 2*1*3)
)

({1+[E21’3’1+ZL’1+$25L’37$3}’2 1 3)
il T1T9

Aplicando a mutacao p; nas duas sementes obtemos, respectivamente:

1 1
({ +$1+$2I37 +I1’x3}’2/1\3)
T1T2 )

1+ZE1 1+J]1+ZE21’3 .

y , L3 ¢, 2=——1<—=3
T2 12

Considerando uma destas sementes obtidas, e reordenando as variaveis cluster e

os vértices associados encontramos a outra semente, ou seja, estas sementes sao

equivalentes.

Considerando a equivaléncia de sementes podemos explicitar o processo iterativo
de construcao das variaveis cluster na forma de um grafo.

Definicao 47. Seja a semente inicial (z = {z1,...,2,},Q). O grafo de troca

associado a ) é o grafo que tem como vértices sementes, a menos de equivaléncia,
e cujas arestas correspondem as mutagoes.
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Exemplo 48. Seja ()1 : 2——=1<—3 o0 mesmo quiver do exemplo anterior.
Vimos que a classe de mutacao equivalente de (1 tem, além dele proprio, os quivers
Qr: 2=——1—3,Q3: 2<=—1<—3 ey : 2=—=1—=3. Identificando
as sementes equivalentes obtemos o grafo de troca dado pela Figura 2.1. Aqui as
arestas tracejadas indicam que as sementes nao sao aquelas obtidas exatamente da
mutacio e, sim, sementes equivalentes. Por simplicidade, chamamos q = 1H&ite2s

r1T2 )
p— Lteitwazs o o li2eitaltews
_ 13 - T1T2x3 ’

Observe no exemplo 48 que para toda cluster u e para toda variavel u; € u, existe
uma tnica variavel cluster u; que substitui u; de tal modo que este novo conjunto
seja uma cluster. Isso ¢ consequéncia do seguinte resultado geral:

Teorema 49. Seja Ag a dlgebra cluster associada a um quiver aciclico (). Para
toda cluster u e para toda varidvel u; € w, ezriste uma unica varidvel cluster u) tal
que (u—{u;}) U{ul} € uma cluster.

Demonstragao: Corolario A.3, em [5]. O

2.2 Algebras Cluster e Representacoes de Quiver

O objetivo desta secao é descrever uma relagao entre algebras cluster e Represen-
tagoes de Quiver. Esta se¢do tem como referéncia o artigo [18|.

Seja () um quiver finito com conjunto de vértices Qo = {1,...,n} cujo grafo sub-
jacente A é um diagrama de Dynkin simples. E conhecido que existe uma bijecao
entre representacoes indecomponiveis V' de () e seus respectivos vetores dimensao
dimV' = [di];c(,, com d; = dimV;. Pelo Teorema 11 e observagio 12 na pigina 12
temos que o conjunto de classes de isomorfismos de representacoes indecomponiveis
estd em bijecao com o conjunto de raizes positivas do sistema de raizes ® associado
com A. Por outro lado, pela parte (b) do Teorema 44, pagina 33, para cada raiz

positiva
n
o = E diOéi
i=1

em ®, onde o; = (0,...,1,...,0), ou seja, tem 1 na i-ésima coordenada e 0 nas
demais, existe uma tnica variavel cluster nao inicial u, com denominador

dy ,.do dn
.Z‘l x2 "':,U,n .

Em resumo, temos as bijecoes seguintes:

Conjunto das classes Coniunto de tai Varidveis cluster
: njun raiz S
de isomorfismos de ONJUIto de ralzes nao iniciais u,

representacoes st p(()lsmvfms d(c)b de A com denominador
. P sistema de raizes e d
indecomponiveis - xdn
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ou seja, aplicacao que leva uma representacao indecomponivel V' com vetor di-
mensao dimV = [d;] icq, de () para a unica varidvel cluster nao inicial uy cujo
denominador é xfl ---2% induz uma bijegdo do conjunto de classes de isomorfis-
mos de representacoes indecomponiveis para o conjunto de varidveis cluster nao
iniciais. Segue dai a primeira ligacao estreita entre algebras cluster e a teoria de

representacoes de quiver.

Observe que as n variaveis cluster iniciais z1, . . ., x, nao aparecem na bijecao acima.
No proximo capitulo veremos o papel que elas desempenham.

Exemplo 50. Seja (), o quiver
2——=1<—3

o mesmo que trabalhamos nos exemplos anteriores. Como vimos, as variaveis cluster
nao iniciais da algebra cluster Ag, associada a )1 sao:

1+ 2923 1+ 2 1+ 24 14+ 21 + 2o23

Y 9 Y )

T T2 T3 1T

1+x +20w3 1420 + 22 + 2973
13 ’ T1X2X3 .

Dai, pelas bijecoes acima, a variavel cluster Hj;—f“ é levada no vetor dimensao
[100] que corresponde a representacao indecomponivel Py. A variavel cluster 11’%
é levada no vetor dimensao [010] que corresponde a representacio indecomponivel
I5. De forma analoga, as demais varidveis cluster possuem correspondentes vetores
dimensao que, por sua vez, correspondem a representacoes indecomponiveis, veja a

tabela abaixo.

’ Variavel cluster \ Vetor dimensao \ Representagao indecomponivel ‘

e [100] Py
o [010] I,
oo [001] I

—1“;1;;02363 [110] P,
I+z+txoxs [101] P3
r1x3
1+2x1+z§+:p2x3 [111] I
T1T2X3 1
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Capitulo 3

Categorias Cluster

Neste capitulo introduziremos as categorias cluster que foram criadas em [4| por
Aslak Bakke Buan, Robert Marsh, Markus Reineke, Idun Reiten e Gordana Todorov
no ano de 2004, com objetivo de obter uma estrutura categoérica para as algebras
cluster. A fim de alcancar este objetivo uma teoria tilting foi desenvolvida na
categoria cluster que, posteriormente, motivou a criacao de uma outra teoria, as
algebras cluster-tilting, iniciada em [2]. Este capitulo foi elaborado com base nas
referéncias [4], [24] e [25].

3.1 Categorificagcao das algebras cluster

Seja Q um quiver aciclico sem loops ou 2-ciclos. Nesta secao, estamos interessados
em obter uma categoria a partir de ) que reflita os principais ingredientes das
algebras cluster Ag. Precisamos de uma categoria que contenha:

e Uma classe de objetos de tal forma que cada objeto T' nesta classe seja decom-
posto num mesmo niamero de somandos indecomponiveis nao isomorfos, isto é,
T=Ti&®--®T,, onde n é o nimero de vértices do quiver (). Neste contexto,
T seria um anélogo para as cluster e os somandos as variaveis cluster.

e Um modelo para as mutacoes de cluster, ou seja, considerando um objeto
T=T®---dT;®---®T, na classe descrita acima queremos que cada
somando indecomponivel T; possa ser substituido por um tnico somando in-
decomponivel nao isomorfo 7} tal que 7" =T, & --- & T & - - - & T,, pertenca
a esta classe.

e Para cada objeto T nesta classe precisamos associar um quiver ()7 de forma
que cada semente (u, Q) na algebra cluster corresponda ao par (7, Qr) na
categoria procurada e ainda que as mutagoes de sementes sejam compativeis
com estas associagoes.

Seja () um quiver aciclico e seja Ag a algebra cluster associada ao quiver ). Pelo
capitulo 1, a algebra de caminho sobre () é hereditaria e tem dimensao finita. Uma
primeira tentativa de categorificacao das dlgebras cluster seria considerar a categoria
de K(@-mo6dulos finitamente gerados como a categoria que estamos procurando.
Neste caso, poderiamos utilizar a bem conhecida teoria tilting para modulos e dai
uma natural escolha da classe de objetos andlogos as cluster seria a classe dos K Q-
modulos tilting bésicos.
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3.1.1 Teoria Tilting para médulos

Nesta subsecao apresentaremos brevemente as principais defini¢oes e resultados da
Teoria Tilting para modulos. Para maiores informagoes a respeito deste assunto
indicamos as referéncias [17], [25].

Definicao 51. Seja A uma K-élgebra. Um A-moédulo T é chamado mddulo tilting
se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) dimensao projetiva de T é menor ou igual a 1;
(ii) Ext! (T, T) = 0;

i) T=T1®---®T,, em que n é o numero de vértices do quiver associado a
algebra A e cada T; ¢ um A-mo6dulo indecomponivel.

Definicao 52. Seja 7" um A-modulo tilting. Dizemos que T' é um modulo tilting
bdsico se todos os seus somandos diretos sao nao isomorfos.

Definicdo 53. Um A-médulo T, cuja dimensio projetiva é menor ou igual a 1, que
possui n — 1 somandos indecomponiveis nio isomorfos, e é tal que Ext’, (T, T) =0
é chamado um A-mddulo tilting quase completo. O moédulo M é dito complemento
de Tse T =T @ M é um modulo tilting.

Exemplo 54. Seja () um quiver aciclico com Qy = {1,...,n} e seja o KQ-mbdulo
tilting ' = P, @ - - - @ P,, em que P; sao K()-mo6dulos indecomponiveis projetivos
associados com o vértice j e P, é simples, projetivo. Entdao T" = 7 PG Po®--- B P,
¢ um K(@Q-mo6dulo tilting, chamado APR-mddulo tilting.

A motivacao de utilizar a teoria tilting segue dos seguintes fatos:

(I) os K@-modulos tilting basicos possuem n somandos indecomponiveis nao iso-
morfos, onde n é o nimero de vértices de Q;

(IT) para cada K@Q-modulo tilting basico T =Ty & --- & T; & --- & T,, existe no
méaximo um K @Q-moédulo indecomponivel T} tal que 7" = T1&- - -®T/®- - - BT,
é¢ um novo K@Q-moédulo tilting bésico;

(IIT) podemos associar a cada K Q-modulo tilting basico T o quiver Qr da élgebra
(EndT")°P e obter um par (T, Qr);

(IV) como vimos no exemplo 54, a substitui¢do de um somando num APR-modulo
tilting corresponde a uma muta¢ao num poco.

Vamos verificar, num exemplo simples, se este ¢ um bom modelo para categorificacao

de &lgebra cluster. Nesta secao, para simplificar a notacao, quando escrevemos
modulos estamos referindo a médulos sobre a algebra de caminhos K Q).
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Exemplo 55. Seja () o quiver

l<—2<~—3.

O quiver de Auslander-Reiten da algebra de caminhos K@) é:

Consideremos a semente inicial (x = {x1, 29,23}, Q). Precisamos de um modulo
tilting basico T' cujo quiver da algebra (EndT")? seja (). Claramente este modulo é
o modulo tilting 7' = P, & P, & P5. Vejamos o que ocorre com as mutacoes. Para
cada vértice j € (o, queremos substituir P;, j € (o, em T' = Ta P;, por um outro
modulo indecomponivel T} de tal forma que T" = To T} seja um modulo tilting
basico e cujo quiver da &lgebra (End7”) seja isomorfo a p;(Q).

Vamos analisar o que ocorre quando fazemos a mutacao na semente inicial e bus-
camos um associado moédulo tilting correspondente a nova cluster obtida.

(a)

Vamos primeiramente considerar o vértice 1 no quiver ) que é um poco. Apli-
cando a mutacdo p; em (z,Q)) obtemos a seguinte semente

({1“2 mg,xg} , Q1 1—=2<—3 ) Por outro lado, considerando T" =

x1
P, ® P, ® P3, vamos substituir o moédulo indecomponivel P;. Observe que P; =
S; é um modulo simples, projetivo e ndo injetivo, entdao 7" =7 'PL O P, & Py
¢ um APR-moédulo tilting. Logo, T" = S, & P, @& P; e dai podemos mostrar
que, de fato, o quiver de (EndT)? é 1, uma vez que, APR-mddulos tilting
estao associados a funtores de reflexao para vértices em poco.

Agora, aplicando a mutacao fi2 em (z,Q) obtemos
({xl, 2143 .’L‘3} Q2 : 1 .9 =3 ) Por outro lado, devemos substituir
0 m()dulo indecomponivel P, em 7. Vamos verificar para qual modulo 77 te-

mos 7" = Py ®Ty® P3 um modulo tilting basico. Para isso T” precisa satisfazer
a seguinte condicao:

Extyo(T",T') = 0.
Temos,
Extyo(T",T') = Extyo(Ty, Pr ® Ty) = DHompq(Py @ Ty, 7T3).
dai,
DHomgq(P1 @ Ty, 71Ty) = 0 <= T, = I5.

Logo, T" = P, & I3 & P ¢ o quiver de (EndT)? ¢ 1<~ 2—=3. Para o
desejado estéa faltando uma flecha 1 — 2. Isto indica que, para o modelo que
procuramos, faltam morfismos na categoria mod K Q).

Nossa tentativa de usar modulos e teoria tilting nao funcionou como um mo-
delo para as mutacoes, mas nao estamos muito longe.
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(¢) Vamos analisar o que ocorre quando trabalhamos com o vértice 3. Aplicando a
mutacao 143 em (z,Q) temos a seguinte semente

({l’u T2, 1262} Qo 1=—2—-3 ) Por outro lado, considerando 7' pre-

cisamos de um modulo indecomponivel T3 que substitua o modulo projetivo e
injetivo P5 de tal forma que 7" = P, & P, & T} é tilting bésico. No entanto, um
resultado conhecido da teoria tilting afirma que um moédulo indecomponivel
projetivo e injetivo é somando de no méaximo um modulo tilting, ou seja, nao
existe modulo T35 na categoria modK ) que substitui P;. Em outras pala-
vras, para o nosso modelo a categoria mod K () apresenta uma deficiéncia de
modulos indecomponiveis.

Pelo exemplo percebemos que existem dois problemas quando tentamos categorificar
as algebras cluster utilizando a categoria modK (@) e a classe de modulos tilting. O
primeiro é que se 7' & um médulo tilting quase completo nem sempre existem dois
complementos de T, ou seja, ndo existem modulos suficientes na categoria mod K Q
para realizar mutagoes. O segundo é que nesta categoria também faltam morfismos,
isto &, quando conseguimos dois modulos tilting T e T" que diferem por um tnico
somando indecomponivel, nem sempre os quivers ()7 e ()7 das respectivas algebras
de endomorfismos opostas correspondem as respectivas mutacoes.

O exemplo mostra que precisamos de uma categoria "maior" que a categoria mod K@),
isto é, uma categoria com mais objetos e mais morfismos. Uma alternativa para
resolver estes problemas seria utilizar a categoria derivada limitada D?(KQ) dos
K@-modulos finitamente gerados, uma vez que, a categoria modK () estd imersa
em D°(KQ). Na verdade, a solugdo serd um quociente da categoria D°(K Q) como
veremos em seguida. Em geral, quocientes em categorias sao restritos a quocien-
tes de morfismos, preservando objetos. Uma forma de fazer quociente também na
classe de objetos é utilizar as categorias orbitas definidas por Keller, em [19] que
na verdade sao um caso particular das chamadas Skew-categorias, introduzidas por
Claude Cibils e Eduardo N. Marcos em [9].

3.2 Skew-Categorias

Segundo Keller em [19] as categorias orbitas sdo casos particulares de Skew-categorias.
Em virtude disto, nesta se¢ao, faremos uma breve exposi¢ao sobre as Skew-categorias.
Nosso objetivo aqui é ressaltar este fato de que, tanto as categorias 6rbitas quanto
as categorias cluster que serao tratadas nas secoes seguintes, tratam-se na verdade
de casos particulares de skew-categorias. Mais detalhes podem ser encontrados em

[9].

Seja C uma categoria aditiva e seja G um grupo. Dizemos que C é uma G-categoria
se existe um homomorfismo de grupos ¢ : G — Aut(C), ou seja, para cada s € G
temos um autofuntor ¢, : C — C que leva cada objeto x € C em outro objeto sx € C
e cada morfismo f : x — y num morfismo sf : sx — sy. Em outras palavras, temos
uma acao do grupo G sobre o conjunto de objetos G x C — C e, para cada par
de objetos z, y € C um homomorfismo de grupos abelianos ¢, : Home(z,y) —
Home (sx, sy), para todo s € G.
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Seja C uma G-categoria. A Skew-categoria C|[G| tem como objetos os mesmos
objetos de C e, para todo par de objetos z, y € C[G] definimos:

Homejg (2, y) = |_| Home(z, sy)
s€G
A composicao de morfismos Homeyg) (2, y) x Homeyg(y, 2) — Homeg(z, 2) € de-
finida, em cada componente do coproduto, com os devidos ajustes, utilizando a
acao de G, ou seja, para cada u € G, a composta na componente Home(z, uz) em
Homeg)(z, z) é induzida pelas compostas Home(z, sy) x Home(sy, s(s™'uz)) —
Home(z,uz), para todo s € G.

Se G = {e=s0, S1, S2,---, Sp} € um grupo finito, a composicdo pode ser es-
crita na seguinte forma matricial. Dado f = (fo, fi,..., fa) € Homeg(z,y) =

n
Home(z, @ siy), e denotando g¢;; : s;y — s;5;z podemos escrever a composta
i=0

fg € Homeg (2, z) como o produto matricial:

(f)ixmen) - (Sigi‘1j>(n+1)x(n+1)'

Para cada objeto x € C considere a 6rbita T da acdo de G, isto é, T = {sz; s € G}.
Se y € T entao temos um isomorfismo = = y em C[G]. Realmente, se y = tz, para
algum ¢ € G, entao

Homeg(z,y) = |_| Home(x, stx) = |_| Home (z, gr) = Homeg (@, ).

seG geG

Assim, 1, € Homeg(z,y) e, de forma similar, 1, € Homejg(y, ). Estes morfismos
sao inversos um do outro.

Desta forma, a menos de equivaléncia de categorias, podemos assumir que ob-
jetos em C[G] sdo as Orbitas Z, com x € C e morfismos sdo Homeiq)(Z, §) =

| | Home(z, sy), onde x e y sdo representantes das orbitas. Veja que em Skew-
seG
categorias temos quociente de objetos.

3.3 Categorias Orbitas

Seja T uma categoria triangulada e seja G : 7 — T um automorfismo. Considere
G% o grupo de automorfismos gerado por G. A categoria érbita 7 /G% tem como
objetos as G-orbitas de objetos em T, ou seja, para cada X € T, a G-orbita
X ={G'X /i€ Z} ¢ um objeto na categoria 6rbita e os morfismos sao dados por:

Homy ¢z <)?, §7> = |_| Hom (X, GiY) ,

1E€EL

em que, X e Y sao objetos em T e, X e Y sdo os correspondentes objetos em T /GZ.
Por simplicidade, denotaremos 7 /G% por T /G. Em geral, categorias 6rbitas T /G
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nao sao trianguladas, mesmo com 7 uma categoria triangulada. Em [19] Keller
estabeleceu condicoes suficientes para que isso ocorresse, em um caso particular,
dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 56. Seja D = D°(H) a categoria derivada limitada de H, em que H ¢é
uma K-categoria abeliana hereditaria. Suponha G : D — D um automorfismo que
satisfaca:

(i) Para cada U em indH, apenas um nimero finitos objetos G'U, i € Z, estio
em indH.

(it) Eziste algum inteiro N € N tal que {U[n]; U € indH, n € [-N, N|} contém
um sistema de representantes das orbitas de G sobre indD.

Entao eziste uma triangulacao da categoria drbita D/G tal que o funtor projecao
m:D — D/G € triangular.

Demonstragao: Teorema 1, em [19]. 0

Cabe salientar que a demonstragao do teorema acima nao apresenta, de forma
explicita, os tridngulos na categoria orbita D/G.

Sejam () um quiver finito, conexo e sem ciclos orientados, A um corpo algebrica-
mente fechado e seja K@ a algebra de caminhos do quiver ). Consideremos 7 a
categoria derivada limitada D°(K Q) de KQ-moédulos finitamente gerados com fun-
tor shift [1]. Por simplicidade, denotaremos D?(KQ) por Dg. Seja F : Dg — Dg
o funtor triangulo F' = 77![1], em que 7 denota a translagio de Auslander-Reiten.
Como composi¢ao de dois automorfismos, 7 e [1], segue que F' é um automorfismo
da categoria derivada limitada Dy.

Lema 57. Seja {1,...,n} vértices do quiver Q). Consideremos as mesmas notagoes
acima, entao S = ind (modKQ)U{P[1] / 1 <i<n} é um sistema de represen-
tantes das orbitas de I' sobre indDg, onde P; é um mddulo projetivo indecomponivel.

Demonstragao: De fato, seja M € ind (modK@Q), suponha primeiramente M
um modulo projetivo, entao 7'M nao é projetivo (pois KQ ¢é hereditaria) e, dai
FM = 771 M][1] nao pertence a ind (modK Q) (por ser translagiao) e nem ao con-
junto {P;[1] /1 <i<mn}. Logo, FM ¢ S. Suponha agora M nédo projetivo, entao
M[1] ¢ S. Logo, FM = 77'M[1] ¢ S. Finalmente, se M € {P,[1] /1 <i<n},
entao M = P;[1] para algum i. Assim, FM = FP[1] = 77'PF[2] e, claramente,
77 'P[2] ¢ S. Portanto, S possui somente um representante de cada F-orbita.
Além disso, estes sao todos os representantes das orbitas de F' sobre indDg. De
fato, suponha que exista outro representante U que nao estd em S. Assim, U é
da forma M][i] para algum K@-modulo indecomponivel M, com i € Z* — {1} ou
é da forma M[1] para algum K@Q-moédulo indecomponivel M nao projetivo. Note
que basta provar para U = M[1]. Como M é nao projetivo 7M € ind (modK Q)
e, F(TM) = rY[1](rM) = M[1] = U, dai U = 7M € S, o que contradiz nossa
hipotese. Il

Proposicao 58. Sejam X,Y € S, temos Homp, (X, F'Y) =0, para todo i # 0, 1.
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Demonstragao: Como F = 77'1] temos que Homp, (X, F'Y) =
= Homp, (X,77'Y[i]). Pelo fato de KQ ser hereditaria, segue de (1.1), pagina
20, que:

Homp,, (X, FiY) = Homp,, (X, T*iY[i]) = Ext’kQ (X, T*iY) =0,

para i < 0e1> 2. O

3.4 Categorias Cluster

Definicao 59. Sejam () um quiver finito, conexo e aciclico, K@) a &lgebra de
caminhos do quiver ), em que K é um corpo algebricamente fechado, e Dy a
categoria derivada limitada de K@-modulos finitamente gerados com funtor shift
[1]. Considere F' : Dy — Dg o funtor tridngulo F = 77![1], em que 7 denota a
translacao de Auslander-Reiten. Definimos a categoria cluster C como a categoria
orbita Dg/F cujos objetos sao as F-orbitas de objetos em Dg, ou seja, para cada

X € Dy, a F-6rbita X = {F'X /i€ Z} é um objeto na categoria cluster e os
morfismos sao dados por:

Home, (X, V) =| | Homp, (X, F'Y),

€7

em que, X e Y sao objetos em Dy e, X e Y sdo os correspondentes objetos em Cg.

Lema 60. Considere as mesmas notagoes da defini¢cao acima entao F' satisfaz as
condigoes (i) e (ii) do Teorema 56.

Demonstragao: De fato, pela descricao no exemplo 34 é suficiente analisar os
K@Q-modulos indecomponiveis. Seja M um KQ-modulo indecomponivel é claro que
somente F°M € ind(mod K Q), satisfazendo o item (7). O item (ii) foi demonstrado
no Lema 57. U

Quando X, Y € S, a Proposicao 58 nos garante que:

Homg, ()?17) — Homp, (X,Y) U Homp, (X, FY)

(3.1)
= Homp, (X,Y) @ Homp, (X, FY),

pois como apenas para dois valores de i temos Homp,, (X, F'Y) # 0, entao o produto
na categoria Dg € isomorfo ao co-produto. Desta forma, podemos denotar um

morfismo fe Home,, ()?,17) por f: [ fo fi ], com fo € Homp, (X,Y) e f1 €
Homp,, (X, FY'). Quando ndo houver risco de ambiguidade, denotaremos os objetos
X na categoria cluster Cg simplesmente por X.

Como F' é um automorfismo segue do lema acima e do Teorema 56 que a categoria
cluster Cg = Dg/F é uma categoria triangulada cujo funtor projecdo 7 : Dy —
Dy /F, que associa cada X em Dy a sua F-Orbita X, e cada morfismo f € D,

44



o morfismo f € Cq, projecao de f, dado por f = [ f 0 ], é triangular. Como
consequéncia disto, o funtor suspensao [1]¢,, em Cq é induzido pelo funtor suspensao

[1]p, em Dy, ou seja, X[1]c, = X[1]p,-

Seja A uma K-algebra e considere modA a categoria de A-modulos. E conhecido
que dados M, N € modA temos Ext}y(M, N) = Homps 4y (M, N[1]). Este resul-
tado motiva a seguinte defini¢io de Ext!- (X, Y) numa categoria triangulada 7~ com
funtor suspensédo [1|. Para quaisquer objetos X, Y € T temos:

Ext} (X,Y) := Homy (X, Y[1])

Segue da defini¢ao que, para quaisquer complexos X, Y € Dy e objetos )?, Y € Co

Exth, (X,Y) := Homp, (X,Y[1]) ¢  Extl, ()??) = Home, ()?,?[1]) ,

na categoria derivada Dg e na categoria cluster Cg, respectivamente. Dai temos
que:
ExtéQ ()?,}7) = Homg, ()?,?[1])
= @ Homp, (X, F'Y[1])
€7
1 i
= @ExtDQ (X, FY).
€L
logo,
Extp,, <X, Y> = P Exth, (X,FY), (3.2)
i€Z

Pela Proposicao 58 para X, Y em S, temos:

Extg,, ()? ?) = Exth, (X,Y) @ Exth, (X, FY) (3.3)

Exemplo 61. Seja () o quiver
2—1<-—3

o quiver de Auslander-Reiten da algebra de caminhos K@), é:

45



Pelo fato da algebra de caminhos K () ser hereditaria, podemos descrever a categoria
derivada D¢ dada por:

AYAYAYAYAYAN
AYAYAVAYAY,

Vamos identificar os objetos que estao na mesma F-Orbita para construirmos a
categoria cluster. Considerando o médulo P;, temos:

FpP =7'P[1] = L[1],

assim P; encontra-se na mesma F-orbita que I;[1]. Considerando agora o modulo
Py, temos que P estd na mesma F-orbita que I3[1], pois:

FP,=717'RP1] = L[1].
Fazendo o mesmo processo para o modulo P; obtemos:
FP3 = T_lpg[l] = [2[1],

isto é, P3 estd na mesma F-Orbita que I3[1]. Dessa forma, identificamos no quiver
de Auslander-Reiten os representantes das F-orbitas, ou seja,

AVAVAVAVAVAN
VAVAVAVAYAY

Portanto, restringindo as 6rbitas, obtemos a seguinte categoria cluster Cp:

VAV
AV

Observe que, as flechas na figura acima sao somas diretas de morfismos. Por exem-
plo, a flecha P, — [ corresponde a um morfismo f € Homg, <P2,[1). Como

Py, I, € S, entiio por (3.1), Homg, (E,E) — Homp, (Ps, ) & Homp,, (Py, FT,).

Assim, f = [ fo fi ], em que fo € Homp, (P, 1) é a flecha no quiver de
Auslander-Reiten de modKQ e f; € Homp, (P2, F(I1)) = Homp,, (P2, P1[2])) = 0,
ou seja, f; = 0.
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Proposicao 62. Seja D a categoria derivada limitada de KQ-modulos finitamente
gerados e seja F : Do — Dg o funtor tridngulo F = 77 '[1]. Entdo a categoria
triangulada Cq € uma categoria de Krull-Schmidt.

Demonstragao: Proposi¢ao 1.2 em [4]. O

Utilizando a proposicao acima e sua demonstragao podemos mostrar que os ob-
jetos indecomponiveis em Cg sao exatamente da forma X para X um objeto em
S = ind (modKQ)J{F[1] /1 <i<n}, a grosso modo, podemos dizer que os
objetos indecomponiveis na categoria cluster Cg sao os objetos indecomponiveis em
modKQ mais n objetos extras que sdo os n indecomponiveis projetivos P;[1]. Dai
para XeY objetos indecomponiveis em C temos a igualdade (3.1), ou seja,

Home,, ()N( ?) — Homp, (X,Y) @ Homp,, (X, FY).

Ainda pelo fato de Cg ser de Krull-Schmidt, além de objetos indecomponiveis, temos
os conceitos de morfismos irredutiveis o que nos permite construir uma Teoria de
Auslander-Reiten sobre Cg. Os triangulos de Auslander-Reiten em Cg sao induzidos
pelos triangulos de Auslander-Reiten em Dg, como mostra a proposicao abaixo:

Proposicao 63. Seja Q um quiver aciclico e seja Dg a categoria derivada limitada
de KQ-mddulos finitamente gerados. Considere F' : Dg — Dg o funtor tridngulo
F = 771]. Entdo Cq possui triagngulos de Auslander-Reiten e todo tridngulo de
Auslander-Reiten em Cq € projecao de um tridngulo de Auslander-Reiten em Dy.
Além disso, o quiver de Auslander-Reiten de Co € Q(Dg),/ F'.

Demonstracao: Seja X um objeto em indCp. Como a categoria D, ¢ hereditéaria
e X é um objeto em S C indDy, existe o triangulo

f

X E—2-X > 7X[1] (3.4)

de Auslander-Reiten em Dg. Pelo fato de m: Dg — Dg/F ser um funtor triangulo
temos que existe o triangulo induzido

X loEB X SorX] (3.5)

em Cgp. Queremos mostrar que o triangulo 3.5 é de Auslander-Reiten, ou seja, f
é quase cindida a esquerda, g é quase cindida a direita e 5 # 0. Em razao de
s ser projecao de s temos § = [ s 0 ] Como o triangulo 3.4 é de Auslander-
Reiten temos s # 0. Assim, 5 # 0. SeJa Z em indCq, com X % 7 e seja
h: 17X — Z um morfismo nio secao. Como TX A= indCg, entao h = [ ho M ]
com hy € Homp,, (7X,Z) e hy € Homp,, (17X, FZ). Em virtude de X * Z, segue
que 7X ¢ Z, logo 7X 2 F'Z e h; nao é secao, para i = 0,1. Assim, existem
0o F —- Zet,: E — FZ tais que fty = hyg e ft; = hy, ou seja, o seguinte
diagrama:
D Ay

o A

F'Z
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¢ comutativo.  Logo, tome ¢ = [ ty t } , com ty € Homp, (E,Z) e
t1 € Homp,, (E, FZ). Pelo fato de f ser projecao de f temos f = [ f 0 ], dai

fv?:[f 0].[Ft10t1 Ftllto}:[fto fh]z[ho hl}zh

Portanto, fé quase cindida a esquerda. Analogamente, mostramos que g é quase
cindida a direita e, dai 3.5 é um triangulo de Auslander-Reiten.

Como o triangulo 3.5 é de Auslander-Reiten segue que mp, X = TCQ)Z'. Além disso,
Q(Dg)/F é o quiver de Auslander-Reiten de Cy,. O

A proposicao acima caracteriza os triangulos de Auslander-Reiten na categoria clus-
ter Cg, embora os tridngulos exatos em Cg nao sejam, de forma geral, projecoes de
triangulos em Dg. Na verdade nao existe uma descrigao explicita dos triangulos
exatos na categoria cluster CQl.

Um resultado interessante na categoria cluster é que o funtor suspensao é igual a
translacao de Auslander-Reiten, como mostra o corolario abaixo:

Corolario 64. 7¢, = [lc,-

Demonstracao: Seja M um objeto em Cg, entao

TeoM = 7M = 7FM = 77-'M[1] = M[1] = M[l]c,,
a primeira igualdade segue da Proposicao 63. U

O resultado acima nos garante um fato muito interessante. Veja o exemplo abaixo.

Considere o morfismo f : I} — I, @ I3 em Dg no exemplo 61. Construindo o
triangulo de Auslander-Reiten, obtemos:

[1$'12 @[3$P1[1] ﬁll[]_]

Pela proposicao 63, temos o seguinte triangulo em Cg:

L—1-Tok-—2-P1—n[.

Segue que:

L—1-hLoel— Pl — L[, .

Pelo Corolario 64, temos:

LA demonstracdo da triangulacdo da categoria cluster, e mais geralmente das categorias 6rbitas
cujos automorfismos satisfazem as condigoes do Teorema 56 é feita por Keller, em [19], por uma
imersao exata em uma DG categoria triangulada de Frobenius. Os elementos na imagem desta
imersao nao estao explicitos.
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dai temos:

—~— —~

Lt-Lel—-P1—h.

Por outro lado, temos o seguinte triangulo em Cq:

o~

P —-PeP—~T,—PJl].

Portanto,

—~—

L—{-LelL— Pl —P—~PeP—~I,—Pl

Y

ou seja, os triangulos na categoria cluster formam um ciclo.

Seja D = Hompg (—, K) o funtor contravariante que é conhecido como dualidade
Standard. Na categoria D¢ é conhecida a seguinte dualidade de Serre:

Extp,, (M, N) =~ DHomp,, (N, 7M), (3.6)

em que, M, N € Dg. A proposi¢ao abaixo induz uma férmula analoga para Cg,.

Proposicao 65 (Dualidade de Serre). Sejam X, Y objetos em Co e seja
D = Homg (—, K). A categoria cluster Co tem dualidade de Serre, ou seja,

Ext, ()??) ~ DHomg, (?,TCQ)?) ,
funtorial em ambos XeY.
Demonstracao: Segue dos isomorfismos seguintes:
ExtéQ ()A(:, 57) = Home, ()?, ?[1])
= @ Homp, (X, F'Y1])

i€z

~ G}ZDHomDQ (FY, 7X) segue de (3.6)
1€

= QBZDHOHIDQ (Y, F'1X) F' & equivaléncia

— DHomg, (37, FX)
= DHomg, (57, TCQ)?>

Uma categoria triangulada 7 é dita n-Calabi- Yau se para M, N € T temos:
Homy (M, N)~ DHomy (N, M|n]).

A categoria cluster Cg tem a propriedade de ser 2-Calabi-Yau gracas a proposicao
anterior que nos garante a dualidade de Serre em Cg, veja a proposicao abaixo:
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Proposicao 66. A categoria cluster Cg € 2-Calabi-Yau, ou seja,
Home, <)~(, ?) ~ DHomg,, (37, )?[2]) ,
para X , Y € Co.

Demonstragio: Sejam X, Y € Co- E suficiente mostrar a seguinte "simetria"
do funtor ExtéQ:
Extp,, (X, Y) ~ DExt}, (Y, X) , (3.7)
pois,
Home, ()?, ?) = ExtéQ ()?7 ?[—1])

~ DExt}, (17[—1], )N()

— DHome, (V[-1], 5([1])

= DHomg, Y, )?[2])

segue de (3.7)

Agora mostraremos que (3.7) de fato se verifica.

ExtéQ ()N(, ?) ~ DHomg,, (57, 7T)/() = DHomg,, (17, )Z[l]) = DExtéQ (37, )?)
O isomorfismo segue da dualidade de Serre em Cp e a primeira igualdade de
TCQ = [1](3@- |
Proposicao 67. Seja KQ a dlgebra de caminhos de um quiver () aciclico.

(a) Se X, Y € Dg, entio

Extp, (X,Y) ~ DExtp, (Y, F7'X).
(b) Se X eY sao KQ-mddulos indecomponiveis, entao
Exctd, (X, Y) ~ Extlo (X,Y) & DExtl, (Y, X).
(¢c) Se X eY sao KQ-mddulos e X ¢é projetivo, entio

Home,, ()?, ?) ~ Homgq (X,Y).

Demonstragao:

(a)

Extp, (X, Y) = DHomp, (Y, 7X)
= DHomp, (Y[1], 7X[1])
= DExtp, (Y[1], 7X)
= DExtp, (Y, 7X[-1])
= DExtp, (Y, F7'X)

—~

Portanto, Ext%)Q (X,Y) ~ DExt%)Q (Y, F~'X), como queriamos.
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(b) Sejam X e Y K@-moédulos indecomponiveis, entao

EXtéQ (55,57) = gBZEXt}DQ (X, F'Y) segue de (3.2)
- EBZHOHIDQ (X[-1], FY)
= @ Homp,, (17'7X[-1], F'Y)
= g}ZHomDQ (r7'F'X, F'Y)
- %HomDQ (71X, FY)
i€

Como X € ind (modKQ), entao 771X pertence a S. Dai, pela Proposi¢ao
58, temos:

Extd, ()??) = Homp, (7"'X,Y) ® Homp, (71X, FY)
= Homp, (77'X[1],Y[1]) ® Homp, (X, TFY)
~ Extp, (FX,Y)® DExtp, (FY, X)
~ DExty (Y, X) ® Exty (X,Y)

Em que, o ultimo isomorfismo é consequéncia das seguintes observagoes. Pelo
item (a) e pelo fato de X, Y serem K@Q-modulos, temos:

DExtp, (Y, F7'X) =~ Extp, (X,Y) = Extq (X,Y).
Além disso,

Exth, (FX,Y) = Exth_ (X,F'Y) = DExth,_ (Y, X) =~ DExtl, (Y, X).

Sem perda de generalidade, suponha X, Y € ind (modK (@), segue da Propo-
sicao 58 que:

Home, ()N( 17) — Homp, (X,Y) @ Homp,, (X, FY). (3.8)

Agora, note que:

DHomp,, (X, FY)

DHomp,, (X, 77'Y[1])
DHomyp,, (17X, Y[1])
= Extp, (71X, Y).

12

Como X é projetivo por hipotese, entao 7X = I[—1], para algum modulo
injetivo I, assim:

DHomp,, (X, FY) ~ Extp, (7X,Y) = Extp,, (I[-1],Y) =~ Ext% (I,Y) = 0,

pois K@ ¢é hereditaria. Logo, Homp, (X, F'Y) = 0 dai substituindo este
resultado em (3.8) temos:

Home,, ()A{:, ?) = Homp,, (X,Y) ~ Homgq (X,Y).
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3.5 Teoria Tilting em categorias cluster

Nesta secao apresentaremos a teoria tilting em categorias cluster tendo como refe-
réncia [4]. Robert Marsh, Markus Reineke e Andrei Zelevinsky em 2003 mostraram
que existe uma conexao entre algebras cluster e teoria tilting para algebras heredi-
tarias em [22], motivando assim a criagdo desta teoria. Neste trabalho esta teoria
sera utilizada para fazer conexao entre algebras cluster e categorias cluster. Ao
longo desta secao K@ ¢é a algebra de caminhos hereditaria de um quiver @) aciclico.

Definicao 68. Um subconjunto 7 de objetos indecomponiveis nao-isomorfos em
Dg ou em Cq ¢ dito uma Ext-configuragao, se:

(E1) Ext!(X,Y) =0 para todo X, Y em T, e;

(E2) Para qualquer indecomponivel Z ¢ T existe algum X € T tal que Ext! (X, Z) #
0.

O proximo resultado nos mostra que uma Ext-configuracao em Dy é estavel sob
a acao do funtor F = 77![1]. Este serd mais um dos motivos da conveniéncia
na definicao do funtor F' e terd como consequéncia que a categoria cluster é um
ambiente mais adequado para a teoria tilting, eliminando algumas deficiéncias que
existem na categoria de médulos.

Proposicao 69. Seja T uma Ext-configura¢io em Dg e seja M € indDq. Entao
M €T se, e somente se, FM € T.

Demonstracido: Suponha M € T. E suficiente mostrar que FM e F~'M estao
em 7. E claro que FM, F~'M € indDg. Mostraremos primeiro que F~'M € T.
Suponha o contrario, ou seja, F~'M ¢ T. Como T é uma Ext-configuragio, por
(E2) existe X € T tal que Ext%)Q (X, F~'M) # 0. Pela Proposigao 67(a), temos:

DExtp,, (M, X) =~ Extp, (X, F7'M) # 0.
Dal, ExtIDQ (M, X) # 0 o que contradiz (E1), pois X, M € T. Logo, F"'M € T.
Analogamente, suponha que F'M ¢ T. Assim, por (E2), existe algum X € T tal
que Ext%)Q (X, FM) # 0. Como X € T, pelo que provamos acima F~'X € T, dai
Extpo (F'X, M) ~ Extpo (X,FM)#0
o que contradiz (E1). Portanto, FM € T. O

Ext-configuracoes em Dy e em Cg possuem um ligacao dada pela seguinte proposi-
cao:

Proposigao 70. (a) Se T é uma Ext-configuracao na categoria cluster Cg, entao
T:{XGDQ/}ZE%}
¢ uma Ext-configuracio em Dy.
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(b) Se T € uma Ext-configura¢io em Dg, entio

%:{)?/XGT}

¢ uma Ext-configuracao em Cg.

Demonstragao:

()

Queremos mostrar que 7 = {X €Dy / X e 7’} satisfaz (E1) e (E2). Sejam
X eY em T, entao )Af, Y € T. Como T é uma Ext-configuracao em C,
entao Ext(le ()?,?) = 0. Assim, Ext%)Q (X, F'Y) = 0, para todo i € Z,
em particular, Extpo (X,Y) = 0, logo a condicao (E1) é satisfeita. Seja
Z € indDg tal que Z ¢ T. Entao Z ¢é indecomponivel em Cg, com Z ¢ T.
Assim, por (E2) existe X € T tal que Ext(le ()?,Z) # 0 na categoria Cg.
Logo,
0 # Ext}, <)~< Z') — P Exth, (X.FZ),

i€Z
ou seja, para pelo menos algum ¢ € Z, temos ExtIDQ (X,F'Z) # 0, assim
Ext%)Q (F'X,Z) # 0. Sabemos que X = ]*:i\)/(, como X € ’7', entio FiX € 7-,

segue dai que F"X € T. Logo, a condigao (E2) é satisfeita. Portanto, T é
uma Ext-configuracao em Dy,.

Vamos mostrar agora que T = {)?/X € T} ¢ uma Ext-configuragdo. Sejam

)N(, YeTe suponha ExtéQ ()N(,EN/> % 0. Pela construcao de T temos que
X, Y eT. Como

Bxtl, (X.7) = @ Exth, (X, F'Y),
i€z
entdo existe algum ¢ inteiro tal que EX%Q (X, F'Y) # 0. Pela Proposigao
69, F'Y € T, pois Y € T, o que é uma contradi¢ao para (E1) em 7. Logo,
ExtéQ ()?7 }7> = 0, satisfazendo (E1). Seja Z ¢ T tal que Z € indDg,. Entdo,
Z ¢ T, assim existe algum X € T tal que Ext%)Q (X,Z) # 0, por (E2) em
T. Segue que EX‘L};Q ()?, Z) #£0. Como X € T temos que T satisfaz (E2).
Portanto, T é uma Ext-configuracao em Cg.

4

Um conceito importante na teoria tilting é o de conjunto tilting, dado pela defini¢ao
abaixo.

Definicao 71. Dizemos que um conjunto 7 de objetos indecomponiveis nao-isomorfos
em Dy ou em Cq € um conjunto tilting, se satisfaz as seguintes condicoes:

(C1)

Ext' (T, T') = 0, para todo T, 7" € T, neste caso, dizemos que 7 é um
conjunto rigido, e;
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(C2) T é maximal com respeito a esta propriedade.

A condigao (C2) é equivalente a dizer que, para todo indecomponivel M ¢ T existe
algum T € T tal que Ext' (T, M) # 0 ou Ext' (M, T) # 0.

Os conceitos de conjunto tilting e Ext-configuracoes sao coincidentes em categorias
cluster. Veremos que o mesmo nao ocorre na categoria derivada.

Proposigao 72. Seja T um conjunto de objetos indecomponiveis nao-isomorfos em
Co. T € um conjunto tilting se, e somente se, € uma Ext-configuragao.

Demonstracao: Suponha T um coanunto tilting em Cg. Assim, por definicao,
ExtéQ (X,Y) =0, para todo X, Y € T, satisfazendo a condicao (E1). Seja M €
indCq tal que M ¢ T. Se ExtéQ (X, M) = 0, para todo X € T, pela simetria
do funtor Ext(le (3.7), pagina 50, segue que Ext(le (M, X) =0, para todo X € T.
Assim, T U {M} é um conjunto rigido, o que contradiz a maximalidade de T.
Logo, existe algum X € 7T tal que ExtéQ (X, M) # 0, assim (E2) é satisfeito.
Portanto, 7 ¢ uma Ext-configuracao em Cg. MReCiprocamente, suponha 7 uma Ext-
configuracao em Cq. Queremos mostrar que T é um conjunto tilting. Por definicao,
Ext(le (X,Y) =0, para todo X, Y € T, assim a condigao (C1) é satisfeita. Como
7 uma Ext-configuragio, por (E2), para todo indecomponivel M ¢ T existe algum
X €T tal que ExtéQ (X, M) # 0, ou seja, T é maximal com respeito a propriedade
(C1). Portanto, 7 é um conjunto tilting. O

Observe que para provarmos a primeira implicacao na proposicao acima usamos a
seguinte simetria do funtor Ext! valida em Co:

ExtéQ <)?,}~/> o~ DExtéQ (?,)?) .

Porém, esta simetria nao ocorre, em geral, na categoria derivada Dg. Segue dai
que em Dy existem conjuntos tilting que nao sao Ext-configura¢oes como mostra
o proximo exemplo. Este é um dos fatos que mostra que a categoria cluster é um
bom ambiente para a teoria tilting, enquanto que, na categoria derivada D¢ existem
alguns problemas.

Exemplo 73. Suponha K@ a algebra de caminhos de um quiver @) cujo grafo
subjacente é do tipo Az. Na figura abaixo ilustramos o quiver de Auslander-Reiten
da categoria derivada Dg. As flechas foram omitidas para facilitar a visualizacao.

® O O O e O e O O O e O O e O O e O O e O o e o
® O O e O O e O O e O O e O O e O O e O O e o o

® O e O O O e O e O O O e O O e O O e O O e O o

Seja o conjunto infinito 7 formado pelos objetos que seguem o padrao dos circulos
preenchidos. Pela dualidade de Serre na categoria derivada, temos:
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Extp, (X,Y) =~ DHomp, (Y,7X).

Considerando quaisquer dois objetos X, Y em 7T e, lembrando que para qual-
quer objeto X, a translacao 7.X é o objeto imediatamente & esquerda, temos
Homp,, (Y,7X) = 0 dai Extpo (X,Y) = 0, satisfazendo a condigao (Cl) da de-
finicao 71. Podemos observar ainda na figura que para qualquer objeto M tal que
M ¢ T, existe algum X € T tal que:

Extp,, (X, M) =~ DHomp,, (M, 7X) # 0,
ou
Extp,, (M, X) =~ DHomp,, (X,7M) # 0,

isto é, 7 & maximal com respeito a condigdo (C1). Portanto, 7 é um conjunto
tilting. Considere agora o objeto Z correspondente ao vértice destacado na figura
com um pontilhado em volta. Temos que, Z ¢ T e para todo X € T,

Extp, (X, Z) ~ DHomp, (Z,7X) = 0,

portanto, 7 ndo satisfaz (E2), logo ndo é uma Ext-configuragdo. Note ainda que 7
nao é F-invariante, assim pela Proposicao 69 nao poderia ser uma Ext-configuracao.

3.6 Objetos Tilting e Mo6dulos Tilting

Na secao anterior definimos e estudamos a relacao entre conjuntos tilting e Ext-
configuragoes. Vamos introduzir aqui os conceitos de objetos tilting basico em
Co e estabelecer uma relacao entre estes e os modulos tilting béasicos sobre K@)
introduzidos na subsecao 3.1.1.

Definicao 74. Um objeto 7" na categoria cluster Cg é chamado objeto tilting bdsico,
se:

(i) ExtéQ (T,T) =0, ou seja, T é rigido, e;

(ii) T tem um niamero maximo de somandos diretos nao-isomorfos satisfazendo a
condigao (i).

Observagao 75. Um objeto em Cp ¢ um objeto tilting bésico se, e somente se, é a
soma direta de todos os objetos em um conjunto tilting 7.

Mais adiante veremos que qualquer conjunto tilting em Cg é finito de tal forma que
sempre existird um objeto tilting basico correspondente.

O proximo resultado nos permite estender um objeto rigido basico em Cy a um
objeto tilting basico.

Proposigao 76. Seja ) um quiver aciclico com n vértices e considere K@) a dlgebra
de caminhos sobre Q). Seja Cq a categoria cluster associada ao quiver Q). SeT é um
objeto rigido bdsico em Cq, entao T pode ser estendido a um objeto tilting bdsico.
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Demonstracao: Para provarmos o teorema primeiro mostraremos a seguinte
afirmacao:

Afirmacgao: Qualquer objeto rigido basico 7" em Cg tem no méaximo 2n somandos
indecomponiveis.

Seja T um objeto rigido basico em Cq. Suponha T3, ..., T,, T,44, ..., T} objetos
indecomponiveis em S tal que T1 @& ... & T, & T,11 & ... & T; determina T, em
que {7y, ..., T.} C ind(mod KQ) e {T,11, ..., Tt} C{R[1] / 1 <i < n}. Pela

Proposicao 67 (b) temos que:
Exte, (X, Y) = Extyq (X, Y) ® DExtyq (Y, X),

em que, X, Y sao K(@Q-mo6dulos indecomponiveis. Como 77 é um objeto rigido
basico, segue que Extyo (T1® ... T, Ty ®...®T,) =0. Entao, T} & ... ® T, ¢
um modulo rigido bésico. Logo, r < n e dai t < 2n. O que mostra a afirmagao.

Em particular qualquer objeto rigido basico tendo T" como um somando direto tem
no maximo 2n somandos diretos indecomponiveis e dai T" pode ser estendido a um
objeto rigido maximal em Cg, que é entao, por defini¢cao, um objeto tilting béasico.
O

Veja que a definicao de objeto tilting basico é muito parecida com a de modulo
tilting basico. De fato, como a categoria de modulos mod K@) pode ser imersa na
categoria cluster Cp é natural desejar que os K()-mo6dulos tilting basicos, quando
visto em Cg, pertencam a classe dos objetos tilting bésicos. Isso segue do seguinte
resultado:

Teorema 77. Seja () um quiver aciclico com n vértices. Considere a categoria
cluster Cg associada a Q).

(a) Os objetos tilting bdsicos na categoria cluster Cg sao exatamente aqueles vin-
dos de modulos tilting bdsicos sobre alguma dlgebra hereditdria H derivada-
mente equivalente a K. Como consequéncia disto, estes possui n somandos
diretos indecomponiveis nao isomorfos.

(b) Seja H uma dlgebra hereditdria derivadamente equivalente & KQ. Qualquer
H-modulo tilting bdsico induz um objeto tilting bdsico em Cg.

Demonstragao:

(a) Seja T' um objeto tilting basico em Cg. Suponha Ty, T5, ..., T, objetos em
S induzindo T

Caso 1 Se T; ndo é somando de {P;[1] /1 <i < n},ouseja, Ty, To, ..., T, €
modKQ, entao T'=T1 1T, & --- P T, ¢ um KQ-modulo rigido basico.
Suponha que 77 & To & --- @& T, nao é modulo tilting. Pelo Teorema
de Bongartz, existe um KQ@Q-modulo 77 ndo nulo tal que T = T @ T’
¢ um modulo tilting basico sobre K(Q. Assim, T é um objeto tilting
béasico em Cg que contém propriamente 7' como um somando direto, o
que contradiz a maximalidade de T'. Logo, 7" =0 e dai T' ¢ um modulo
tilting basico sobre KQ.
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Caso 2 Suponha algum objeto T; € {F;[1] / 1 <i < n}.

Subcaso 2.1 Se T}, T,, ..., T, nao sao projetivos, lembrando que al-
gum T; € {P[1] / 1 < i < n}. Neste subcaso, temos
{1, To, ..., T} C 1py(modKQ), eentiao T =T1 @ T ® - & T, &

modulo tilting béasico sobre uma algebra hereditaria derivadamente
equivalente a K (), na verdade isomorfa & K(), porém com uma imer-
sao diferente em Dg,.

Subcaso 2.2 Se algum 7 é projetivo.

(2.2.1)

(2.2.2)

Suponha K@) do tipo de representacao infinita. Lembre-se que
algum T; € {P;[1] / 1 < i < n}, caso contrario, jA provamos no
caso 1. Se T' nao tem somando direto injetivo, entao T(;;T C
modK Q. De fato, como T, é projetivo, 7-!T; € modKQ. Por
outro lado, como 7; € {P,[1] / 1 < i < n}, para algum j €
{1,...,n}, temos T; = P;[1], dai:

o Tj = 1o, Pill] = FP;

logo, TC’QlTj € modK(). Assim, como no subcaso 2.1,
T e TD_é(mOdKQ). Se T possui algum somando direto injetivo
Ty tal que TC_QIT tem um somando direto em {P;[1] / 1 <i < n}.
Dai podemos aplicar novamente TC_QI. Como a representacao é
infinita nao ha risco de que Tng(Tngﬂ) seja injetivo, logo caimos
no caso que acabamos de provar. Se mesmo depois de aplicar-
mos TgQZT tivermos mais moédulos injetivos, aplicamos Tng até
elimina-los. Lembrando que, neste caso, nao temos risco de al-
gum modulo nao injetivo produzir um modulo injetivo apés apli-
car TC_QI, pois a representacao € infinita. Como a algebra K@) ¢
de dimensao finita, para algum ¢, temos TC_QtT € modK Q. Logo,
tome H algebra hereditaria derivadamente equivalente & K@
imersa como 77 (modK Q) e dai T é um mddulo tilting bésico
sobre H.

Suponha K () do tipo de representacao finita. Observe que, neste
caso, 0 processo anterior nao pode ser aplicado, uma vez que, as
repetidas aplicagoes de o ! podem produzir novos modulos inje-
tivos. Para mostrarmos este caso, fazemos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1: Se T é um objeto tilting basico, para todo KQ-
modulo projetivo simples S que nao é somando de T', existe um
caminho para algum 7;.

De fato, se S ¢ addT, entao Ext}zQ (T, S) # 0. Pela dualidade
de Serre, segue que Home, (S, 71") # 0. Dai, pela Proposicio
08, temos:

0 # Home,, (S, 7T) = Homp,, (S, 7T) ® Homp, (S, F7T) =

— Homp, (S, 7T) & Homp, (S, T[1]).
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Como S é¢ modulo projetivo simples, temos Homp,, (S, T'[1]) = 0
e daf Homp,, (S, 7T") # 0. Logo, existe uma caminho do médulo
S para algum somando 7} de T

Consideremos a(K Q) a soma dos comprimentos de todos os ca-
minhos, em que caminhos através da mesma sequéncia de vérti-
ces sao contados apenas uma vez, de um K@Q-modulo projetivo
simples que nao estd em add 7', para algum somando 7; de T,
ou seja,

a(KQ) =) _I(S, T,

em que S é um K@Q-modulo projetivo simples e nao estd em
add T. Substituindo K@ por uma algebra hereditaria H deri-
vadamente equivalente & K@), se necessario, considere a(KQ) o
menor valor possivel. Suponha a(KQ@Q) > 0. Entao existe al-
gum K @Q-modulo projetivo simples S; tal que S; ¢ add T, ou
seja, pelo menos um caminho é nao nulo. Como S; é projetivo
simples (e K@ é hereditaria), entdo o vértice i ¢ um pogo. Seja
H = (EndM)°, em que M = 7715; ® P ¢ um APR-modulo
tilting, com P soma direta dos moédulos projetivos com exe-
cecao do projetivo P; associado ao vértice i. Segue dai que
a(H) < a(KQ), mas é conhecido que a algebra de endomorfismo
oposta de um APR-modulo tilting é derivadamente equivalente a
algebra deste respectivo modulo, contradizendo a minimalidade
de a(KQ). Assim, o(KQ) = 0. Portanto, existe H élgebra he-
reditaria derivadamente equivalente & K (), tal que todo médulo
projetivo simples é somando direto de 7.

Afirmacao 2: Nenhum somando de 7" estd em TD_CEKQ.

Suponha T; = 771 P, em que P ¢ um KQ-modulo indecomponi-
vel projetivo. Entao, como ja vimos, existe algum K @Q-modulo
indecomponivel projetivo simples S, com Homp, (S, P) # 0,
daf Homp,, (S, 7T;) # 0. Pela dualidade de Serre, temos:

EXt%)Q (T3, S) ~ DHomp, (S, 7T;) # 0.

Logo, Ext%)Q (T;, S) # 0, mas S € add T, pois é um KQ-
modulo indecomponivel projetivo simples, o que contradiz a ri-
gidez de T'. Portanto, 7' nao possui somandos diretos em Tgé KQ.

Escolha H derivadamente equivalente & K (), se necessario, tal
que Tgé(modKQ R[] / 1 < i < n}) é igual a
(mod H|J{P[1] /1 < i < n}), em que P; em ambos os ca-
sos representam os objetos indecomponiveis projetivos sobre as
respectivas algebras. Como 7; ndao ¢ um somando de TBéK Q,

entdo T; nao é somando de {P;[1] / 1 < i < n} sobre a élgebra
‘H. Portanto, T' é um modulo tilting bésico sobre H.
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(b) Seja T" um objeto rigido basico em Cg induzido por um H-moédulo tilting
bésico. Entao T' tem n somandos diretos indecomponiveis. Pela Proposicao
76, T' pode ser estendido & um objeto tilting bésico em Cg, finalizando assim
a demonstracao.

g

Segue do teorema acima e da observacao 75, pagina 55, que qualquer conjunto tilting
em Cg é induzido por um moédulo tilting basico sobre alguma &lgebra hereditéria
H derivadamente equivalente & K. Logo, qualquer Ext-configuracao em Cq ¢
induzido por tal moédulo tilting basico. Além disso, segue que todos os objetos
tilting béasicos em Cg tem o mesmo ndmero de somandos indecomponiveis nao-
isomorfos quanto o ntiimero de vértices do quiver Q).

Exemplo 78. Seja () o quiver 2——1~<——3. Seja Cqg a categoria cluster asso-
ciada a @) e considere o objeto T' = Py [1] & I, @ I3 em Cp. Como vimos no exemplo
61, pagina 45, a categoria cluster Cg ¢ dada por:

No quiver acima os objetos indecomponiveis destacados formam o objeto T". Mos-
traremos que 7' é um objeto tilting bésico em Cq. De fato, segue de (3.3) que:
Exte, (T, T) = Extp, (T, T) @ Extp, (T, FT)
~ DHomp,, (T, 71") © DHomyp,, (FT, 7T
= DHOI’HDQ (Pl[l] @12@13,[1 @Pg@PQ)@
@DHOIHDQ ( ]1[2] D PQ[Q] D Pg[Q], ]1 D P3 D PQ)
= 0

Assim, T satisfaz a condicao (i) da Definicdo 74. A condi¢ao (ii) ¢ claramente
satisfeita.

Pelo teorema acima, 7" é induzido por um modulo tilting basico sobre alguma algebra
hereditaria derivadamente equivalente & K (). Queremos encontrar esse tal modulo
tilting. Vamos encontrar a algebra de endomorfismo oposta do objeto 7', para isso
precisamos calcular os morfismos entre cada somando do objeto T'. Pela equacao
3.1, temos:

I‘IOIIlCQ (Pl[l], ]2) = HOH]DQ (Pl[l], ]2) D HOHlDQ (Pl[u, FIQ)
Homp, (P1[1], I5) ® Homp, (P1[1], P»[2])
= 0.
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Home,, (P1[1], I3) = Homp, (Pi[1], I3) ® Homp, (Pi[1], F3)
= HOH’IDQ (Pl[].], 13) D HOIIIDQ (Pl[].L P3[2])
= 0.

HOIHCQ (]2, Pl[lb = HOH]DQ (]2, Pl[l]) D HOHIDQ (12, FPl[l])
= Homp, (I, Pi[1]) ® Homp, (11, 11[2])
= Homp, (I, Pi[1])
~ K.

HOIHCQ (]2, Ig) = HOHlDQ (IQ, ]3) (&) HOIHDQ (IQ, Fjg)
= HOHIDQ ([2, 13) D HOHIDQ (IQ, P3[2])
0.

HOIHCQ (]3, Pl[]_])

HOH]DQ (]3, Pl[].]) S>) HOHl'DQ (13, 11[2])
HOIHDQ (]3, Pl[]_])
~ K.

HOHlCQ (]2, Ig) = HOIHDQ (IQ, 13) D HOIH'DQ (IQ, PQ[Q])
= 0.

Dai, obtemos o seguinte (omitindo as identidades):

Ende,T - T T
Pi1] Pi1]

I 7 L

I3 I3

Logo, (End¢,T)? ¢ isomorfo ao quiver
OQp: 2«<—1——>3

Consideremos a algebra de caminhos sobre );. O quiver de Auslander-Reiten da
algebra K@), é:

Podemos construir a categoria derivada Dg,, em virtude da algebra de caminhos
K@, ser hereditaria, obtendo:
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NAVAVYAVAVAN

Py———-1, ————PJ1] ————-L]l]-----P2] - — — — =

Observe que as categorias derivadas das algebras de caminhos K@ e K@ sao
equivalentes (veja a categoria derivada de K@ no exemplo 61). Agora construindo
a categoria cluster Cg, obtemos:

AVAYAN
AYAYY

—_—~—

Podemos escolher outros representantes das F-orbitas Iy, Py[1], Ps[1] e Py[1] para
que os quivers de Auslander-Reiten das categorias cluster Cg e Cg, sejam equiva-
lentes. Dai temos:

L-1]----- Py ————- I

SN NS
P[=1]----- L[-1]----- P,

\[H{i_i\pz_xj

Na algebra de caminhos K@), temos que o médulo M = P, & P, ® P3 é um mo-
dulo tilting basico. Identificando M no quiver de Auslander-Reiten de Cg, observe
abaixo, temos que de fato M induz o objeto tilting basico T na categoria cluster
Co.

E conhecido que o quociente de uma categoria cluster por um objeto tilting basico
resulta em uma categoria de modulos que é abeliana. (Para maiores detalhes veja,
secao 4.1 no capitulo 4).
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Seja K@ a algebra de caminhos de um quiver () com vértices {1,...,n}. Relem-
brando que na categoria de modulos modK @ um K@Q-moédulo T é chamado tilting
quase completo se, sua dimensao projetiva ¢ menor ou igual a 1, possui n — 1 so-
mandos indecomponiveis nao isomorfos e é tal que Ext}(Q (T, T) = 0. O modulo
M & dito complemento de T se T = T @ M & um modulo tilting. Nas categorias
cluster Cp temos um conceito similar, dado pela seguinte defini¢ao:

Definigao 79. Um objeto T em Cg é chamado objeto tilting bdsico quase completo,
se:

. 1 T T o .
(i) Exte, (T, T) = 0;
(ii) T possui n — 1 somandos indecomponiveis nao-isomorfos, onde n ¢ o nimero
de vértices do quiver Q).

Se existe algum objeto indecomponivel M tal que 7' =T @ M é um objeto tilting
bésico, dizemos que M ¢ um complemento de T

Seja H uma algebra hereditaria de dimensio finita. E conhecido que dado um H-
modulo tilting quase completo M existe no maximo dois complementos de M, o que
nao garante a existéncia de exatamente dois complementos. No caso das categorias
cluster, o préximo resultado nos garante quantos complementos exatamente um
objeto tilting béasico quase completo possui.

Teorema 80. Seja T um objeto tilting bdsico quase completo em Co. Entao T
possui exatamente dois complementos nao isomorfos em Cg.

Demonstracao: Teorema 2.7, em [24] ou Teorema 5.1, em [4]. O

Seja T'um objeto tilting basico em Cg, entao existe um quiver ()7 associado a T' que
¢ o quiver da algebra de endomorfismo oposta do objeto T', ou seja, (Ende,T)?.
Assim, obtemos um par (T, Qr) o qual chamaremos de semente tilting. Dessa
forma, o Teorema 80 nos permite definir uma mutacao de um objeto tilting bésico
T, para cada k=1, ..., n, por:

(M) =mTeh)=TeT, =T,

em que T é um objeto tilting basico quase completo em Co e seus complementos
sao Ty, e Ty.

Assim, podemos definir também uma mutacao nas sementes tilting da seguinte
forma. Dada uma semente tilting (7, (Endc,7)), definimos:

/Lk(T, (EHdCQT>Op) = (T/, (EHdCQT,)Op),
onde 7" = (7).

De forma similar a que fazemos no capitulo 2, definimos o grafo tilting, cujos vértices
correspondem as sementes tilting e as arestas sao as mutagoes.

Teorema 81. O grafo tilting de uma categoria cluster Cq associada a um quiver ()
aciclico € conezxo.

Demonstrag¢ao: Proposi¢ao 3.5, em [4]. O
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3.7 Relacao entre Algebras cluster e Categorias clus-
ter

Como vimos no capitulo 2, para quivers Dynkin existe uma bijecao entre varidveis
cluster nao iniciais e raizes positivas do associado sistema de raizes e, consequente-
mente, uma bijecao entre variaveis cluster nao iniciais e médulos indecomponiveis.
Completando este resultado, podemos obter uma bijegao entre variaveis cluster (ini-
ciais e iteradas) e objetos indecomponiveis na categoria cluster do respectivo quiver
@, em que as n variaveis cluster iniciais que nao possufam correspondentes com
modulos estao em correspondéncia com os n objetos indecomponiveis P;[1], com
i€ {l,...,n}, na categoria cluster, que estdo associados a complexos transladados
na categoria derivada. E o que estudaremos nesta secio.

Seja () um quiver finito com conjunto de vértices Qo = {1, ...,n}, conexo e aciclico.
Consideremos a semente inicial (z, Q) = ({z1, ..., z»}, @). Vamos construir
uma aplicacao a que associa variaveis cluster a objetos rigidos indecomponiveis e
cluster & objetos tilting basicos em Cgp. Definimos primeiramente o(z;) = B;[1]
para i = 1,...,n. Dessa forma, a cluster {x1, ..., x,} estd em correspondéncia
com o objeto tilting basico Pi[1] @ --- @ P,[1]. Considerando agora a semente
inicial e aplicando a mutacao p; em (x, ), obtemos uma nova variavel cluster
u, cujo denominador determina um vetor dimensdo associado a um tnico KQ-
modulo indecomponivel rigido 77, em que T} 2 Bi[1] e Pi[1]®--- @ T & --- @ P,][1]
¢ um objeto tilting basico em Cg. Logo, a cluster {zy, ---, u}, ---, x,} estd em
correspondéncia com o objeto tilting basico P [1]®- - -®T!®- - -®P,[1]. Prosseguindo
de forma iterada, verifica-se que a aplicacao a estd bem definida. Utilizando o
Teorema 81, mostra-se a sobrejetividade da aplicagao a.

Dessa forma, temos o seguinte resultado:

Teorema 82. Seja ) um quiver finito aciclico e considere Ag e Cq, respectiva-
mente, a dlgebra cluster e a categoria cluster associadas ao quiver (). A aplicacao

o {varidveis cluster em AQ} — {objetos indecomponiveis rigidos em CQ}

¢ sobrejetiva e induz aplicagoes a que associa cluster em Ag e objetos tilting bdsicos
em Cq e @ que associa sementes em Ag e sementes tilting em Cq sendo que &
preserva mutagoes.

Demonstracao: Teorema 2.3, em [5]. O

Exemplo 83. Seja (1 o quiver

2—1<-—3.

Como vimos no Exemplo 50, pagina 37, cada variavel cluster nao inicial da alge-
bra cluster Ag, possui um correspondente modulo indecomponivel. Como vimos
acima, as variaveis cluster iniciais também possuem correspondentes objetos inde-
componiveis, a saber, cada variavel cluster x; estd em correspondéncia com o objeto
indecomponivel rigido P;[1], com i = 1,2, 3.
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Seja () um quiver finito conexo e aciclico. Vamos agora definir uma aplicagao
que leva objetos indecomponiveis rigidos em variaveis cluster na associada algebra
cluster Ag.

Seja M € modK (@ com vetor dimensao dimM = m e seja Grs(M) o conjunto de
todos os submoédulos de M com vetor dimensao €, ou seja,

Grs(M) ={N € modKQ@; N C M, dimN =¢&}.

A formula seguinte é chamada formula de Caldero-Chapoton :

X =3 xX(Gre(M)) [ [ ug =00 =om,

i

em que, X ¢ a caracteristica de Euler-Poincaré do quiver Grassmaniano (veja [6]) e
para M, N € modK (@ definimos

< dimM, dimN >= dimgHomgq (M, N) — dimgExty, (M, N),
e «; denota o vetor dimensao que tem 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais.

Nao daremos aqui a defini¢cao formal da caracteristica de Euler-Poincaré do quiver
Grassmaniano, uma vez que a mesma nao sera necessaria no caso geral, neste tra-
balho. Nos casos que necessitamos, em que o quiver ¢ Dynkin, pode-se mostrar que
o coeficiente x(Grs(M)) = 1.

Por exemplo, considere () o quiver:

2——1<-—3.

Como vimos no exemplo 61, pagina 45, a categoria cluster Cq associada a () é dada
por:

INISNG
WAVAN

Consideremos P; € modK (), vamos calcular Xp, utilizando a férmula de Caldero-
Chapoton. O vetor dimensao de P, é m = [100], além disso, os tinicos submodulos de
Py sa0 0 e ele proprio, dai € = [000] ou & = [100], em ambos os casos x(Grs(P;)) = 1.
Assim, temos:

—<0,01 >—<aq,01> —<0,02>—<ag,01> —<0,a3>—<as,a1>
4>(P1 — Ul . U2 ’ . U3 —|'_

+u7<a1,a1>7<a1,0> u7<a1,a2> <ag,0> u*<a1,a3>7<a3,0>
1 2 3

—<ap,001> —<ag,x1> —<ag,01> —<op,001> —<ap,02> —<ap,003>
_ul 11‘u221_u331_+_u1 11_u2 12'U313

_ ugusz+l
ul
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pois, Extyq (S2, 1) ~ K, Exty, (S3,81) ~ K. Observe que Xp, = —“2“3“ é
exatamente a variavel cluster que corresponde a P, no exemplo 50, péagina 37 no
capitulo 2.

Dessa forma, definimos a correspondente aplicacao ¢ de objetos indecomponiveis
rigidos na categoria cluster Cg para as varidveis cluster na associada algebra cluster
A da seguinte forma, para cada modulo indecomponivel rigido M associa-se a
variavel cluster X, dada pela formula de Caldero-Chapoton e Xp; = u;, para
1=1,...,n,em que P, sao KQ-modulos indecomponiveis projetivos e n ¢ o nimero
de vértices do quiver (). Podemos mostrar a injetividade e a sobrejetividade da
aplicacao . Consequentemente, temos o seguinte teorema:

Teorema 84. Seja QQ um quiver aciclico com conjunto de vértices {1,...,n}, e seja
Cq e Ag, a categoria cluster e a dlgebra cluster associadas a (), respectivamente.
Entao existem as bijecoes:

1.
{objetos indecomponiveis rigidos em CQ} — {varidveis cluster em AQ}
M — U
2.
{objetos tilting bdsicos em CQ} — { cluster em AQ}
T=T1¢---0&T, — up = {ug,...,ur,}
Demonstragao: Teorema 4, em [8]. O

Observe que o teorema acima nos da uma ligacao estreita entre objetos tilting
béasicos na categoria cluster Cg e cluster na algebra cluster Ag, porém nada é
afirmado a respeito de uma ligagdo entre o quiver da algebra de endomorfismo
oposta destes objetos tilting basicos com o quiver que aparece na semente da cluster
em questao. O proximo resultado nos mostra que de fato esta ligacao acontece.

Teorema 85. Seja Q um quiver finito e aciclico. Seja T um objeto tilting bdsico
quase completo em Co com M e M’ seus dois complementos. Consideremos T =
TOM eT' =ToOM' e denote por Qr = (Ende,T)” e Qr = (Ende,1"). Suponha
i o vértice em Qr tal que p;(T) =T', entio o diagrama

T— 7

| |

Qr+—— 1i(Qr) = Q1
é comutativo.

Demonstracao: Teorema 5.1, em [1]. O

R. Schiffler apresentou em [26] uma descri¢ao geométrica da categoria cluster para
quivers do tipo D,,.
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Capitulo 4

Aplicacoes dos resultados

Neste capitulo apresentamos alguns exemplos que ilustram os conceitos introduzidos
nos capitulos anteriores e, ainda, teremos a oportunidade de evidenciar e comentar
os resultados que apresentamos e demonstramos.

4.1 Caso D,

Seja ) o quiver

4
l—2<~—3

que é Dynkin do tipo Dy.

Vamos encontrar a algebra cluster Ag associada a (). A classe de mutagoes equi-
valentes do quiver () tem, além dele proprio, os seguintes quivers:

4 4
2 2——=3

0 : l<——2<—3 Q, : 1—o

DO —> &~
—

Q3 : I<—

Qs 1

Consideremos a semente inicial ({x1, z9, z3, 24}, Q). Na figura abaixo descrevemos
as primeiras iteracoes do processo de mutacao desta semente.



1+xo 14+x2+x123T4
({ z1 wlx; 2 y L3y L4 7@4)

14z M3 14 1+a
({ x127$27$3,$4},Q1> ({ o T2, x32,934},Q2>
T

14z 1+x
({ 1127'%27 1427'1.3} 7@2)

1+:c 3T 1+zo+tzi123T
<{l‘4, 1 3L4 , T3, 290196; 3%4

}7Q2)
14+x1232% l4+ax2+z1232
134,%4, 2 134}7Q2)

- 7

1+z1237
<{$1, ;23 47‘%‘371‘4} 7Q3) - ><

n2 ({ 14z12374

X1, Tox3

1+zo+xi2374
ToT4

Iy, T y L3

7Q2>
({1’1, L2, T3, 1:4} ) Q)

\ ~
NS H3 1 1
N +xo 1+xotTiT374
\\ ~ o ({ x3 ToT3 y L1, L4 7Q4)
N S K2
. N /

14z H3 142 142
N ({ 273327%1,954},@1) ({ 2, Iy, =2 x4},Q2)

\ 3 T3 1

- - 1221
N\ - -
N4\ e 1 1

+x +x

\\ ({ x32ax27 x427x1}aQ2>
AN
N\
N\
\ 14220 1+4+x2+x123T4
\ ({ $427 ToT4 , L3, T 7Q4
N H2
\ _

1+ H3 1+ 14+

<{ 2 372,1'3,1'1},@1) ({ m42,$2, x327x1}7Q2>
- - _ M

—

14z 14+x
({ x42a$27 x12,$3} aQQ)

Lembrando que as setas tracejadas indicam que as sementes nao sao aquelas obtidas
exatamente da mutacao e, sim, sementes equivalentes.

Dando continuidade ao processo de iteragao feito acima encontramos 50 sementes
distintas', a menos de equivaléncia, e um total de 16 variaveis cluster, sdo elas:

1—|—3§'2 1—|—3§'1£I?3.I'4 1+.1'2 1+$2
L1, Ta, T3, T4, ) )

) 9

T T T3 Ty
1+ a9+ 212374 14 29 + 12374 1429 + z120374
T1T9 ’ ToTs ’ Loy ’
1+ 229 + 22 + 212374 14 229 + 23 + 117374
T1T2T3 ’ T1XoT4 ’
1+ 22y + 232 + 117374 1+ 3wy + 323 + 23 + x12374
LoX3T4 ’ XT1X2X3T4 ’
1+ 3o + 323 + 23 + (221 + 3w122)73) T4 + x%x%xi
1231374

!Este ntimero de sementes foi obtido através do pacote Sage [23].
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Dai a 4lgebra cluster associada ao quiver () ¢ gerada por estas 16 variaveis cluster.

Ilustramos na figura 4.1 da pagina 69 uma parte do grafo de troca associado com
o quiver (), apenas com as 14 sementes distintas que encontramos no processo de
iteracao. As setas tracejadas indicam que ao fazer a mutacao obtemos uma semente
equivalente & descrita no grafo. Por simplicidade, denotamos por q = H&2t&1sts

122 ’
b — 1+zo+z12324 e c—= l+zo+z12324
T3 ToT4 )

Vamos encontrar agora a categoria cluster Cy associada ao quiver ). O quiver de
Auslander-Reiten da algebra de caminhos K@) é dado por:

10100 ——{0110] 1211 1101 (1111)—=(0010)

onde os moédulos projetivos estao destacados a esquerda e os modulos injetivos
destacados a direita. Denotaremos £ = 1211, M = 0111, N = 1101 e L = 1110.
Em virtude da algebra de caminhos K@ ser hereditéria, descrevemos a categoria
derivada de K (), dada pelo quiver abaixo:

NLNLN LN LN
LN NN NN

as linhas tracejadas indicam as translacao 7T .

Podemos identificar os objetos que estao na mesma F-6rbita para encontrarmos a
categoria cluster Cg associada ao quiver ). Como vimos no capitulo 3 na observacao
feita apos a Proposicao 62, pagina 47, os objetos indecomponiveis em Cg sao da
forma X para X um objeto em S. Assim, o quiver de Auslander-Reiten da categoria
cluster Cg é dado por:
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na

Lo ne
({11743*1910; 14713,6},Q2)

1tzjxgey
({wlv zi; 147963,364},623)

| N\
| \

|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Y

({11, 1+m;;3 4,z4,b},Q2)

1+xzo
xyq

1+x
z2, T2»13},Q2)

no /

144 1
({%7127 *%,11}7Q2)

({2, comm ) 1) ({2 0msni} 00)

Figura 4.1: Parte do grafo de troca (caso Dy)
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Além disso, na secao 3.7 do capitulo 3 vimos que existe uma relacao muito interes-
sante entre algebras cluster e categorias cluster. Vamos mostrar agora como esta
relacao se da na pratica por meio deste exemplo. Consideremos a semente inicial
({x1, 29, 3,24}, Q). A aplicacao que associa variaveis cluster a objetos rigidos
indecomponiveis e, cluster a objetos tilting basicos, leva cada variavel cluster ini-
cial z; na algebra cluster Agp em Pj[1] na categoria cluster Cq, para i = 1,2,3,4.
Dai, a cluster {x, x5, x3, 24} estd em correspondéncia com o objeto tilting bésico
Pi[1] ® R[1] ® P5[1] @ By[1]. Aplicando a mutagao puy em ({1, z9, 23,24}, Q),
obtemos a seguinte semente:

14+
({ 271:2’:[37:134}7 Ql) .
X

Com isso, obtemos uma nova variavel cluster cujo denominador determina o vetor
dimensao [1000], esse vetor dimensao por sua vez corresponde ao tnico K @Q-modulo

1+x2
21 T2, T3,y

I, ® P[] ® P3[1] @ Py[1] que é tilting basico. De fato, claramente T satisfaz a
condicao (ii) da Definicao 74. Por outro lado, segue de (3.3) que:

indecomponivel [;. Dai, a cluster { corresponde ao objeto T =

Exte, (T, T) = Extp, (T, T)® Extp, (T, FT)
~ DHomp,, (T, 71") ® DHomp,, (FT, 7T)
= DHomp, (I; ® P[] ® P3[1] © Pyl], M & L, ® I3 D 14)
®©DHomp,, ( A[2] ® E2] & N[2J@ L[2|, M L, ® 3D 1y)
=0
Assim, a condicao (i) é satisfeita.
Agora verificaremos que (Ende,T)” = ;. Para encontrar a élgebra de endomor-

fismo do objeto T podemos calcular os morfismos em cada somando do objeto T.
Pela equacao 3.1, capitulo 3, pagina 44, temos:

I‘IOIHCQ (]1, PQ[lD HOH]DQ (]1,
HOHIDQ ([1,
Homp,, (11,

K.

Py[1]) @ Homp, (11,
P(1]) ® Homp,, (11,
Py[1])

12

Home,, (11, P3[1]) = Homp, (I1, ]) @ Homp, (11,

Home,, (11, Py1])

HOHICQ (Pg[].], ]1)

= Homp, (I1,

Homp,, (11,
K.

Homp,, (11,
HOIHDQ (Il,
Homp,, (11,
K.

]) @ Homp, (11,
P3(1])

Py[1]) ® Homp, (1,
Py[1]) ® Homp,, (I,
Py(1])

N{2])

HOIH@Q (Pg[l], Il> D HOIHDQ (PQ[l], F]l)
HOIH'DQ (PQ[]_], P1 [2])

0.
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Home,, (Py[1], Ps[1]) = Homp, (P2[1], Ps[1]) & Homp, (P3[1], N[2))
Homp, (P2[1], Ps[1])

K.

PaI

HOIHCQ (Pg[l], P4[1]) HOIH'DQ (PQ[]_], P4[1]) ) HOH]DQ (Pg[l], L[2])
Homp, (Py[1], Py[1])

K.

11

Home,, (P5[1], I1) Homp,, (Ps[1], I1) ® Homp, (Ps[1], P1[2])

0.

Home,, (P3[1], P»[1]) Homp,, (Ps[1], P»[1]) ® Homp, (P5[1], E[2])

0.

Home, (Ps[1], Pi[1]) = Homp, (Ps[1], Pi[1]) ® Homp, (P3[1], L[2])

0.

Home,, (P4[1], I1) Homp, (P4[1], I1) ® Homp, (P4[1], P1[2])

0.

HOHICQ (P4[]_], Pg[l]) HOH]DQ (P4[1]7 Pg[l]) D HOIHDQ (P4[1], E[QD

0.

Home,, (Pi[1], Ps[1]) (})IomDQ (P[], P3[1]) @ Homp, (P4[1], N[2)

Dai, obtemos o seguinte (omitindo as identidades):

Ende, T : T T

I

I
Pg[l\Pg[
Py[1] Py
Pyl [

1] Pyl

/

1

]
1]
]

Logo, (End¢,T')”? = @, como esperado. Portanto, a semente <{%, T, T3, :L‘4} ; Ql)

estd em correspondéncia com a semente tilting (7, Qr), em que Q7 = (End¢, 1),
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Aplicando agora pg em ({x1, 29, 3,24}, @), obtemos a semente:

1+ T1X3T4
Xy, y L3, T4 ¢, Qd .
)

Note que o denominador da variavel cluster Hx;% esta associado ao vetor dimen-
sao [0100]. O K@-modulo indecomponivel rigido associado com [0100] é P,. Logo, a

cluster {xl, Leizsey oo x4} esta associada ao objeto T" = Pi[1]® Py P3[1] @ Py[1],

2
que ¢é tilting basico, pois

Exte, (T', T') = Extp, (T', T') ® Extp,, (T', FT')
~ DHomp, (1", 7T") ® DHomp,, (F'T", 7T")
= DHomp, (P[1]® P, ® P[1] @ P[], [ ® L[-1]© [ ® 1) @
©DHomp, ( M[2] © E[1] © N[2]| ® L2], I, ® I,[-1] ® I3 © 14)
= 0
logo, T" satisfaz a condigdo (i) da Defini¢do 74 e a condigao (ii) é claramente satis-
feita.

Calculando a algebra de endomorfismo do objeto tilting basico T”, obtemos o se-
guinte (omitindo as identidades):

Ende,T” : T T

All] Al
P, >P2
P3[1/ Ps[1]
By[1] Py[1]
Logo, (End¢, T")? & isomorfo ao quiver
ZTL
2

que é (J3. Portanto, a semente ({xl, Hﬁ%, xs, x4} , Qg) estd em correspondén-

l<—2—-3

cia com a semente tilting (7", Q7v), em que Q7 = (End¢,T")%.

1+x2
1

Consideremos agora a semente ({ ,xg,xg,x4} ,Q1>. Vimos acima que esté

semente estd em correspodéncia com a seguinte semente tilting (7, Qr), em que
T =1 @ R[] © B1] @ Py1] e Qr = (Ende,T)?. Aplicando a mutacdo jp em

14z .
({ m127$2y$3,9€4} ,Q1>, obtemos:

({1—{—332 1—|—ZE2—|—[E1ZL‘3$4 } )
’ y L3, Ty 7@4 .

1 T1T2
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Dai obtemos a variavel cluster H”g% cujo denominador esté associado ao vetor
dimensao [1100] que corresponde ao K@Q-modulo indecomponivel rigido P;. Logo,

a cluster 1;?, 1”2;25”3“,953,964 ¢ levada no objeto 7" = I, ® P, @ B[1] @

Py[1]. Podemos verificar que de fato 7" é tilting basico. Calculando a algebra de
endomorfismo de 7", obtemos o seguinte (omitindo as identidades):

Fnde, T T T
I I
P P

P31 B[1]

Py[1] Py[1]

Portanto, (Ende,T")? = Q4.

Dando continuidade a este processo podemos verificar de forma similar ao que foi
feito acima que cada semente na algebra cluster esti associada a uma semente tilting
na categoria cluster. Dessa forma, obtemos o grafo tilting da categoria cluster Cq
dado pela figura 4.2, pagina 74.

Além disso, podemos realizar o processo inverso, ou seja, dado um quiver (), a partir
da categoria cluster Cg podemos encontrar as variaveis cluster na algebra cluster Ag
correspondentes aos objetos indecomponiveis rigidos em Cg e, consequentemente, as
cluster em Ag correspondentes aos objetos tilting basicos em Cg, devido o Teorema
84, pagina 65. O dnico problema é que a tinica forma para determinar se um objeto
na categoria cluster ¢ tilting basico é verificar se 0 mesmo satisfaz as condicoes
da Definicao 74. Nao é facil identificar um objeto tilting basico a priori. Dai,
uma das importancias da ligacao estreita entre cluster na algebra cluster e objetos
tilting basicos na categoria cluster, uma vez que as variaveis cluster podem ser
obtidas através de um processo combinatoério e algébrico, perfeitamente adaptavel
a calculos por meio de softwares. Pela estreita relacao entre objetos tilting basicos
e mddulos tilting podemos ainda obter os mddulos tilting da algebra.

Por exemplo, considere o K()-moddulo indecomoponivel rigido P;, vamos encontrar
por meio da formula de Caldero-Chapoton, apresentada na pagina 64, a variavel
cluster associada a P;. O vetor dimensao de P, é dado por m = [1100] e os seus
tinicos submodulos s@o 0, P, e ele proprio. Logo, € = [0000] = 0 ou € = [1000] =
ou € = [1100] = m. Em virtude de @ ser do tipo Dynkin, em todos os casos temos
X(Grs(Py)) = 1. Dai,

XP1 _ 1—<0,a1>—<a1,ﬁ> . u2—<0,a2>—<a2,ﬁ> . u§<0,a3>—<a3,ﬁ> . u;<0,a4>—<a4,ﬁ>+

—<ay,01>—<oq1,02> —<ap,02>—<02,00> —<a1,03>—<a3,02> —<ag,04>—<04,002>
+U1 1,01 172_u2 1,002 272_u3 1,03 ‘%72_u4 1,004 42+

+ u—<ﬁ,a1>—<a1,0> . u—<ﬁ,a2>—<a2,0> . u—<ﬁ,a3>—<a3,0> . u—<ﬁ,a4>—<a4,0>
1 2 3 4

-1 -1 -1 -1
=Uy U3 Us+ U~ - Uy + U

— wuzuat1+tuy
ulu2
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Figura 4.2: Parte do grafo tilting (caso D,). Compare com o grafo de troca da figura 4.1 na péagina 69.
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que é exatamente a variavel cluster associada a P, que encontramos anteriormente.

Como vimos pela Proposicao 62, pagina 47, a categoria cluster possui estrutura
triangulada. Outro fato bastante interessante é que o quociente de uma categoria
cluster por um objeto tilting basico resulta em uma categoria de modulos que tem
a propriedade de ser abeliana. Vejamos o exemplo abaixo.

Consideremos o objeto tilting basico T* = I, ® P[1]® I3® P4[1]. Calculamos abaixo
os morfismos entre cada somando de 7.

HOHlCQ<]1, PQ[].D >~ K,

HOI’HCQ (]1, 13) = HOIH'DQ (Il, ]3)@HOH1DQ (Il, P3[2]>
= 07

HOIHCQ (.[1, P4[].]) = HOIIIDQ (Il, P4[1]) D HOHIDQ (Il, L[Q])
= HOH]DQ (]1, P4[1])
~ K,

HOIHCQ (Pg[]_], Il) = HOIHDQ (Pg[l], Il) D HOH’IDQ (PQ[H, P1[2])
= 0,

HOIHCQ (Pg[l], 13) = HOHIDQ (PQ[l], 13) D HOID'DQ (PQ[H, P3[2])
= 0,

Home, (P[1], B4[1]) = Homp, (P[1], P4[1]) ®© Homp, (P[], L[2])
= I;I(omDQ (P[1], Py[1])

HOl’IlCQ (13, Il) = HOIIlDQ <I3, Il) D HOl'IlDQ (13, PI[QD
= 07

Home,, (I3, P[1]) Homp, (I3, P»[1]) ® Homp, (I3, E[2])
HOHIDQ (Ig, Pg[l])

K,

12

Home, (13, P4[1]) = Homp, (I3, P4[1]) ® Homp, (I35, L[2])
HOIIIDQ (13, P4[1])
K,

12

HOIIlCQ (P4[1], ]1) = HOH]DQ (P4[1], ]1) D HOIHDQ (P4[]_L P1[2])
0,

HOHICQ (P4[]_], Pg[l]) = OHOHIDQ (P4[1]7 PQ[l]) ) HOIHDQ (P4[1], E[Q])
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Home,, (P41}, I3) = Homp, (P4[1], I3) © Homp, (P4[1], P3[2])
= 0.

Logo, omitindo as identidades, temos:

Ende,T* : T T
I I
\
Py[1] Py[1]
Iy Iy
\
Bl R

Portanto, (End7T™)? = Q.

Construindo o quiver de Auslander-Reiten da algebra de caminhos do quiver (0o =
(EndT™)°P, obtemos:

\/\/\

P, —=1111 1211 0100

Para fazer o quociente desta categoria pelo objeto T™ é preciso escolher outros
representantes para as F-Orbitas que Pi[1] e P3[1] representam, assim obtemos:

[ [ P A— 1P




Logo, o quociente da categoria cluster Cg pelo objeto tilting basico 1™ é a seguinte
categoria:

NANANE
NSNS

que é isomorfa a categoria de modulos da dlgebra de endomorfismo oposta de T™.

Este fato mostra que cada cluster determina o seu quiver e vice-versa. Este fato
é importante no estudo das é4lgebras de endomorfismos de objetos tilting basicos,
chamadas Algebras Cluster-Tilted, assunto de muitas pesquisas nos dias atuais.

4.2 Caso quiver aciclico nao Dynkin simples

Para finalizar este capitulo faremos mais um exemplo de algebra cluster e categoria
cluster de um quiver aciclico do tipo infinito (ndo Dynkin). Considere o quiver @’
abaixo:

Consideremos a semente inicial ({1, zo, 3, 24,5}, Q). Descrevemos os primeiros

passos do processo de iteracdo desta semente na figura 4.3. Denotamos por a’ =

1+11+33293314$57 b/ — 1-|-z1—i-ac2933z4$57 C, — 1-"-:61—i-z2z3:c4:657 d/ — 14z 4zox3Ta25 e 0s seguintes
. T1m2 ~ . Ty T1T4 r1Ts5
quivers mutacao equivalentes:

4 4
o 2<—T<—3 Q, 2(_T_>3
5) 5
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Q, 2<—1——>3 Q, 2« 1—>3
Y |
5 5
4
-/
Q. 29— >1—>3
NI
5

E importante salientar que a classe de mutacao equivalente do quiver @) tem, ele
proprio, os quivers que ja mencionamos e ainda os seguintes quivers:

/] -/

Observe que o quiver Q' é um quiver aciclico, porém seu grafo subjacente nao é
um diagrama de Dynkin simples. Dali, pelo Teorema 44 temos que o numero de
variaveis cluster nao é finito. Dessa forma, a algebra cluster A¢ associada a @)’
possui dimensao infinita e é gerada por infinitas varidveis cluster. As primeiras
variaveis cluster que obtivemos sao as descritas a seguir:

1+ zoz3x425 1+ 14+ 1+
xy, T2, T3, T4, Is, ; ) ) )

I T I3 Ty
1+ W5} 1 —+ x1 + ToX3T4Tx 1 + x4 + ToI3T4Tx
Ty ’ T1T9 ’ T1T3
L+ 1 + wow3raxs I+ + rowswaxs
1174 ’ 175 T
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({ l4xzox3T425

z1

- ({ 1+x2x3:c4x5

—

({ 71”22“25 , T2, T3, T, xs} , Qﬁ;)

z1

14z
Tor, o

14+
({331: Tlv

14+x
({xl, 717

>
14+x
{mla 1317
M3 1+
/ xX /
({z1,22, 23,24, 25},Q") — — > ({IEL . ,962,964,15} ,Q1>
AN ~ T =
W T~ 1o
N -~ 1,

l+xox3T475

! !
, L5, T3, Td, O }7Q3)

xz,xs,m,b’} leg)

/ i
75627963796570}7623)

!
T7x37x47x5}7Q5>

1+x1 /
o ,w47a:5} 7Q2)

1+x /
z4l7x37$5}7Q2)

1
+z $4:£3} Qz)

1
({b/,rz, ::1 7364715} 7Q'5)

1
2, ,964,965} 7Q'2)

2

1
ﬂszrrf)} 7Q/2)

T4

1
o 7964,362} 7Ql2)

5

/
77903,932,905}7Q5)

= —~ _ M5 1

\ =~ ({a:l, %fl,
\ = o
\ 1ta;
\ ({Il, 74
\
\ 1+
N ({dl’ 9351
\

A K1 1

{3317 o,
-

14z /
({-7317 s ,$37$4,$2}7Q1> s
T~ _ K4 1+
- _ ({561,71

14+
( :1:1) =L

z5

Figura 4.3: Parte do processo de Iteracao
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1
1 7963,365} 7%)

1
@,962,965},@’2)

3

1+x /
. ,xQ,xs} 7Q2)

7903751?47962} ,Q'5>

-73471'37 } Qz)

1424 /
T3 7$47$2} 7Q2)

1+ /
1417'%3712}7@2)




Uma componente (pré-projetiva) do quiver de Auslander-Reiten da algebra de ca-
minhos do quiver Q' é dada por:

Da mesma forma que fizemos na secao anterior podemos relacionar cada semente
na algebra cluster Ag a uma semente tilting na categoria cluster C¢y.
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