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"Nao vemos as coisas como elas sao, mas como nos somos.”
Anais Nin
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RESUMO

COSTA, Carlos Henrique Alves, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2014.
Automorfismos de Grupos Abelianos Finitos. Orientadora: Marinés Guerreiro.

O conjunto de todos os automorfismos de um grupo G forma um grupo denotado por
Aut(@). Neste trabalho estudamos automorfismos de grupos abelianos finitos, seguindo
principalmente a abordagem feita por Christopher J. Hillar e Darren L. Rhea no artigo
“Automorphisms of finite abelian Groups” (American Mathematical Monthly 114 n. 10
(2007) 917-923). O objetivo principal ¢ fazer uma caracteriza¢ao do grupo de automorfis-
mos Aut(G), onde G é um grupo abeliano finito e apresentar uma férmula para o nimero
de elementos de Aut(G). A determinagao desta férmula é feita de duas maneiras distintas:
uma a partir do cdlculo do niimero de elementos do grupo Aut(G) visto como grupo das
unidades do anel de endomorfismos End(G) e a outra utilizando certos subgrupos carac-
teristicos do grupo G. Esse iltimo método segue o desenvolvimento feito por Heinrich

Kuhn, em sua tese de doutorado.



ABSTRACT

COSTA, Carlos Henrique Alves, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, february, 2014.
Automorphisms of Finite Abelian Groups. Adiviser: Marinés Guerreiro.

The set of all automorphisms of a group G form a group denoted by Aut(G). In this
work we study automorphisms of finite abelian groups, mainly following the approach by
Christopher J. Hillar and Darren L. Rhea according to the paper “Automorphisms of finite
abelian Groups* (American Mathematical Monthly 114 n. 10 (2007) 917-923). The main
objective is to characterize the automorphism group Aut(G), where G is a finite abelian
group and present a formula for the number of elements of Aut(G). The determination
of this formula is done in two distinct ways: one from the calculation of the number of
elements of the group Aut(G) viewed as the group of units of the endomorphisms ring
End(G) and the other using certain characteristic subgroups of the group G. This latter

method follows the development made by Heinrich Kuhn in his doctoral thesis.
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INTRODUCAO

Dado um grupo GG, um automorfismo ¢ de G é um homomorfismo ¢ : G — G bijetor. O
conjunto de todos os automorfismos de GG é um grupo com a operacao de composicao de
funcoes, que é denotado por

Aut(G) ={¢ : G = G | ¢ é isomorfismo}.

De modo geral, nao é simples determinar o grupo de automorfismos de um grupo finito,
mas no caso de grupos abelianos é possivel obter teoremas de estrutura transparentes
para estes grupos de automorfismos.

A primeira caracterizagdo do grupo de automorfismos Aut(G) de um grupo abeliano
finito G foi tratada por Arthur Ranum [9], em 1907, no artigo The group of classes of
congruents matrices with application to the group of isomorphisms of any abelian group
e, além desta, existem poucas exposicoes. Podemos destacar também a tese de doutorado
de Heinrich Kuhn [5], de 1975, sobre endomorfismos de p-grupos abelianos que contém
resultados sobre automorfismos de p-grupos abelianos. O principal objetivo do nosso
trabalho é fazer uma caracterizagdo do grupo de automorfismos Aut(G) de um grupo
abeliano finito G segundo [2] e apresentar duas férmulas diferentes para o nimero de
elementos de Aut(G). Uma deve-se a Otto Schreier e se encontra no artigo Uber die
Erweiterung von Gruppen II [10], através da qual, o nimero de elementos de Aut(G)
pode ser calculado conhecendo apenas as estruturas de certos subgrupos caracteristicos
de G. A outra, deve-se a Christopher J. Hillar e Darren L. Rhea [2] e utiliza um tratamento
bastante moderno. Para isso, dividimos este trabalho em trés capitulos que passamos a
descrever.

No Capitulo 1, o objetivo principal é definir e apresentar alguns conceitos da Teoria
de Grupos que serao utilizados ao longo deste trabalho, além de reunir resultados que
serao indispensaveis para a demonstracao do Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos
Finitos, que se encontra no Capitulo 2. Seguindo as linhas [I] e [7], iniciamos com as
defini¢oes de homomorfismos e automorfismos de grupos e mostramos que o conjunto de
todos os automorfismos de um grupo forma um grupo com a composicao de funcoes. Em
seguida, utilizando as referéncias [3] e [§], definimos acao de grupos sobre um conjunto,
com destaque para a agao por conjugacao e definimos os p-grupos, que sao grupos nos
quais todos os seus elementos tém ordem uma poténcia de um nimero primo p fixo.
Tais grupos sao de fundamental importancia para o desenvolvimento do nosso trabalho,
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especificamente, para a compreensao dos teoremas de Sylow. Estes teoremas garantem a
existéncia de p-subgrupos em grupos finitos, além de estimar o niimero destes subgrupos e
fornecer informagoes detalhadas sobre os mesmos. Finalizamos este capitulo apresentando
um procedimento que permite construir um grupo a partir de outros grupos dados, o
produto direto, que nos diz que, se H e K sao dois grupos, entao o conjunto

HxK={(hk)|heHkeK}

também é um grupo, com uma operagao conveniente. Definimos ainda o produto direto
interno e mostramos que se um grupo G é um produto direto interno de uma familia finita
de subgrupos, entao G é isomorfo ao produto direto (externo) desta familia de subgrupos.
Estes resultados sao fundamentais para o desenvolvimento do Capitulo 2.

No Capitulo 2, o principal objetivo é apresentar o Teorema Fundamental dos Grupos
Abelianos Finitos, que nos diz que todo grupo abeliano finito G é o produto direto de uma
familia {G, }1<;<, de subgrupos ciclicos. Além disso, o niimero destes subgrupos ciclicos e
suas ordens sao determinadas de modo tnico pelo grupo G. Iniciamos mostrando que se
G é um grupo abeliano finito, entao G é isomorfo ao produto direto de seus p-subgrupos
de Sylow. Em seguida, mostramos que todo p-grupo abeliano finito é o produto direto
de uma familia finita de subgrupos ciclicos e, além disso, o nimero de parcelas desta
decomposi¢ao, assim como suas ordens, sao determinadas de modo 1nico, a menos da
ordem das parcelas, pelo grupo G. Finalizamos apresentando um modo para determinar,
a menos de isomorfismos, todos os grupos abelianos de uma dada ordem.

O Capitulo 3 inicia com a determinacgao do grupo de automorfismos do produto direto
de grupos abelianos, o que nos permite particularizar o problema para a determinacao
do grupo de automorfismos de um p-grupo abeliano. Em seguida, é feito o estudo do
anel de endomorfismos de um p-grupo abeliano e, a partir deste, determina-se o grupo de
automorfismos que é o grupo das unidades deste anel.

Finalmente, para G um grupo abeliano finito, utilizando a caracterizacao do grupo de
automorfismos dada pelo Teorema |3.2.11] apresentamos uma férmula para o ntimero de

elementos de Aut(G), que decorre da contagem do nimero de determinadas matrizes de
GL,(F,) descritas na Secdo [3.2]

O Capitulo 3 termina com a apresentagao de outra férmula para o niimero de elementos
de Aut(G). Diferente da proposta por Christopher J. Hillar e Darren L. Rhea em [2], é
possivel conhecer o nimero de elementos de Aut(G) conhecendo apenas a estrutura de
alguns subgrupos caracteristicos de G.

Mostramos inicialmente que se

ngpml X"'XmelX"'Xmet X"'Xmet

-~ -~

A1 vezes At Vezes

é um p-grupo abeliano finito, com m; > --- > my e 1 <y < m;. Entao o subgrupo

Q,(G)=(aeG|a" =1g)
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¢ um subgrupo caracteristico de G. Em seguida, mostramos que |2, (G)| = p", onde

Ny = (M +Xo+- -+ )7+ Z Ajm;. Com este resultado, é possivel determinar o nimero
i<j

de elementos de uma dada ordem em um p-grupo abeliano finito e podemos enunciar o

seguinte resultado:

Teorema 3.4.7 Se

G = Ly X o+ X Lymy X v+ X Lme X =+ = X Lym

\ vezes A vezes
€ um p-grupo abeliano finito, com my > -+ > my e |Qp, (G)| = p™, para 1 < i <t, entdo

a ordem do grupo de automorfismos de G € dada por

Ai

I1 LG ).

i=1 j=1

Apresentamos também o calculo explicito da ordem de Aut(G), a partir das duas
técnicas demonstradas, para um caso particular.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e defini¢oes da Teoria de Grupos que serao
necessarios para a compreensao deste trabalho. Dentre eles, as definicoes e propriedades
de automorfismos de grupos, produtos diretos, os Teoremas de Sylow e o Teorema Fun-
damental dos Grupos Abelianos Finitos, bem como as conexoes entre eles. Consideramos
conhecidos os conceitos basicos da Teoria de Grupos e, para maiores detalhes, sugerimos
uma consulta a [1] e [7].

1.1 Homomorfismos e Automorfismos de grupos

Nesta secao apresentaremos as defini¢coes de homomorfismos e automorfismos de grupos
e mostraremos que o conjunto Aut(G), de todos os automorfismos de um grupo G, é um
grupo com a operacao de composicao de fungoes.

Definigao 1.1.1 Sejam (G,*) e (H, A) dois grupos. Um homomorfismo (de grupos)
¢ uma funcao p : G — H tal que, para todos a,b € G, satisfaz

plaxb) =p(a) & (b).
(i) Se ¢ € injetiva, entdo ¢ € um monomorfismo.
(i) Se ¢ é sobrejetiva, entdo ¢ é um epimormorfismo.
(iii) Se ¢ € bijetiva, entdo ¢ € um isomorfismo.

Observagao 1.1.2 Quando existe um isomorfismo @ entre dois grupos G e H, dizemos
que G e H sao isomorfos e denotamos G = H.



Exemplo 1.1.3 Seja (G,-) um grupo com a € G. A fungao

v: 72 — G
n — @(n) =a"

¢ um homomorfismo de (Z,+) em (G,-) e se G é um grupo ciclico infinito, digamos
G = (a) = {a™ | m € Z}, entdo ¢ € um isomorfismo de grupos. De fato, para todos
m, n € Z, temos,

+n _ . m n

om+n)=a"™"=a"-a" = p(m)pn).
Agora, se G = (a) = {a™ | m € Z}, entdo

a"=ad"=ad"a"=1lg==ad" ""=1lg=m-n=0=>m=n.

Logo a funcao ¢ € injetora. Além disso, a funcdo ¢ €é sobrejetora, pois, dado y € G,
y = a*, para algum k € Z. Dai, tome x = k e o(x) = y. Portanto, @ é um isomorfismo.

Exemplo 1.1.4 Seja N um subgrupo normal de um grupo G e consideremos o grupo
quociente G/N. A func¢ao
v: G — G/N
r — p(xr) =zN
é um epimorfismo de grupos denominado homomorfismo canénico de G em G/N. De
fato, a funcao ¢ é homomorfismo pois, para todos x,y € G, temos

p(ry) = (xy)N = 2N yN = o(z) ¢(y).

Além disso, ¢ € sobrejetora, pois, dado y € G/N, entao, y = aN, para algum a € G. Dai
tomex =a e p(r) =y.

Exemplo 1.1.5 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n, digamos G = (g), ou seja,
G={lg, g, 9% ..., g"'}. A funcio

pv: G —  Z,
g — p(g™) =m

¢ um isomorfismo de grupos. De fato, a func¢do @ € um homomorfismo, pois, para todos
g%, g% € G, temos

0(g"9") = p(g"t?) =a+ B =a+ B =p(g") +¢(g").

A fungio ¢ € injetora, pois, se & = B3, entio o — B = 0 e dai, ¢g* = ¢°. Além disso, a
fungao ¢ € sobrejetora, pois, dado y € Z, existe um representante de classe y € Z, com
0<y<n-—1. Dai, tomez =g € G e p(x) =y.

Teorema 1.1.6 [0, Teorema 8.12] Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entao
valem as sequintes propriedades:



(1) ¢(1g) = 1m.
(2) Dado a € G, p(a™) = ¢(a)™".
(8) Se G' é um subgrupo de G, entiao o(G") é um subgrupo de H.

(4) Se H' é um subgrupo de H, entio K = @~ *(H') é um subgrupo de G e, além disso,
se H' é normal em H, entao K € normal em G.

Definicao 1.1.7 Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos.

(i) O conjunto Im(p) = {h € H | h = ¢(g) para algum g € G} é um subgrupo de H
chamado tmagem do homomorfismo .

(i) O conjunto ker(¢) = {g € G | p(9) = 1u} € um subgrupo normal de G, chamado
nucleo do homomorfismo .

Proposicao 1.1.8 Se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos, entao:

(i) A fungao ¢ é um monomorfismo se, e somente se, ker(yp) = {1g}.

(i) A fungcio ¢ é um isomorfismo se, e somente se, existe um homomorfismo
Y:H— G tal que potp = Iy epoyp = Ig.

Demonstragao:

(i) Sejam ¢ : G — H um homomorfismo e = € ker(y). Dai, p(z) = 1y = ¢(1g) e,
como ¢ é monomorfismo, temos = = 1g. Reciprocamente, se ker(p) = {1g} e z, y € G,
entao

p(a) = o(y) = ¢@) p(y™) = 1n = play™) = 1y = 2y~ € ker(p) = {1}
Logo = = y e, portanto, ¢ é um monomorfismo.

(it) Se ¢ : G — H é um isomorfismo, entao ¢! : H — G também o é, pois ¢!
é uma bijecao e dados d/, b’ € H, existem a,b € G tais que p(a) = a’ e p(b) = '. Entao
a'tl = o(a)p(b) = @(ab), de onde vem que ¢~ 1(a’'t)) = ab = o~ (a' )~ (V'). Logo o' é
um homomorfismo. Reciprocamente, suponha que exista um homomorfismo ¢ : H — G
tal que
pop=1Ig e Yop=Ig.

Assim 1) = ¢! e, assim, ¢ ¢ bijetora. Portanto, ¢ é um isomorfismo. ]

Teorema 1.1.9 (1° Teorema do Isomorfismo)

G
ker(f)

> Im().

Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entao



Demonstragao: Sejam N = ker(f) e G =

A fungio f estd bem definida, pois
g=h=gN=hN=gh'!N=N=gh'ec N= f(gh') = f(g9) f(h)' =14.
Logo f(g) = f(h). Ainda, a funcdo f é um homomorfismo, pois, dados z, j € G,
f@-g9)=f@g) = flz-y) = f(2)f(y) = F(2) F(@).
Além disso, a funcao f é injetora, pois
ker(f) = {g€G|f(9) =1u}=1{3€ G| f(9) = lu}
= {geGlgeke(f)} ={gN|ge N} ={lg}

Como Im(f) = Im(f), a funcio f é sobrejetora e, consequentemente, um isomorfismo de
grupos. u

Definicao 1.1.10 Seja G um grupo.

i) Um homomorfismo ¢ : G — G € dito um endomorfismo de G.
ii) Um isomorfismo ¢ : G — G € dito um automorfismo de G.

iii) O conjunto End(G) = {¢ : G — G | ¢ é homomorfismo} € o conjunto de todos os
endomorfismos do grupo G.

iv) O congunto Aut(G) = {¢ : G — G | ¢ € isomorfismo} é o conjunto de todos os
automorfismos do grupo G.

Observagao 1.1.11 O conjunto End(G) ndao € necessariamente um grupo com a com-
posicao de fungoes, pois nem todos seus elementos possuem inverso. No entanto, se G é
um grupo abeliano, entdo End(G) € um anel com as sequintes operagoes:

(f+g)a) = f(a)+g(a)
(f-g)(a) = fogla),

para todos f, g € End(G), a € G.

Proposicao 1.1.12 O conjunto Aut(G) € um grupo com a opera¢ao de composi¢io de
fungoes.



Demonstragao: Inicialmente provemos que Aut(G) é fechado em relagdo & composigao
de fungoes. Sejam f, g € Aut(G) e x,y € G. Dai

(fog)(zy) = f(g(zy)) = f(9(z) g(y)) = f(g(x)) f(g(y)) = (fog)(x) (f o g)(y).

Como a composicao, f o g, de funcoes bijetivas é também bijetiva, decorre que

foge€ Aut(G).

Agora, a funcao identidade
I, G — G
r —
é um automorfismo de G e serd o elemento neutro de Aut(G), ji que, para todos
feAut(G) ex € G,

(fola)(x) = fla(x)) = f(z) e (lao[f)(x) = la(f(x)) = f(x).
Além disso, para cada f € Aut(G), existe f~! € Aut(G) tal que, para todo = € G,
(fof () =1Li(x) e (fof)(x)=Tlal).

Logo todo elemento de Aut(G) possui inverso. Finalmente, a composi¢ao de fungoes
satisfaz a associatividade, pois

(folgoh))(x) = (flgoh))(x) = flg(h(x))) = fog(h(x)) = ((fog)oh)(z).

Portanto, Aut(G) é um grupo com a composigao de fungoes.

Observacao 1.1.13 Um automorfismo ¢ de um grupo G preserva a ordem dos elementos
de G. De fato, sejam G um grupo, p € Aut(G) e g € G tal que O(g) = n. Dai temos

la=p(le) =9(g") =¢(g-g- g9) =»(9)- w(gzr- o(g) = wlg)"

Agora suponha que exista um inteiro m < n tal que p(g)™ = 1g. Dai

la = @(9)" = plg) - wlg) - plg) =wlg-g-- g) = ¢(g™).

Logo g™ € ker(y) = {1g} e dai g™ = 1. Isto contradiz o fato de O(g) = n. Portanto,
O(p(g)) = n.



1.2 Acoes de Grupos Sobre um Conjunto

Nesta secao introduzimos o conceito de agao de grupos que é de essencial importancia para
o desenvolvimento deste trabalho, especificamente, para as demonstragoes dos teoremas
de Sylow.

Definicao 1.2.1 Uma ag¢ao de um grupo finito G sobre um conjunto finito S € uma
funcao

GxS — S

(9.2) — g-a

tal que, para todos x € S, g1, 92 € G, satisfaz:
(i) 1g -z = x, ou seja, o elemento neutro do grupo age em S como identidade.
(i1) (g192) - * = q1(92 - ©), ou seja, o produto de dois elementos do grupo G age como

composi¢ao de funcgoes.

Quando tal acao existe, dizemos que o grupo G age sobre o conjunto S, ou que S
é um G-conjunto.
Exemplo 1.2.2 (Agao por translagao a esquerda)

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. FEntao H age sobre o conjunto G da

sequinte maneira
HxG — G
(h,z) > h-uz.

De fato,
(i) 1g -z = x, para todo z € G.

(ii) (hihs) - x Assoc. hi(hex), para todos hi,hy € H, z € G.

Exemplo 1.2.3 (Agao por translagao nas classes laterais)

G
Sejam H um subgrupo de um grupo G ¢ S = — = {xH | x € G}. Entio G age sobre

H
S por:
GxS — S
(g, 2H) — (gz)H.
De fato,

(i) 1g-xH = xH, para todo tH € S.



(1) (9192)-vH = (g1922)H e 91(922H) = g1(g2-xH), para todos g1, 9> € G, xH € 5.

Exemplo 1.2.4 (Agao por conjugacgao)
Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. A func¢ao

HxG — G
(h,x) > h-x = hxh™?

define uma agao de H em G. De fato,

(i) 1g -z = lgxl;' =z, para todo x € G.
(ZZ) (hlhg) X = (hlhz).T(hlhg)_l = hl(hg.l?h;l)hl_l = hl . (hgl’hQ_l) = hl(hg . ZU), para
todos hi,hs € H, x € G.

Proposigao 1.2.5 Seja G um grupo que age sobre um conjunto nao vazio S. A relagao
x ~ Yy se, e somente se, gr =y, para algum g € G, para x,y € S, é uma relagao de
equivaléncia.

Demonstragao:

(1) Seja x € S. Como G age sobre S, 1g -z = z, para todo z € S. Logo z ~ z e a
relacao ~ ¢é reflexiva.

(17) Sejam z,y € S tais que x ~ y. Assim, existe g € G tal que g -z =y. Como G é
grupo, existe g7 € G tal que z = g~ - 9. Logo y ~ x e a relacao ~ é simétrica.

(73i) Sejam x,y,z € S tais que x ~ y e y ~ z. Assim, existem ¢, g, € G tais que
gi-xr=1yegs-y==z Dal

g2 y=z2%< ¢p(gr) =25 (g291)x = 2.
Logo x ~ z e a relagao ~ ¢ transitiva.

De (1), (i) e (iii) segue que ~ é uma relagdo de equivaléncia. n

Definicao 1.2.6 Seja G um grupo que age sobre um conjunto nao vazio S. Dado a € S,
chamamos de érbita de a ou de G-6rbita de a a classe de equivaléncia de a pela relagao
de equivaléncia ~ definida pela Proposicao|1.2.5, ou seja,

Orbla) =G-a={z-a|z € G}.

Observagao 1.2.7 A unido disjunta das G-orbitas é o conjunto S.
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Definicao 1.2.8 Seja G um grupo que age sobre um conjunto nao vazio S e seja x € S.
O conjunto

G.={9€G|g-z=ux}

¢ chamado subgrupo que fixa x ou estabilizador de x em G ou grupo de isotropia
de x.

Proposicao 1.2.9 O conjunto G, € um subgrupo de G.

Demonstracao: De fato, G, # @, pois, como G age sobre S, 1 -y = y, para todo
y € S. Em particular, 15 - = x. Logo 15 € G,. Além disso, para todos g1, g2 € G,
temos g1 -x =x e go-x =x. De go - x = x, temos

prr=r&g (g r)=0 rer=9" 1= €G,.

Agora
(9192_1)'$:91(92_1'I) =q-T=1xa.
Logo (9195 ') € G, e, portanto, G, é subgrupo de G. -

Definicao 1.2.10 Seja G um grupo que age sobre um conjunto nao vazio S. O conjunto
So={x € S| gxr ==z, para todo g € G}

¢ chamado conjunto dos pontos fixos de S.

Exemplo 1.2.11 Seja G um grupo que age sobre si mesmo por conjugacao, isto €,

Gx(G — G
(g,h) +—— ghg™t =ho.

A orbita
29 ={yeS|3geCG:y=grg'}={grg' | g€ G}

¢ dita classe de conjugacao de ¢ em G.

Exemplo 1.2.12 Se um subgrupo H de um grupo G age sobre G por conjugac¢ao, isto €,

HxG — «&
(h,z) +—— hxh™!

entao a orbita de x €

v? = {haxh ' | h € H}

e o grupo de isotropia de x, também chamado centralizador de x em H, é

H,={heH|hr=a}={h€ H|hth™ =2} ={h € H | hr =zh} = Cy(z).
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Exemplo 1.2.13 Seja S = S(G) o conjunto de todos os subgrupos de um grupo finito G.
Seja H um subgrupo de G e considere a ag¢ao de H sobre S por conjugacao, ou seja,

HxS — S
(h, K) s hKh™! = K"

Entao a orbita de um subgrupo K é
K" = {hKh™ | h € H}
e o grupo de isotropia de K, também chamado normalizador de K em H, é

Hyx ={h€ H|hKh' =K} = Ny(K).
Proposicao 1.2.14 Sejam G um grupo e K um subgrupo de G. Entao:

(i) K € um subgrupo normal de Ng(K).

(i1) K € um subgrupo normal de G se, e somente se, No(K) = G.

Demonstragao:

(1) E claro que, para todo k € K, temos kKk™' = K. Logo K C Ng(K). Além
disso, para todo h € Ng(K), temos hKh™! = K. Portanto, K é um subgrupo normal de
Neg(K).

(77) Seja K um subgrupo normal de . Entao, para todo g € G, temos
gKg'=K = g¢c Ng(K) = G C Ng(K).
A outra inclusao segue diretamente da Proposicao A reciproca é imediata por (7).
|

Proposicao 1.2.15 Se um grupo G age sobre um conjunto ndao vazio S, entdo o tamanho
da drbita de x em S € o indice [G : Gy).

Demonstracgao: Defina a seguinte fungao

v: G/G, — ¢
9G, — gu.

A funcdo ¢ estd bem definida e é injetora, pois, dados ¢G, e hG, € G/G, tais que
9G, = hG,, temos

¢G, =hG, < ¢ 'hG, =G, © ¢ he Gy & g ' he = 2 < gz = ha.

Além disso, a funcao ¢ é sobrejetora, pois, dado y € 2%, entdo y é da forma gz, com
g € G. Dai, tome z = gG, e ¢(z) = y. Portanto ¢ é uma bijecao. |
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Corolario 1.2.16 Sejam G um grupo finito e K um subgrupo de G.

(1) O nimero de elementos nas classes de conjugacio de x em G € |G : Cq(x)] que
divide |G].

(ii) Se 28,25, ... 2 (x; € G) sdo as classes de conjugacio (distintas 2 a 2) de G,

entdo |G| = Z[G : Calxy)], que é chamada equacgdo das classes de um grupo finito

=1

G.

(1ii) O nudmero de subgrupos de G conjugados a K € |G : Ng(K)], que divide |G]|.

Demonstragao:

(1) Considere a agao conjugacao de G sobre G. Dai G, = Cg(x) e, pela Proposigao
1.2.15, o nimero de elementos na classe de conjugacao de = é [G : Cg(z)] que, pelo
Teorema de Lagrange, divide |G]|.

(i1) Considere a acao conjugacao de G sobre G. Pela Proposicao[1.2.15] o tamanho da
6rbita de x em G é o indice [G : Cg(z)]. Pela Observagao[1.2.7, G = 2§ Uz§ U---Uaf.
Logo

n

Gl = Jaf| + [2§] + - + o] = D _[G : Cola)].

=1

(77i) Seja K um subgrupo de um grupo G e considere a agao conjugagao de G sobre
S(G), ou seja,
GxS(G) — S(G)
(9,K) = gKg™
Daf a érbita de K 6 K¢ = {gKg~' | g € G} e o grupo de isotropia Gx = Ng(K).
Pela Proposicao [1.2.15] o tamanho da orbita de K, que é o numero de subgrupos de GG
conjugados a K, 6 K¢ =[G : Ng(K)] que, pelo Teorema de Lagrange, divide |G].

Definigao 1.2.17 Definimos o centro Z(G) de um grupo G como o conjunto dos ele-
mentos de G que comutam com todos os elementos de G, ou seja,

Z(G) ={z € G| grg~" = x, para todo g € G}.
Assim, Z(G) € o conjunto dos pontos fixos da acio de G em G por conjugagao.
Observagao 1.2.18 Da Defini¢ao um elemento x € G estd no centro Z(G) se, e

somente se, a classe de conjugacdao de x em G consiste apenas do elemento x. De fato,
se x € Z(G), entdao

v ={yry ' |y e G} = {ayy " |y € G} = {a}.
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Reciprocamente, se ¢ = {z}, entio v € Z(G). Dessa forma, se G € finito e x € Z(G),
entao

(G : Cq(z)] = 2% = 1.
Logo a equacgao das classes fica:

|G| = Z[G :Cg(x)]  (n=n° de classes de conjugag¢ao em G)
= Y [G:Cel@)]+ > [G:Cel)]

z,€Z(G) z,¢Z(G)

= 2@+ ) [G:Cqla)],

zi¢Z(G)

onde
(G : Cq(x)] > 1 se, e somente se, v; € G — Z(G).

1.3 p-Grupos

Nesta secao estudaremos os grupos cuja ordem é uma poténcia de um nimero primo p
qualquer, os chamados p-grupos. Tais grupos nos oferecem resultados bem interessantes,
COMO veremos a seguir.

Lema 1.3.1 Sejam H um grupo de ordem p", com p primo e n > 1, que age sobre
um conjunto finito e nao vazio S e Sy = {x € S | ha = x, para todo h € H}. Entdo
|S| = |So| (mod p).

Demonstracao: Pela Observacao [1.2.18, uma o6rbita z contém exatamente um elemento
se, e somente se, r € Sy. Dessa forma, S = SqUz U---UZ,, onde |Z;| > 1 e z; ¢ S,
para todo i =1,--- ,n. Assim,

S| = Isol + Y lil-
i=1

Pela Proposicao [1.2.15, |7;| = [H : H,,] > 1 e, como |[H| = p", entdo pelo Teorema de
Lagrange, [H : H,,] divide p". Logo Y, |z;| é um multiplo positivo de p. Portanto,
|S| = |So| (mod p). m
Teorema 1.3.2 (Teorema de Cauchy)

Seja G um grupo finito tal que p divide |G|, para algum primo p. Entdo G contém um
elemento de ordem p.
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Demonstracao: (J. K. Mckay)

Considere o conjunto S = {(a1,as,...,a,) | a; € G e ajas---a, = 1lg}. O conjunto
S é nao vazio, pois o elemento (1¢,1¢,...,1e) € S. Além disso, o elemento a, de cada
p-upla de S é determinado de modo tinico como a, = (ajas - --a,_1)~*. Assim, se |G| = n,
entdo |S| =nP~t. Como p | n, entdo |S| = 0 (mod p).

Considere a agao do grupo aditivo Z, sobre S por permutagao adica, isto é, para
keZ, com0<k<p-1,

k- (a17a27 B 7a’p> = (a’k+17ak+27 <oy Ap, A1, A2, ... 7ak)-
Note que (ak—i-l; Ag42, .-, 0p, 1,02, . .. ,ak) € S, pOiS num grupo, se ab = e, entao

ba = a *(ab)a = a 'ea = e.

Assim, se (a1, ag, ..., ag, QGgi1,-..ap) €S, entdo ayas - - - ag Gg41 - - - ap = lg. Logo
~~ -~ 7’
a b
Aot 1ppr2 -+~ Ap A1A2 - -~ Q. = 1g.
e a
Tal acao esta bem definida, pois:
(1) 0- (a1, a2,...,ap) = (a1,0a2,...,a,), para todo (ar,as,...,a,) € S.

(i7) Para todos k, k' € Z,, temos

(lf + kl) . (al, as, . .. ,(lp> = (a(k+k/)+1, a(k+k/)+2, ceey Ap, A1, Q2, ..., a(k+k,)
= k- (aps1, a2, .., 0p,01,02,...,01)
= k(K- (a1,a9,...,a,)).

Agora, como
So = {(ay,as,...,a,) €S| k- (a1,aq,...,a,) = (a1, as,...,a,), para todo k € Z,},

um elemento (z1,2,...,,) € Sy se, e somente se, x; = o = --- = x,. De fato, se
(21, x9,...,x,) € Sp, entdo, para todo k € Z,

k- (x1,22,...,2p) = (Tps1, Thao, - -, Tp, T1, T2, . .., L) = (T1, T2, ..., Tp).

Em particular, para £ = 1, temos

L (21, 29,...,%p) = (21,22, ...,2p) < (T2,T3,...,%p,21) = (21, Z2,...,Tp)
(1'121'2
Lo = X3

= XT3 = T4

\ Lp—1 = Tp

= T1 = Tg =" = Tp.
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A reciproca ¢é imediata.

Observe agora que Sy # ), pois o elemento (1g, lg,...,1g) € Sp e, assim, |Sy| # 0.
Além disso, pelo Lema [1.3.1

0=1S| =|So| (modp),

logo existem pelo menos p elementos em Sy. Portanto, existe 1 # a € G tal que
(a,a,...,a) €Sy, ou seja, a? = 1. [ ]
——

p vezes

Definicao 1.3.3 Um grupo no qual todo elemento tem ordem uma poténcia de algum
numero primo fixo p € dito um p-grupo. Se H é um subgrupo de G e H é um p-grupo,
entao H € dito um p-subgrupo de G.

Coroléario 1.3.4 Um grupo finito G é um p-grupo, se e somente se, |G| = p™, para algum
m € Z+.

Demonstragao: Se G é um p-grupo e ¢ é um nimero primo que divide |G|, entao, pelo
Teorema de Cauchy, G contém um elemento de ordem ¢. Como todo elemento de G' tem
ordem uma poténcia de p, entdao p = ¢q. Logo |G| é uma poténcia de p. A reciproca segue
imediatamente do Teorema de Lagrange. [

Corolario 1.3.5 Se G¢é um p-grupo finito, entio |Z(G)| > 1.

Demonstracao: Seja G um p-grupo de ordem p” e considere a equacgao das classes
Gl =12(G)|+ Y [G: Cala)).
©i¢Z(G)

Na equagao anterior, cada [G : Cg(x)] > 1 e divide |G| = p". Logo cada [G : Cg(z)] é um
multiplo de p e consequentemente » |G : Cg(z)] também é um multiplo de p. Por outro
lado, j& que o elemento neutro de G pertence ao centro de G, entao Z(G) # (). Portanto
Z(@G) tem pelo menos p elementos. [ ]

Lema 1.3.6 Se H é um p-subgrupo de um grupo finito G, entdao

[Ng(H) : H =[G : H] (mod p).
Demonstracao: Seja S = {zH | x € G} o conjunto das classes laterais de H em G.
Entao |S| =[G : H]. Considere a agdo de H em S por translagao a esquerda, isto é,

HxS — 8
(h,xH) —— hzH.
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Dai

xH €Sy < hxH =xH, paratodoh e H

t 'haH = H, paratodo h € H
z 'haH € H, para todo h € H
h € x 'Hz, para todo h € H
H=xHz™!

(I

T € NG'(H)
Logo Sy ={zH € S | x € Ng(H)} e, dal, |So| = [Ne(H) : H]. Portanto, pelo Lemal[l.3.1]

G : H] = |S| = |So| = [Ne(H) : H] (mod p).

Corolédrio 1.3.7 Se H é um p-subgrupo de um grupo finito G tal que p divide [G : H],
entdo Ng(H) # H .
Demonstragao: Se p | [G : H|, entao, pelo Lema [1.3.6]

0=[G: H| =[Ng(H): H| (modp).

Como [Ng(H) : H] > 1 em qualquer caso, entdo devemos ter [Ng(H) : H] > 1. Logo,
H # Ne(H). n

1.4 Os Teoremas de Sylow

Estes teoremas foram demonstrados pelo matematico noruegués Ludwig Sylow em 1876
e garantem a existéncia de p-subgrupos em grupos finitos, além de fornecer informacgoes
detalhadas sobre estes subgrupos. Tais teoremas ainda sao uma importante ferramenta
para encontrar p-subgrupos normais nao triviais em um grupo finito.

Teorema 1.4.1 (1° Teorema de Sylow)

Seja G um grupo finito de ordem p™m, com n > 1, p primo e mde{p,m} = 1. Entao
G contém um subgrupo de ordem p, para cada 1 < i < n, e cada subgrupo de G de ordem
pt, i < n, énormal em algum subgrupo de ordem p*t.
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Demonstragao: Como p divide |G|, pelo Teorema de Cauchy, G possui um subgrupo de
ordem p gerado por a € G, ou seja, |(a)| = p.

Por inducao sobre n, suponha H um subgrupo de G de ordem p’, com 1 < i < n. Dai
p | [G: H] e, pelo Corolario [1.3.7, H # Ng(H). Pela Proposicao [1.2.14) H < Ng(H) e,
com isso, Ng(H)/H é grupo. Além disso, pelo Lema [1.3.6, p | [Ng(H) : H], dai, pelo
Teorema de Cauchy, existe um elemento em Ng(H)/H de ordem p. Assim, pelo Teorema
da Correspondéncia, existe um subgrupo H; < Ng(H) tal que Hy/H tem ordem p e
Hy 2 H. Como H 4 Ng(H), entao H < H; e, pelo Teorema de Lagrange,

|Hi| = |H|[H, : H] =p'p=p"t".

Definigcao 1.4.2 Um subgrupo H de um grupo G ¢é dito um p-subgrupo de Sylow de
G, para algum primo p, se H é um p-subgrupo mazximal de G, isto €, se H < K < G com
K p-subgrupo de G, entao H = K.

Corolédrio 1.4.3 Seja G um grupo finito tal que |G| = p"m, onde p é um nimero primo,
n>1emde{p,m} =1, e seja H um p-subgrupo de G. Entao

(i) H é um p-subgrupo de Sylow de G se, e somente se, |H| = p™.
(ii) Todo conjugado de um p-subgrupo de Sylow de G é um p-subgrupo de Sylow de G.

(i11) Se existe um unico p-subgrupo de Sylow de G, digamos H, entao H é um subgrupo
normal de G.

Demonstracgao:

i) Seja G um grupo de ordem p™m. Pelo 1° Teorema de Sylow, G contém um subgrupo
de ordem p, para cada 1 < i < n. Como H é um p-subgrupo de Sylow de G, entao H é um
p-subgrupo maximal de G. Logo |H| = p". Reciprocamente, se |H| = p", entdo H é um
p-subgrupo de G. Suponha H < K < G com K um p-subgrupo de G. Como |G| = p"m e
|H| = p", entdao H = K e, assim, H é um p-subgrupo maximal de G. Consequentemente,
H é um p-subgrupo de Sylow de G.

i1) Seja G um grupo e H um p-subgrupo de Sylow de G. Defina

p: G — G
r — grg h.

1

A fungao ¢ estd bem definida, pois dado x € G e g € G, grg™" é tnico. Além disso, a

funcao ¢ é homomorfismo, pois, para todos z,y, € G,
p(ry) = gryg™" = grg~ gy~ = p(x)p(y), para todo g € G.
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Ainda, ¢ é monomorfismo, pois

ker(p) ={r € G| p(x) =1} ={x € G | gzg* = 1¢} = {1}

Logo ¢ ¢ um automorfismo de G. Como H é um subgrupo de G, entao ¢(H) = gHg™!
também ¢é subgrupo de G. Consideremos a restrigao

elm: H — o(H)
h +— ¢(h) =ghg™".

A restrigao da func¢do ¢ a H, restringindo também a imagem a ¢(H), é um isomorfismo
e, portanto, H = gHg !, para todo ¢ € G. Como H é um p-subgrupo de Sylow de
G arbitrario, entao todo conjugado de um p-subgrupo de Sylow de G também é um
p-subgrupo de Sylow de G.

ii7) Seja G um grupo e H um p-subgrupo de Sylow de G. Por i), gHg™' é um p-

subgrupo de Sylow de GG, para todo g € G. Como existe um unico p-subgrupo de Sylow
de G, entao devemos ter H = gHg™ !, para todo g € G. Portanto, H <1 G. |

Teorema 1.4.4 (2° Teorema de Sylow)

Se H € um p-subgrupo de um grupo finito G e K é um p-subgrupo de Sylow qualquer
de G, entdo existe x € G tal que H < xKa~t. Em particular, dois quaisquer p-subgrupos
de Sylow de G sao conjugados.

Demonstracao: Seja S = {zK | x € G} e faca H agir sobre S por translacao a esquerda.
Pelo Lema [1.3.1],
S0 = |S| = |G : K] (mod p).

Como p 1[G : K|, pois K é p-subgrupo de Sylow de G, |Sy| # 0. Assim, existe 2K € S
e dai temos

K €Sy < hxK =zK, paratodoh € H

& x 'heK = K, paratodoh € H

& z7'he € K, paratodo h € H

& hexKa™!, paratodoh € H

& HCzKz b
Em particular, se H é um p-subgrupo de Sylow de G, entao |H| = |K| = |[tKz™!| e dal
H=zKx 1 ]
Teorema 1.4.5 (3° Teorema de Sylow)

Se G € um grupo finito e p € wm numero primo, entao o numero de p-subgrupos de
Sylow de G divide |G| e € da forma kp + 1, para algum k > 1.
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Demonstracao: Pelo Teorema [1.4.4] o nimero de p-subgrupos de Sylow é o ntumero
de conjugados de qualquer um deles, digamos H. Pelo Coroldrio [I.2.16] o nimero de
classes de conjugacao, que é o nimero de conjugados de H em G, é [G : Ng(H)], que pelo
Teorema de Lagrange, divide |G|. Seja

S ={Q < G| Q é um p-subgrupo de Sylow de G}
e faca H agir sobre S por conjugacao, isto é,

HxS — S
(a,Q) > aQa™'.

Assim,
QE Sy rQx ' =Q, paratodoz € H < H C Ng(G).

Como H e ) sao ambos p-subgrupos de Sylow de G e também de Ng(Q), entdao H e
Q sao conjugados em Ng(Q), ou seja, existe y € Ng(Q) tal que H = yQy~'. Como
Q < N¢(Q), temos H = Q. Logo, Sy = {H} e, pelo Lema[1.3.1]

|S| = |So] (mod p) = |S| = 1(mod p).

Portanto, [S|= kp+ 1, para algum k € Z,.. m

Corolario 1.4.6 Se H é um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G, entao
Ng(Ng(H)) = Ng(H).
Demonstracao: Todo conjugado de H é um p-subgrupo de Sylow de G e de qualquer

subgrupo de G' que o contenha. J4 que H < Ng(H), entdao H é o tnico p-subgrupo de
Sylow de Ng(H) = N. Além disso, como

r € Ng(N) e 2Nz ' =N, 2Hx ' <axNz ' =Ne|rHz | = |H|,
entdo rHr ' = H e dai x € N. Logo Ng(Ng(H)) C Ng(H).
A outra inclusao é ébvia. ]
Observagao 1.4.7 Sejam m um inteiro, p um numero primo, G um grupo de ordem m e
n, o numero de p-subgrupos de Sylow de G. Se nao tivermos nenhuma outra informagao

sobre G, entao, em geral, o 3° Teorema de Sylow nao permite determinar precisamente o
valor de n,. Vejamos os exemplos a sequir.

Exemplo 1.4.8 Seja G um grupo tal que |G| =6 =2-3. Pelo 3° Teorema de Sylow,

=1 d2
{n2 (mod2) =ny =1 ou nyg =3,
712’3

e ambos 0s casos podem acontecer: no =1, se G = Zg e ng = 3, se G = S;.
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Exemplo 1.4.9 Seja G um grupo de ordem 380 = 22-5-19. Pelo 3° Teorema de Sylow,

=1 db5

" (mod5) =ns=1 ou ns=7T6.
Nns | 22 -19

Analogamente, o 3° Teorema de Sylow nos dd

=n=1 ou mnye=20.
n19\22~5 19 19

{nlg = 1(mod 19)
Sejam H um grupo de ordem 5 e K um grupo de ordem 19. Afirmamos que ns ou nig €
tqual a 1. De fato, caso contrdrio, G possuiria 76 - 4 = 304 elementos de ordem 5, pois a
interse¢ao de dois grupos distintos de ordem 5 é {1} e também possuiria 20 - 18 = 360
elementos de ordem 19, o que seria absurdo, pois |G| = 380. Portanto, um dos subgrupos
H ou K é normal em G e, em todo caso, o conjunto HK € um subgrupo de G de ordem
5-19 = 95, (pois HN K = {1g}). Agora, pelo 3° Teorema de Sylow, aplicado a HK,
vemos que HK possui um unico subgrupo de ordem 5, que necessariamente deve ser H e
um unico subgrupo de ordem 19, que necessariamente deve ser K. Assim, H < HK e dat
HK C Ng(H). Logo

ns =[G : Ng(H)] < [G: HK] = 2% e, portanto, ns = 1.
Analogamente, H < HK, e temos HK C Ng(K). Assim,
nig = [G: Ng(K)] < [G : HK] = 2% ¢, portanto, nyg = 1.

Exemplo 1.4.10 Seja G um grupo de ordem 321 = 3 -107. Aplicando o 3° Teorema de
Sylow, resulta em

=1
ns = 1(mod 3) g1
ns | 107
e também
=1 d1
Nio7 (II]O 07> = nygr = 1
nio7 | 3

Logo G possui um unico subgrupo H de ordem 3 e um unico subgrupo K de ordem 107,
assim H < G e também K < G. Além disso, H e K sao ciclicos, pois ambos sao de
ordem prima e H N K = {1g}. Portanto, G = H x K e G € abeliano. Além disso, como
mdc{3, 107} = 1, entdo G € um grupo ciclico, pois

GgHXKgZ3XZ107gZ321.
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1.5 Produto Direto

Nesta secao descreveremos um procedimento importante que permite construir um grupo
a partir de outros grupos dados, o produto direto.
Defini¢ao 1.5.1 Sejam (H,x) e (K, A) dois grupos. Considere o conjunto
Hx K ={(h,k)|he HkeK}
e defina, para todos (hy, k1), (he, ko) € H x K,
(hi,k1) - (ho, ko) = (hy * ho, k1 A ks).

Dessa forma (H x K,-) € um grupo chamado produto direto externo de H por K ou
simplesmente produto direto de H por K.

De fato, para todos (hy, k1), (ha, k2), (hs, k3) € H x K, temos
[(h1, k1) - (ho, k2)] - (Ra,ks) = (hixhg, ki A ko) - (hs, ks3)
(hl * hg) * hg, (l{fl A kz) A k‘3)

(
(
= (hy* (haxhs),ky & (ks A k3))
(hy, k1) (hy % ha, ko B ks)

(

hy, k1) - [(ha, ko) - (Rs, k3)],

e a operacao definida em H x K é associativa.

Seja (1g,1x) € H x K, (1, 1k elemento neutro de H e K, respectivamente). Para
todo (h, k) € H x K, temos

(1g,1g)-(h k) = (1g*xh,1x A k) = (h, k) e (hk)-(1g,1g) = (hxlg, k A 1g) = (h, k).
Logo (1g,1k) é o elemento neutro de (H x K, -)
Para cada (h,k) € H x K, existe (h™', k') € H x K tal que
(h,k)- (WL k) = (hxh Lk a k™) = (1g, 1K)
(RY k™Y - (h k)= (Rt xh k7t A k) = (15, 1k).

Logo (h, k)™ = (h"1k7') em H x K.

22



Observacao 1.5.2 Nem H, nem K ¢é um subgrupo de H x K. Mas H X K contém copias
isomorfas de cada um deles, a saber:

Proposicao 1.5.3 O grupo H x K é abeliano se, e somente se, H e K sao abelianos.

Demonstracao: Para todos (hy, k1), (he, ko) € H X K,
H x K ¢é abeliano < (hl, /{1) . (hQ, kQ) = (hg, k’g) : (hl, kl)

= (hl ‘khg,kl A kz) = (hg*hl,kg A kl)

hl*hgzhg*hl
<~
kv A kg =Fky A Ky

<  H, K sao abelianos.

Definicao 1.5.4 Sejam G um grupo , H e K subgrupos normais de G. Se G = HK e
HnN K ={lg}, entio G € chamado produto direto interno de H por K.

Teorema 1.5.5 Se G ¢ o produto direto interno de H por K, entdo G € isomorfo ao
produto direto externo de H por K.

Demonstracao: Seja G = HK = {hk | h € Hk € K}, com H< G, K 1G e
H N K ={l¢}. Defina a seguinte funcao,

p: G — HxK
hk — (h,k).

A fungao ¢ estda bem definida, pois, dados h,hy € H e k, ki € K tais que hk = hiky,
entao

hk = hky & h'hy = kk{' € HN K = {15}

Dai h™'hy = 1g e kk;' = 1¢, ou seja, hy = h e ki = k e, portanto ¢(hik) = p(hk). A
fungao ¢ é um homomorfismo de grupos, pois, para todos h € H, k € K, temos

khk™' € H, pois H<G e hk'h™'e K, pois K <G.
Assim, khk~'h™' € HN K = {1¢}, logo kh = hk, ou seja, h e k comutam. Assim,

@(hkhiky) = o(h(khy)ky) = 80(@1/@3_1) = (hhy, kk1) = (h, k)(h1, k1) = o(hk)p(hiky ).

€eH €K
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Além disso, ¢ ¢é injetora, pois
ker(p) = {hk | o(hk) = 1uxx} ={kh | (h, k) = (lu, 1x)} = {1c}

Ainda, ¢ é sobretora, pois para todo y € H x K, y é da forma (h, k), onde h € H, k € K,

assim, existe z = hk € G tal que p(x) = y. Portanto ¢ é um isormorfismo de grupos e
G=HXxK. ]

O exemplo a seguir mostra que todas as hipdteses do Teorema [1.5.5] sao necessarias.

Exemplo 1.5.6 Sejam G = S, H = ((123)), K = ((12)). Daf temos
H ={ls,,(123),(132)} e K ={ls,(12)}
e, assim, H N K = {1g,}. Além disso,
HE = {1g,,(123), (132), (12), (23), (13)} = S;.

Agora, H <1 Ss, mas K 4 Ss, pois,

(123)K = {(123),(23)} e K(123) = {(123), (13)},
ou seja, (123)K # K(123).

Considere agora fo = lg,, fi = (123), fo = (13), f3 = (132), fu = (23), f5 = (12).

Assim,
HXx K = {(f07f0>7(f07f5>7 (f17f0)7 (f17f5)7 <f37f0)7 <f37f5)}'

Note que H x K é um grupo ciclico de ordem 6, a saber, H x K = ((f1, f5)), ou seja,
H x K = Zg, que € um grupo abeliano. Logo G = S5 nao € isomorfo a H x K, visto que
Ss nao € abeliano.

Proposicao 1.5.7 Se A<lH e B K, entio Ax B<1H x K e, além disso,
HxK _H K

AxBizXE'

Demonstracao: Para todos a € A,b € B, temos
hah™ € H, pois AAH e kbk™ € K, pois B < K.
Dai, para todos (a,b) € A x B, (h,k) € H x K,
(h,k) - (a,b) - (h,k) ™t = (h,k) - (a,b) - (R k1) = (hah ', kbk™) € A x B.

Logo Ax B<H x K.
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Agora defina

b: HxK — Hx K

(h,k) — (hA kB).

A fungao 1 estd bem definida e é homomorfismo de grupos, pois, para todos (h,k),
(h1, k1) € H x K,

((h, k) - (hi k1)) = ((hhy, kky)) = (hh A, kkyB) = (hA, kB) - (hA, k1 B)

= Y(h, k) - (b, ).

H K
Ainda, a funcao 1 é sobrejetora, pois, para todo y € 1 X 7Y é da forma (hA,kB),
onde h € H, k € K. Dai, existe x = (h, k) € H x K tal que ¥(z) = y.

Agora,
ker() = {(k,h) € Hx K | (k) = lu, x}
= {(hk) € Hx K | (hA,kB) = (A, B)}
= {(hk)€ Hx K |hA= A, kB = B}
= {(hk)e Hx K |he A, ke B}
= AxB.

Assim, pelo 1° Teorema do Isomorfismo,

HxK H
I i, o
m(7)), ou seja, <5 - A X

Hx K ~
ker(¢)

==

Observagao 1.5.8 Em particular, na Proposi¢io[1.5.7, temos

Ax{lg} < HxK.

I

Corolario 1.5.9 Se G = H x K, entdo K.

H x {1K}

_ G ¢
HX{lK}

Demonstracao: Pela Observagao [1.5.8) H x {1x} < H x K, assim, m

grupo. Defina a seguinte funcao,

o: HxK — K
(h,k) — o(hk) =k

25



E f4cil ver que tal funcdo é um epimorfismo de grupos e que ker(p) = H x {1x}. Dal,
pelo 1° Teorema do Isomorfismo,

G

— =~ K.
HX{lK}

A definicao de produto direto G x H de grupos G e H pode ser estendida a uma
familia (possivelmente infinita) de grupos {G; | i € I}. No que segue, generalizaremos
para o caso de uma familia finita.

Definicao 1.5.10 Sejam G, Gs,...G, grupos. Considere o conjunto

HGi:GlXGZX"'XGn:{<glag2>"'agn)’giEGi}

i=1

e defina, para todos (g1,92,-..,9n), (h1,ha, ... hy) € [1i_; Gi, wma operagao (x) como
seque,
(917927 ce 7.971) * (hl’ h27 SR hn) = (glhthhQa cee )gnhn)

Dessa forma [[;_, G; é um grupo.

Uma demontragao analoga ao que foi feito apds a Definic¢ao [1.5.1 nos mostra que a
operacao * em [[!_, G; é associativa e tem como elemento neutro o elemento (1¢,, 1c,, - - ., 1a,)-

Além disso, (91,92, 9n) " = (97,95, - .. cgnt) em [T, Gi.

Proposicao 1.5.11 O grupo [[;_, Gi € abeliano se, e somente se, cada G; é abeliano,
para i =1,..,n.

Demonstracao: O grupo [[;_; G; ¢ abeliano se, ¢ somente se, para todos (g1, g2, - - -, gn),
(h1,ho, ... hy) € T], G;

(.917927”'7971)*<h17h27"'7hn) - (h17h2»-"7h7‘b)*(917927"'7gn)7
-~ (glhl,gghg,...,gnhn) = (hlgl,hggg,...,hn9n>
< gr1h1 = hagi, gaha = hago, ..., gnhw = hngn.

Logo cada G; é abeliano, para (i = 1,...,n).

Proposicao 1.5.12 Sejam G1,Gs,...G, grupos.
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(i) A funcao
v G o= [, G
g —  ulg) =0elay, -5 1a,)
€ um monomorfismo de grupos.

(ii) O conjunto 1;(G;) € um subgrupo normal de []}_, G;.

(i11) A fungao
T - [, Gi — Gj
(91592, s Gks -1 Gn) —> Gk

€ um epimorfismo de grupos.

Demonstragao:
(1) Sejam g;, h; € Gy, com 1 <i < n.

i(gihi) = (191,192, ..., gihi, ..., 1gn)
- (1917 1927 N T 1gn) * (1917 1g?a sy hi) ) 1gn)
= ti(gi)ui(h)
Logo a funcao ¢; € um homomorfismo de grupos. Além disso,
ker(v;) = {gi € Gi|ti(g) =1, 6.}
= {gz e G; | (1G171G27~-;gi7---71Gn) = (1(;1,1@2,...,1Gi,...,1Gn>}
= {9 €Gi|g=1¢}
Logo ¢; ¢ um monomorfismo de grupos.
(ii) Para todos (g1,92,---,9n) € [, Gi s (lay, Lag, -y his o+ 1a,) € 4i(GY),
(917927 SR agn) * (]‘Gl’ ]-G27 ) hi7 R ]-Gn) * (gla.QQa s 7gn)_1
= (917927"'agn) * (1G171G2a-~'7h’i7"'71Gn) * (91_1’92_17"'797:1)
= (919759205 s+ > 9ihagi ' Gngn )
= (1(;1, 1(;2, C. ,gihigi_l, ceey 1Gn) € LZ(GZ)
Logo ¢;(G;) é um subgrupo normal de [[_, G;.
(¢ii) Sejam (g1, 92,---,9n), (h1,h2,..., hy) € [[i; Gi. Dal

ﬂ_k((glag% s agn) * <h17 h27 R hn)) = Hk(91h1792h27 s 7gkhk7 cee agnhn)
grlu,
= Wk(gl,gg,...,gn)ﬂ'k(hl,hg,...,hn).
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Logo 7, ¢ um homomorfismo de grupos.

Agora, para todo g, € Gy, existe um elemento (1g,,1ay,- - ks - -5 1) € [ Gi
tal que x(1g,, Lay, -« s Gky - - - L@, ) = gk Logo m é um epimorfismo de grupos.

Definicao 1.5.13 Sejam G um grupo e Hy, Hs, ..., H, subgrupos de G. Dizemos que G
¢ o produto direto interno de H,, Ho, ..., H, se, e somente se, as sequintes condigoes
sao satisfeitas:

(1) hihj = h;h;, para todos h; € H;, hj € H;, com i # j.

(2) Todo elemento g € G se escreve de modo unico na forma g = hihg---h,, onde

h; € H;, i € {1,....,n}.

Proposicao 1.5.14 Sejam G um grupo e Hy, Ho, ..., H, subgrupos de G. FEntio G é
o produto direto interno de Hy, Hy, ..., H, se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao
satisfeitas:

(i) H; <G, para todo i = 1,...,n.
(1ti)) HiNHy---H;_1Hiy -+ H, = {1}, para todo i € {1,...,n}.

Demonstracao: Suponha satisfeitas as condicoes (i), (i), (i7i) e sejam z € H; ey € Hj,
com i # j. Considere o elemento comutador de z e y, zyz~'y~!. Temos

zyz~ 'yt € Hy, pois H; <G, por (i) e axyx 'y '€ H;, pois H; < G, por (i).

Logo
vyr 'y ' € Hy;NH; CH;NHy -~ H; {H;y---H, ={lg}, por (iii).

Portanto, zy = yx e a condic¢ao (1) é satisfeita.

Para mostrar a condi¢ao (2), considere g € G. Por (i), existem h; € H;, i = 1,...,n,
tais que g = hihy - - - h,. Queremos mostrar que tais h; sao tnicos. Suponha

hlhg"'hn:/ﬁkg"'kn, Ccom kz < H,L', 1= 1,...,71. (11)
Multiplicando ambos os membros por k; ' & esquerda e por A '---hy' & direita, temos

kithy = ko« -koh, thyt.
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Como a condicao (1) é satisfeita, podemos aplica-la varias vezes, obtendo assim,
ki'hy = kohy Ykshyt - kbt
Logo, k;'hy € HiNHy--- H, = {1} e, portanto, h; = k;.

Procedendo de forma analoga, ou seja, multiplicando ambos os membros da equacao
(T.1)) por ky 'kt & esquerda e por h;'---hs' & direita, obtemos

ky'hy = ksg---k,h, thyt.
Aplicando a condicao (1) repetidas vezes, temos
ky'hy = kshy'kahyt - kbt

Logo, ky'hy € HyN Hy--- H, = {14} e, portanto, hy = ks.

Continuando o processo de forma analoga, resulta que h; = k;, paratodoi=1,--- ,n.
Portanto a condigao (2) é satisfeita.

Reciprocamente, suponha satisfeitas as condigoes (1) e (2). Queremos mostrar que
cada H; < G, ou seja, gk;g~! € H;, para todos k; € H;, g € Gei=1,....n. Por (2), todo
elemento g € G se escreve na forma g = hihy - - - hy, com h; € H;. Assim,

gk:ig_l =hy- "hi"'hnkihl_l . "hi_l . "hr_zl‘
Aplicando a condic¢ao (1) repetidas vezes resulta em
gkig™t = hy - hikih; - b
Como h;k;h; ' € H;, podemos novamente aplicar a condicio (1) repetidas vezes, e obter
gkig™' = hik;h;' € H;.
Logo H; é normal em G, para todo i =1,...,n e a condigao (i) é satisfeita.
A condigao (7i) é imediata por (2).

Para mostrar a condigao (iii), seja x € H; N Hy---H; 1H; 1+ H,. Por um lado
WS H1 s Hi—lHi—i—l te Hn; dai

xr = hth . 'hz'—lhi—l-l cee hn, com hj S Hj, j = 1, ,Z - ].,Z—i- ]., .., n.

Por outro, x € H;, logo, x = h; € H;. Assim, h; = hihs---h;_1h;11h,. multiplicando por

h; ' ambos os membros e aplicando a condigdo (2), obtemos

lg = hihy--- hi—lhi_lhi+1 <o hy,.

Mas 1g = 1g,1a, - - - 1g,, logo, pela unicidade (2), h; = 1¢,, para todoi=1,--- ,n.
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Proposicao 1.5.15 Sejam G um grupo e Hy, Hy, ..., H, subgrupos de G. Se G € o
produto direto interno de Hy, Ho, ..., H,, entao G = Hy X Hy X --- X H,.

Demonstracao: Como G = H{H,---H,, entao g = hihy---h, para todos g € G,
h; € Hiei1=1,...,n. Defina uma funcao ¥ como segue,

¢I G — Hy xHy x---x H,
g — (hl,hg,...,hn). ’

Como todo elemento g € G se escreve de maneira Unica na forma g = hihs - - - h,,, entao
a funcao 1 esta bem definida.

A fungao v é um homomorfismo de grupos, pois, pela condigdo (1), para todos
9,9 € G, com g = hihy---h, e ¢ = h{h}---h!, onde h; € H;, h} € H;, para todo
1=1,...,n,

g9’ = hihg -+ hyhihy -+ hl, = hihihohl - - - h,hl,.
Dali,

V,D(gg') = (hlhll, hghé, ey hnhfn) = (hl, hg, ey hn)(hll, h;, ey hfn) = @D(g)@/](g/)
Além disso, 1) é monomorfismo, pois

ker(v)) = {g€ G |Y(9) = 1uxxn,}
= {g€ G| (hi,ha . h) = (e, 1aas -5 1)}
= {lg}

e 1 é epimorfismo, pois, para todo y € H; x Hy x --- x H,, y se escreve na forma
y = (h1,hg,... hy), com h; € Hy e i = 1,...,n. Dai, tome x = hjhy---h, € G e
(x) = y. Portanto ¢ é um isomorfismo de grupos. |
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Capitulo 2

Grupos Abelianos Finitos

Como uma aplicacao dos resultados do Capitulo 1, provamos que todo grupo abeliano fi-
nito é um produto direto de seus p-subgrupos de Sylow. Além disso, mostramos também
varios resultados a respeito de p-grupos abelianos finitos que sao utilizados para a demons-
tragao do Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos, nosso principal objetivo
neste capitulo. Além disso, determinamos, a menos de isomorfismos, todos os grupos
abelianos de uma dada ordem. A principal referéncia para este capitulo é [6].

2.1 Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Fi-
nitos

O Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos é de grande importancia para o
desenvolvimento deste trabalho, pois estabelece que todo grupo abeliano finito pode ser
escrito como produto direto de subgrupos ciclicos de ordem prima.

Proposicao 2.1.1 Se G é um grupo abeliano finito, entao G € um produto direto interno
de seus p-subgrupos de Sylow e, portanto, G € isomorfo ao produto direto de seus p-
subgrupos de Sylow.

Demonstracao: Seja G um grupo abeliano finito, digamos de ordem n > 1. Pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, n = p{'ps? - - - pi*, onde py, pa, ..., pr SA0 NUMeros
primos distintos e essa decomposigao é unica, a menos da ordem dos fatores. Seja H; o
pi-subgrupo de Sylow de G, com |H;| = p}“, i =1,...,n. Tais subgrupos existem pelo 1°
Teorema de Sylow. Queremos mostrar que G é produto direto interno de Hy, Hs, . .., Hy,
ou seja, que todas as condi¢oes da Proposicgao [1.5.14] sao satisfeitas. Como G é abeliano,

a condicao (i) é satisfeita para cada H;.
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Agora, queremos mostrar que G = HyHs - -- H,. Pelas propriedades de produtos de
grupos, HyHs é subgrupo de G, pois Hy << G. Além disso,

|H1Hy| = |Hy||Ha| = pi'p3?, pois HyNHy={lg}.
Novamente, (H; H2)Hjs é subgrupo de G, pois H3 << G. Temos também
((HiHa)Hs| = |Ha||Ha|[Hs| = p'p3°ps®, pois HiHy N Hy = {1c}.
Continuando de forma andloga, HiHs - -+ Hj é subgrupo de G e
|HyHy -+ Hy| = pi'ps* -+ pp"
Logo G = H H, - - - Hy e a condigao (i) é satisfeita.

Para mostrar a condigao (iit), sejax € H;NHy -+ H;_1H; -+ H,. Assim,

i+1

o(z) | pi* e o(x) | pt* - piytpit PR =Y.

Logo o(z) = mdc{p}",Y}. Como os p;, com i = 1,...,n, sdo primos distintos, entao
o(x) =1 e, assim,
H;NHy- - Hi 1 Hiyy -+ H, = {1g}.

Portanto, pela Proposicao [1.5.15, G é isomorfo ao produto direto de seus p-subgrupos de
Sylow. [ ]

Lema 2.1.2 Seja G um p-grupo abeliano finito e g € G um elemento de ordem mdzrima
em G. Entdo (g) é um fator direto de G, isto é, existe M QG tal que G = M x (g).

Demonstracao: Sejam |G| = p® e g € G um elemento de ordem maxima em G. Se
o(g) = p*, entdo M = {15} e o resultado segue.

Se o(g) < |G|, escolha M maximal de modo que M N (g) = {1g}. Se M - (g9) = G,
entdo G = M x (g) e temos o resultado.

Suponha M - (g) # G. Como M <G, entao M - (g) # G é um subgrupo normal de G,
G

G

M - (g) ) M - {g)
que o(Z) =pex € G— M -(g). Dai, z¥ = 1, ou seja, 2P € M - (g). Assim, existem y € M
e B € Z tais que 2P = yg”. Como p® é a ordem maxima dos elementos de G, temos

assim é um p-grupo nao trivial. Pelo Teorema de Cauchy, existe € tal

Ly =a" = (@) =@ (")

e, com isso, gﬁpw1 e Mn{g) ={lg}. Logo gﬁpw1 = lg e, assim, p | B, isto é B =p -7,
para algum 7 € Z. Dessa forma, 2P = yg?»? e y = (xg~7)? € M, mas xg~ 7 ¢ M. Assim,
(xg=7, M) N (g) # {1}, sendo contradiz a maximalidade de M. Logo existem §,e € Z
ey € M tais que ¢° = (xg)%/, ou seja, 2° = (y')"1g*t° € M - (g). Além disso p | 6,
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pois, se p1 4, entao mde{p,d} = 1 e pelo Teorema de Bézout, existiriam a,b € Z tais que
ap+bd =1 e assim
r =2 = (2%)%(2°)" € M - (g).

Mas isso contradiz o fato de z € G — M - (g). Entao (zg~7)° = ((xg~7)P)* € M, para
algum s € Z, e como y' € M, temos ¢g° € M.

Logo existe um elemento, nao trivial, g° € M - (g), mas isto contradiz a escolha de M.
Portanto, G = M - (g) e, consequentemente, G = M x (g).

Teorema 2.1.3 Todo p-grupo abeliano finito G é o produto direto de uma familia finita
de subgrupos ciclicos.

Demonstracao: Seja G um grupo de ordem p®, o« > 1 e a € Z. Vamos fazer a demons-
tracao por inducgao sobre a.

Se a = 1, entdo |G| = p. Dai, G é ciclico e nada temos a fazer. Suponha o > 1 e o
teorema vélido para todo p-grupo abeliano finito de ordem p', com 1 <t < a esejag € G
um elemento de ordem méaxima p*. Se k = «, entao G é ciclico e, neste caso, nada temos
a demonstrar. Se k < a, o Lema [2.1.2) nos mostra que G = M x (g), com M # {1g}
e M # G. Logo, pelo Teorema de Lagrange, |M| = p', com 1 < t < a. Por hipdtese
de inducao, segue-se que M é produto direto de uma familia finita de subgrupos ciclicos.
Portanto, G é produto direto de uma familia finita de subgrupos ciclicos.

O Teorema nos diz que se H, é um p-grupo abeliano finito de ordem p®, entao
existem inteiros 1 > [y > -+ > [, > 0, tais que

Hp = Cpgl X CPBQ X+ X Cpm,

onde Cs; ¢ um grupo ciclico de ordem p%. Além disso, os nimeros 31, Ba, . . ., B, sao ditos
invariantes do p-grupo H, e sao tais que 1 + 2 + -+ + 3, = a.

Exemplo 2.1.4 Seja

O O O O
O

DI DN DN NI
—_— — — —

A~ N N~
W NI = DI

— — — —
A~ N~
W NI = DI

P

W DI DI
QI Lol Wl Wl
o

Wl NI = O
==

(
G:Z4XZ4: E

Considere

H, = <(67 i)) = {(676)7 (67 i)? (67 Q)? (673)} e Hy= <(i76)> = {(076)7 (L())? (276)7 (37())}



Note que Hy e Hy sao subgrupos ciclicos de G e G = Hy x Hy. Considere agora
Hy = ((1,2)) ={(0,0),(1,2),(2,0),(3,2)} e Hy=((1,1))={(0,0),(1,1),(22),(3,3)}.
Observe que Hi e H) também sdo subgrupos ciclicos de G e G = H{ x H).

Como Hy, Hs, H|, Hy sdo dois a dois distintos, obtivemos uma decomposi¢ao de G

como produto direto de subgrupos ciclicos de duas maneiras diferentes.

Este exemplo ilustra que nao temos unicidade na decomposicao do Teorema [2.1.3]
Observe, no entanto, que o nimero de parcelas destas decomposi¢oes sao iguais. Além
disso, o(H;) = o(H}), para i = 1,2.

Tendo em vista generalizar este resultado, apresentamos inicialmente os seguintes le-

mas:

Lema 2.1.5 Se H = {(a) € um grupo ciclico de ordem p®, entdo o conjunto
Hi ={xeH|a2?=1yx}
¢ um subgrupo de H de ordem p.
Demonstracgao: E claro que H; é nao vazio, pois 1y € Hy. Sejam x,y € H;. Assim
P =1y e y? = 1y, dai
y PP =y Py P=ly=> @y W =1lu=y ' €H.

Logo, (zy~')P = 2Py~ = 1y e, assim, 2y~ ' € Hy. Portanto, H; ¢ um subgrupo de H.

Agora, os elementos (ai)pa_l, com i =1,...,p, pertencem a H;, pois
()" P = ((@)") = (") = 1}y = 1.
Além disso, os elementos (a")pafl, comi=1,...,p, sao dois a dois distintos.
Por outro lado, seja z = o/, para 1 < j < p® !, um elemento qualquer de H e
suponhamos = € Hy. Assim (a/)P = 1z e daf p® | (pj), ou seja, p*~! | j. Logo j = ip®~ 1,
com 1 <i <p— 1. Portanto, |H;| = p. [ ]

Lema 2.1.6 Se um p-grupo abeliano G € o produto direto de uma familia (H;)1<i<, de
subgrupos ciclicos de G, entao:

(i) O conjunto G, ={z € G | 2P = 1g} € um subgrupo de G de ordem p".

(i) O conjunto G®) = {y? | y € G} € um subgrupo de G.
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(iii) O conjunto (H;)P = {zP | 2 € H;} é um subgrupo ciclico de G, para todo
1=1,...,7
Demonstracgao:

(i) O conjunto G, é nado vazio, pois 1g € G. Se x1, x3 € G, entdo o} = 1g e 2 = 1g
e daf ;' € G,. Além disso,

(125 ) = 2hay? = 1¢, ou seja, zyx5" € Gy
Portanto, GG, ¢ um subgrupo de G.

Agora, um elemento x € G pode ser representado de modo tinico sob a forma

r=x1%y - T, ondex; € Hy, i =1,...,7
Agora,
— _ p .p —
reG, e’ =1ge (v120 - 2,) =1lg e afzh - 2l =1g.
Como 2 € H; e G = Hy x Hyx--+-x H,, entao xf 2} --- 2 = 15 se, e somente se, 2t = 1,
para todo 7 = 1,...,r. Assim, x € GG, se, e somente se, x; € H;, para todo 7 = 1,...,7.

Pelo Lema 2.1.5, |H;| = p e, portanto, |G,| = p".

(ii) E claro que G® ¢ ndo vazio, pois 1¢ € G®. Sejam entdo 27,y? € G®, com
z,y € G. Como y~' € G, entdo (y?) € GV, Dai a?-y? = (x-y~1)? € GP®). Logo GP ¢
um subgrupo de G.

(4i1) De modo andlogo ao que foi feito em (ii) prova-se que (H;)®) é um subgrupo de
G®

Para mostrar que (H;)® é ciclico, vamos mostrar que (H;)®) = (a?), onde H; = {(a;).
Seja t? € (H;)® com t = a]. Entdo t? = (a] )P = (a})? € (a?) e, assim, (H;)® C (a}). A
outra inclusao ¢ ébvia e isto prova a igualdade. ]

Lema 2.1.7 Sejam m,n,k € Z com mk = n. Entao

mZ/nZ = {0,m,2m,...,(k— 1)m} = Z.

Demonstracao: Sejam

Y/ ma

Assim, nZ é um subgrupo de mZ se, e somente se, existe k € Z tal que mk = n. Com
essa condicao, pelo 3° Teorema do Isomorfismo, temos
Z
GonZ 2 _,
H mZ mZ "
nZ
Logo, [G : H] = m e pelo Teorema de Lagrange |H| = k. n
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Teorema 2.1.8 Se um p-grupo abeliano G é o produto direto de duas familias distintas
{Hi}h<i<r € {H}}1<j<s de subgrupos ciclicos de G e se H; # {1p,} parai=1,2,...,71 ¢
H # {1H§-}> para j = 1,2,...,s, entdo r = s e, reordenando os indices, se necessdrio,
temos |H;| = |H]|, para1=1,2,... r.

Demonstragao:

Seja G um grupo de ordem |G| = p®. Vamos fazer a prova por inducao finita sobre o
nimero natural o.

Se a = 1, ent@o G é ciclico e neste caso, r =s=1e H; = H = G.

Suponha a > 1 e o teorema verdadeiro para todo p-grupo abeliano de ordem p®’, onde
1 < ' < a. Reordenando os conjuntos { H;}i<i<, € {H}}1<j<s, se necessdrio, coloquemos

H; = {(a;) e |H;| =p, come; > ey >--->¢,. > 1.

Hj = (bj) e |H;| = p', com fy > fo>--- > f, > 1.

O Lema (i), aplicado a familia {H;}i<;<,, nos diz que |G,| = p" e trocando a
familia {H;}1<i<, pela familia { H}},<;<,, obtemos |G| = p*. Logo r = s.

Agora, se e; = 1, entao |H;| = p, paratodoi=1,...,r. Como G = Hy X Hyx--+x H,,
segue-se que todo elemento diferente do neutro de G' tem ordem p e dai G' = G,. Por outro
lado, suponha f; > 1, pelo 1° Teorema de Sylow, existe um elemento em H; C G' de ordem
maior que do que p e isso é absurdo. Logo, e; = f;, para todo ¢ = 1,...,r e, neste caso,
o teorema estd provado.

Suponha que exista e; > 1 e indiquemos por m, com 1 < m < r, o maior indice i tal
que e; > 1, ou seja , e, = 1, para todo inteiro m < v < r. Neste caso, devemos ter f; > 1,
pois, caso f; = 1, terfamos f; = 1, para todo j = 1,...,s e assim, terfamos e; = 1, para
todo i =1,...,r, contradizendo o fato de e; > 1. Logo f; > 1 e existe um indice maior n,
com 1 <n <r=stal que fs =1, para todo inteiro n < § < s =r.

Afirmacgao 2.1.9 Para o grupo G considerado acima, temos
GP = (H)P x (H)W) x -+ x (H,)® e GP = (H)P x (H)W x--. x (H.)P.

De fato, pelo Lema (iii), para cada i = 1,...,m, (H;)®) é um subgrupo de G®.
Assim, (H,)® (Hy)® .. (H,)® < G®,

Agora, se x € GP), entdo x = yP, para algum y € G. Além disso, y pode ser escrito,
de modo unico, sob a formay = y1y2 - Yy, comy; € H;. Como |H,| = p> = p, pois
ey =1, param <~ <r, entao y§ = lp , para m <~y <. Assim,

o=y g € (H)W ()P - (Hy).
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Logo, G®) = (H,)®) (Hy)® ... (H,)®) e como (H;)® C H;, tal produto é direto. Por-
tanto,
G — (Hl)(p) % (Hg)(p) X oo X (Hm)(p).

A outra parte da afirmacao pode ser provada de forma andloga.

Conclui-se dai que
GP = [(H)P[|(Ho) | - [(Hn) P = [(H) P (H)®)| - [(H) ™).

Como H; é um subgrupo de ordem p®, entao H; = Z,e;. A restricao desse isomorfismo
ao subgrupo ciclico (H;)® de H; nos diz que (H;)®) 2 pZ, e, = Zyei—1 €, pelo Lema ,
|(H;)®)| = p¥~!, paratodoi=1,...,r.

Analogamente temos |(HJ’-)(p)] = pfi~1 paratodo j =1,...,r. Daf
IGP| = (ey—1)4+(ea—D++(em—1) = (A-D4+ o=+ +(fu—1) <o
Aplicando a hipotese de indugao em
G — (Hl)(p) % (Hz)(p) X oo X (Hm)(p) — (H{)(p) % (Hé)(p) X oo X (H;)(p)7

resulta em m =n e |H;| = |H]|, parai=1,...,m. Agora, como e, =1, param <y <r
efs=1,param=n<9<r=s,entao

|| =p* = 1=pl = |Hj.
Portanto |H;| = |H}|, para todo i =1,...,r. u

Pela Proposigao 2.1.1] todo grupo abeliano finito G é o produto direto de seus p-
subgrupos de Sylow. Pelo Teorema [2.1.3] todo p-grupo abeliano é o produto direto de
uma familia finita de seus subgrupos ciclicos. Além disso, pelo Teorema[2.1.8] o niimero de
parcelas desta decomposicao, assim como suas ordens, sao determinadas de modo tnico,
a menos da ordem das parcelas, pelo grupo G. Isto prova o seguinte resultado.

Teorema 2.1.10 (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos)

Todo grupo abeliano finito G € o produto direto de uma familia {G;}1<i<, de subgrupos
ciclicos. Além disso, o numero destes subgrupos ciclicos e suas ordens sdo determinadas
de modo unico pelo grupo G.

Queremos agora determinar todos os grupos abelianos de uma dada ordem, para isto,
enunciamos o seguinte

Lema 2.1.11 Sejam G e G’ dois grupos abelianos finitos tais que G € o produto direto
de uma familia {G;}1<i<, de subgrupos ciclicos e G' € o produto direto de uma familia
{Gi}1<i<r) de subgrupos ciclicos. Nestas condigoes, se |G;| = |G,|, parai=1,...,r, entdo
G=dG.
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Demonstragao: Por hipétese, G; e G, sao grupos ciclicos de mesma ordem, logo existe
um isomorfismo
paracadat=1,...,7.

Agora, como G = G X Gy X -+- X G, um elemento x € G se escreve de modo tinico
na forma z = (z1,x9,...,2,) com z; € G;. Considere, assim, a aplicagdo h : G — G’
definida por
h(ZE) = (h1($1)7 hQ(Ig), N hr(xr)),

onde x = (z1,9,...,2,), com x; € G;. Tal fungao estd bem definida, pois, para cada
i=1,...,r, afungdo h; : G; — G estd bem definida.
Sejam = = (x1, o, ..., ;) e y = (Y1, Yo, - .-, Yr) € G. Entédo
h(zy) = (h(ziy), ha(zaya), - - -, he(2,y,))

(ha(
= (hl(l’l) hl(yl)a h2(1’2) hz(?b), cey hr(iﬂr) hr<yr)>
(hl(x1>7 h2(x2)7 T hT(‘TT)) (hl(y1)7 h2<y2)7 T h?’(yr))
= h(z) h(y).

Logo, h é um homomorfismo de grupos. Além disso, h é injetora, pois
ker(h) = {x € G| h(z)=1¢}
= {r e G| (M) ha(z2), ..., he(,)) = (Lar, 1ay, -5 1an)}
= {zeG|x;=1g, paratodoi=1,...,7}
= {1}

Ainda, h é sobrejetora, pois G e G' tem a mesma ordem. Logo h é um isomorfismo de
grupos e, portanto, G = G'. [ ]

2.2 O Numero de Grupos Abelianos nao Isomorfos
de uma Dada Ordem

Nosso objetivo aqui é determinar, a menos de isomorfismos, todos os grupos abelianos
finitos de uma dada ordem. Para isto, introduziremos o conceito de particao do nimero
kE>1.

Definicao 2.2.1 Chama se parti¢ao de k a toda n-upla (k1, ko, ..., k,) de nimeros na-
turais nao nulos tal que ky > ko > - >k, e k = Z k;. Indicamos por P(k) o nimero

i=1
de particoes de k.
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Seja n > 1 um numero inteiro. Considerando a decomposicao de n em fatores primos
distintos, temos
_aq 02 (e}
n=py py D

Dai, temos o seguinte

Corolario 2.2.2 Ezistem exatamente P(oy) P(ag) -+ P(oy.) grupos abelianos nao iso-
morfos de ordem n, onde n = pi* p5* - - por.

Demonstracao: O Lema [2.1.11] nos mostra que se dois grupos abelianos de mesma
ordem tém o mesmo tipo de decomposicao, entao eles sao isomorfos. Assim, o nimero
de grupos abelianos (nao isomorfos) de ordem n é o nimero de decomposicoes diferentes,
como produto direto de seus subgrupos ciclicos que tal grupo pode admitir, isto é, o
nimero de grupos abelianos (nao isomorfos) de ordem n é P(ay) P(ay) - -+ P(a,.), onde

— 1 (2 Q
n=py Py P u

Exemplo 2.2.3 Vamos determinar todos os grupos abelianos nao isomorfos de ordem
1200.

Decompondo a ordem de G em fatores primos, obtemos, |G| = 1200 = 2*. 3! . 52,
Vamos entao determinar as particoes dos expoentes 4, 1 e 2. Note que,
(1111
211 1
1={20 | 1= {1 - {

2

31

4

\
Logo, existem exatamente 5-1-2 = 10 grupos abelianos, nao isomorfos, de ordem 1200.
A saber:

Lig X Lig X Lig X Lo X Uiz X L X L
Lig X g X Dig X Lo X Lz X Lis2
Lz X Dy X Ly X Lz X Zis X Zis
Lig2 X Ty X Ly X Tig X Yig2

Ligz X Zigz2 X Bz X Lis X L

Lig2 X Zig2 X Zig X L2

Ligs X Lig X iz X Lis X Lis

Ligs X Zig X Dig X Lis2

Zioa X Lz X s X L

Liga X Lz X Zig2.
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Capitulo 3

Automorfismos de Grupos Abelianos
Finitos

Neste capitulo fazemos uma caracterizagdo do grupo de automorfismos Aut(G) de um
grupo abeliano finito G e apresentamos duas férmulas para o nimero de elementos de
Aut(G) . As principais referéncias para este capitulo sdo, o artigo Automorphisms of
finite abelian Groups de Christopher J. Hillar e Darren L. Rhea [2], que caracteriza o
grupo de automorfismos Aut(G) de uma forma mais acessivel e moderna e a tese de
doutorado de Heinrich Kuhn [5], intitulada Endomorphismem Abelscher p-Gruppen, que
trata também de automorfismos de p-grupos abelianos.

Com o propésito de fazer tal caracterizacao, descrevemos o anel de endomorfismos
de H,, onde H, é um p-grupo abeliano finito e identificamos as unidades Aut(H,) C
End(H,). Através desta descrigao o anel de endomorfismos End(H,) pode ser visto como
um quociente de um subanel das matrizes M, (Z). Como consequéncia desta investigagao,
apresentamos prontamente uma fémula para o niimero de elementos de Aut(G), para qual-
quer grupo abeliano finito GG. A outra férmula segue o desenvolvimento feito por Heinrich
Kuhn em sua tese de doutorado [5] e utiliza apenas certos subgrupos caracteristicos do
grupo G.

3.1 Automorfismos de Produtos Diretos

Seja G um grupo abeliano finito. Pelo Teorema [2.1.10, G é isomorfo ao produto direto de
grupos da forma
Hy, = Zper X Lipea X+ -+ X Lipen,

onde p é um numero primoe 1 <e; < --- < e, sao inteiros positivos.

O seguinte lema nos diz que ¢ suficiente trabalhar com os grupos do tipo H,,.
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Lema 3.1.1 Sejam H e K dois grupos abelianos com ordens relativamente primas. Entao

Aut(H) x Aut(K) = Aut(H x K).

Demonstracao: Sejam « € Aut(H), 5 € Aut(K), h € H, k € K. E f4cil verificar que

a funcao
¢ap: HxK — HXK
(h,k) +— (a(h), B(K))

é um automorfismo de H x K. Afirmamos que a seguinte funcao

¢ Aut(H) x Aut(K) — Aut(H x K)
(a, B) — Pa,p

é um isomorfismo de grupos. De fato, para todos oy, s € Aut(H), B1, 52 € Aut(K),
he H, ke K, temos

¢((a1, Bi)(az, B2))(h. k) = ¢(aras, f1582)(h, k)
= Qaran,p6: (N k)
= (a1az(h), B152(k))
= Gay,p(a2(h), Ba(k))
= (¢a1,510¢a2,52)<h7k)
= (¢(a, 51) © ¢(042732))(h, k).

Logo ¢ é um homomorfismo de grupos.

Para mostrar que ¢ ¢é injetora, suponha («, 5) € ker(¢). Entao ¢(a, 8) = Idyxk, ou
seja,

¢a,5(h, k) = (h, k), para todo (h,k) € H x K
= (a(h),B(k)) = (h,k), para todo (h,k) € H x K
N a(h) = h, para todo h € H
B(k) =k, para todo k € K
{Oé: ]dH
=
f=ldk

e assim ¢ é injetiva.

Para provar a sobrejetividade, sejam |H| = m e |K| = n, com mdc(m,n) = 1. Dado
w € Aut(H x K), queremos construir automorfismos wy € Aut(H) e wx € Aut(K) tais
que

O(wy, wr) = w. (3.1)
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Fixe w € Aut(H x K) e considere as proje¢oes canonicas

g HxK — H g Hx K — K
(h,k) ~—— h (h,k) +— Kk~

Assim, temos um homomorfismo v : K — H dado pela composicao dos seguintes homo-
morfismos: '

K< HxK 2% HxK ™ H

k <1H7 /{Z) — w(lH, ]{3) — 7TH(w<1H, /{Z)),

ou seja, y(k) = mg(w(lg, K)). Pelo 1° Teorema do Isomorfismo,

K

=1
ker(7y) m(y)
e assim [K : ker(y)] divide |H| = m. Por outro lado, como ker(y) < K, pelo Teo-
rema de Lagrange, [K : ker(y)] também divide |K| = n. Como mdc(m,n) = 1, entao

[K : ker(y)] =1, o que implica K = ker(7). Logo, v(k) = 1y para todo k € K. Portanto,
~ é o homomorfismo trivial.

Analogamente, definindo o homomorfismo 6 : H — K por

H < HxK s HxK ™ K
h +— (h1g) — w(h,1g) — 7g(w(h,1k)),

isto é, (h) = mx(w(h,1k)) tem-se também que ¢ é o homomorfismo trivial.
Finalmente, defina os endomorfismos wy e wg de H e K respectivamente por:

wg: H — H wg: K — K
h — WH(W(h, 1K)) k — WK(W(lH,k'))

Observe que se w(h, k) = (W', k'), entao mg(w(h,k)) = h' e m1g(w(h,k)) = k. Logo
h,k)), 7 (w(h, k)))

m(W((h 1) (La, K))), e (w (L, k) (B 1K)
(

w(h,k) = (
(
H(w
(

(

(S

TH

(7 (w(
(7 (w(
= (mu(w(h, 1g)w(ly, k), g (w(ly, k)w(h, 1k)))
= (mu(wh, 1)) (W, k), Tre (WL, k) Tr (W (R, 1k)))
= (mu(w(h, 1x))v(k), 7 (w(la, k)5 (R))
= (wy(h),wk(k))
= Quyuy (h k)

= ¢(WH, (JJK)(h, k’)

Portanto, existem wy € End(H) e wx € End(K) que satisfazem a condigao (3.1)).
Falta provar que wy € Aut(H) e wx € Aut(K). Para isto, basta que wy e wg sejam
injetoras (ja que H e K sao grupos finitos).
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Suponha wy(h) = 1y, para algum h € H. Dai

w(h,1x) = (mu(w(h, 1)), 7k (w(h, 1k)))
= (wu(h),d(h))

Pela injetividade de w, temos h = 1g, portanto, wy € Aut(H). Um argumento analogo
nos mostra que wx € Aut(K) e isto completa a prova.

Q.

Pelo Lema m, para um grupo abeliano finito de ordem |G| = p{* - - - p2~, temos

G=H, xH, x---xH, e Aut(G)= Aut(H,, ) x Aut(H,,) x --- x Aut(H,,).

3.2 Endomorfismos dos Grupos H,

A fim de realizar a caracterizagao proposta, serd necessario dar uma descrigao de End(H,),
o anel dos endomorfismos de H,. Os elementos de End(H,) sao homomorfismos de H,
nele proprio, com as operacoes do anel dadas por:

(f+9)(a) = f(a)+g(a)
(f-9)(a) = fogla),

onde f, g € End(H,) e a € H,. Estes anéis se comportam como anéis de matrizes com
algumas caracteristicas importantes que discutiremos abaixo.

Sejam p um nimero primo e Hy = Zyer X -+ X Zyen, com 1 < €3 < -+ < e, Entao
|Hp| = pe1+..-+en e, além diSSO, pe1 ‘peg | L. ]pe”.

Para cada h € Z, sempre existe 0 < b/ < p% — 1 tal que h = A’ (mod p®) e, com esta
representacao, um elemento de H, ¢ um vetor coluna (hi,...,h,)" em que cada h; € Lipye:
e h; € Z é um representante de classe tal que 0 < b} < p% — 1. Com estas nogoes bem
estabelecidas, definimos o seguinte conjunto de matrizes.

Definicao 3.2.1 R, = {(a;j) € M,,(Z) : p*~% | a;; para todos i,j tais que 1 < j < i <
Exemplo 3.2.2 Seja H, = Z, X Zy> X Ly, ou seja, ey = 1,ex = 2,e3 = 5. Entao
an a2 Q13

Rp = aglji CL223 a3 | , COM Qyj €7
as1p- as2p” Aas3
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Exemplo 3.2.3 Seja H),, = Zy> X L2 X Lps X Lps, 0u seja, e = 2,e3 = 2,e3 = 3,e4 = 3.
Entao
a1; A2 a1z a4
Rp _ Q21 Q22 A23 Q24 , com ay € 7
a31p az2p azz AaAs4
a41P  Qg2p Q43 Q4q

Lema 3.2.4 O conjunto R, forma um anel com a multiplicacao usual de matrizes.

Demonstracao: Seja A = (a;;) € R,. Afirmamos que a condigao p®~% | a;;, para todos
1 < j <1i<n, é equivalente a existéncia de uma decomposicao

A=PAP!
em que A € Z"" ¢ P = diag(p®,...,p). De fato, como p“~% | a;;, para todos
1 <j <i<n,existe aj; € Z tal que a;; = p“~“a;; € Z, para todos 1 < j < i < n.
Observe, no entanto, que para cada par (7,7), com i < j, temos e; < e; e podemos

. , o ) e .
considerar a;; = p“~“a;; e dai a;; = p“~“a;; € Z. Assim,

a1 G2 - QAin
Q21 Q22 - dA2p
A =

Ap1 Gp2 - App

[ e1—€e1 o/ e1—ea o/ c1—e 7]

D ay;; p A -0 P May,
eo—eq ./ eas—eg o/ .. eg—e !/

p Ay P Qg9 D= Tagy,
en—e1 o/ en—eg o/ - En—€n o/

_p " any P " %) p na'nn_

€1 o/ —e1 el o/ —e .. el o/ —en ]

prapp prapgp prayp,p
e o/ —e e o/ —e e o/ —e

PPagyp "t pTagp T -0 PRag,p Tt
en o/ —e en o/ —e en o/ —e

| D"y P tp NYY o p "Qpyp "

= pPA'P L

Agora, dadas as matrizes A, B € R,),
A+B = PAP'4+PBP'=PA+B)P'eR, e
AB = PA'P'PB'P™'=PA'B'P!'€R,
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Logo o conjunto R, ¢ fechado em relacao a adigao e a multiplicacao usual de matrizes.
Além disso, (R,,+) é um grupo abeliano e a multiplica¢do é associativa com a matriz
identidade como o elemento neutro de R,. Portanto, (R,,+,-) é um anel.

Observagao 3.2.5 Seja
it L — e B
h +— m(h) =h

a projecao canonica em ZLye; e seja 1l : Z" — H, o homomorfismo dado por

(R, ... he)' = (1 (h), . T (h))T

I
=
oy

=
£

S

Entao 11 € um endomorfismo de grupos, uma vez que cada m;, para 1 < i < n, € um
endomorfismo de grupos.

Podemos agora dar uma descrigdo de End(H,) como quociente do anel de matrizes
R,.
Teorema 3.2.6 A aplicagdo ¢ : R, — End(H,) dada por
V(A) (1, he)T =T ARy, ... hy)T)

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor.

Demonstracgao: Primeiramente vamos verificar que a aplicagao

Y(A): H, — H,

(hi,... ha)T — T(A(hy,. .., h,)T)

estd bem definida.

Seja A = (a;;) € R, e suponha (74, ...,7,)7, (51,...,8,)" € H, tais que
(F1y o)t = (51, ., 80)7,
para 7;, s; inteiros, com 1 <17 <n. Dal
7 =38 = r; = s; (mod p®) = p“ | r; — s;, paratodoi=1,...,n. (3.2)

A k-ésima entrada do vetor II(A(7y,...,7,)7) = TI(A(5,...,5,)T) é
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n n n n
Tk E ATy | — Tk E AkiS; = Tk g QpiTi — g QiS;
i=1 i=1

=1 =1

= T (Z agi(r; — sz)> =0 em Zyex,

=1

pois, por (3.2)), p | (r; — s;), ou seja, (r; — s;) = pit;, para algum t; € Z. Dali, para k < 1,

temos
ari(r; — 8i) = apip®t; = agp®p®~*t; = 0 (mod p*).

Agora, como A = (a;;) € R, entdo, para i < k, p**~% | ay;, ou seja, a; = p™*~ “x;, para
algum x; € Z. Além disso, por (3.2)), (r; — s;) = p®it;, para algum ¢; € Z. Logo

agi(ri — s;) = p* “ap®ia; = pait; = 0 (mod p™*), com x;t; € Z.
Portanto, a funcao 1(A) estd bem definida.
Agora dados (71,...,7)7", (51,...,8,)" € H,

V(A ((Fr, .. )T+ (51, 5)0) = (A ((FL+ 51, .., T+ 80)T)

Logo, a funcao ¢(A) é um homomorfismo de grupos e, portanto, ¢(4) € End(H,) para
todo A € R,,.

Para provar a sobrejetividade da fungao ¢, seja w; = (0,...,gj,...,0)T € H, o vetor
com §; na j-ésima coordenada e zero nas demais e considere M € End(H,), um endo-
morfismo. Suponha M(w;) = (hyj,..., k)T = H(hyj,..., hi;)T, com hy € Z. Para
1 <1 < n, temos

(0,...,0) = M(0,...,0) = M(p“w;) = pM(w;)
= pM(hyjy ..., hny)"

= H(pejhlj, . ,pejhnj)T

= (pejhlj’ e ,pejhnj).
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Consequentemente, p* | ph;;, para todo 1 <7 < n. Além disso, quando 7 > j, temos
p“~% | hi;, formando assim uma matriz H = (h;;) € R,. Portanto, dado M € End(H,),
existe H = (h;;) € R, tal que ¢(H) = M. Isto prova que a funcao 1 é sobrejetora.

Finalmente, precisamos mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis. Sejam A = (a;;),

B=(b;) € R,e (hi,...,h,)T € H,.
V(A+ B)(hy,..., k)T = O((A+ B)(hy,...,h,)")
= H((A)(h1,..., k)" + (B)(hy,. .., hy)")
= H((A)(hy,. .., h)") + TI((B)(ha, - .., ha)T)

= (A (h1, ..., )T +P(B)(hy, ... )T

U(A) o ¥(B)(ha, ... ha)" = W(A)TI((B)(he, ... ha)"))

= Q/J(A) (i 11 (blkhk, e bnkhk)T>

k=1

n

k=1

n

= > (A buhe))

k=1
n n n T
= 1II (Z a1tbtkhk, Sy Z antbtkhk)
k=1 \t=1 t=1
n n n n T
= 1II ( <Z altbtk) hk‘7 . ,Z <Z antbtk) hk)
k=1 \t=1 k=1 \t=1
= w(AB(hy,...,hy)")
= Y(AB)(h,... . hy)"
Portanto ¢¥(AB) = ¢(A) o )(B) e isto completa a prova. ]
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Lema 3.2.7 Para a fungdo ¢ definida no Teorema[3.2.0, temos
ker(¢) = {(a;j) € Ry : p° | aij, para todosi,j € {1,...,n}}.
Demonstragao: Se A :_(aij) € R, tem a propriedade que cada a;; ¢ divisivel por p“,
entdo, para todo (hy, ..., h,)T € H,, temos
V(A (b1, ha)t = TH(A(hy, ... he)T)

n n T
= 1I (Z Clljhj, ey Z Clnjhj)
j=1 j=1
= II (Z (aljhj, PN ,anjhj)T)

j=1

= ZH (Clljh]’, Ce ,anjhj7 )T

= > (milaghy), - wnlanihy)”
j=1
= (0,...,0)".
Portanto, A € ker(¢).

Reciprocamente, seja A = (a;;) € ker(), ou seja, ¥(A)(hy,...,h,)" = (0,...,0)T,
para todo (hy,...,h,)T € H,. Dai

(0,...,00" = ®(A)(h,.... )"
= TI(A(hy, ..., ko))

n n T
= II (Z aljhj, ey Z anjh])
j=1 j=1

n n T
= (7‘(‘1 (Z aljhj> sy, Ty (Z an]h]>)
7j=1 j=1
n T
== ( C_lljiLj, ey C_Lnjhj> .
j=1 i=1

allhl + alghg + -+ alnﬁn =

3

Com isso,

Go1hy + Goghy + - - - + gnhy, =

Ap1 Py 4 Gnahy + -+ - + Gpphy, = 0 (mod pr).
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Considerando w; = (6,...,?@, ...,00T € H, o vetor com h; na j-ésima cordenada e

zero nas demais, onde h; ¢ um gerador de Z,;, temos aijh; = 0 (mod p®), para todos

i, =1,...,n, ou seja, p* | a;;h; para todos ¢,7 = 1,...,n. Como h; é um gerador de
Zyes, entao p® { h;, para todos 4,5 = 1,...,n. Logo a;; é divisivel por p“, para todos
,7=1,...,n. [

Juntos, o Teorema [3.2.6] e 0 Lema [3.2.7] dao uma caracterizagao explicita do anel de
endomorfismos End(H,), pois, pelo 1° Teorema do Isomorfismo

Rp
er(1)

Seguindo essa discussao, vamos encontrar agora as unidades de End(H,), visto que

= End(H,).

U(End(H,)) = Aut(H,).

Antes de calcular as unidades de End(H,), enunciamos o seguinte resultado da teoria
elementar de matrizes:

Defini¢ao 3.2.8 Dada uma matriz A € M,(K) e fizada uma linha i ou uma coluna j
qualquer de A , o desenvolvimento de Laplace para o cdlculo do determinante de A
¢ dado, respectivamente, por

det(A) = > (=1)Ma;det(A;;) ou  det(A) =Y (=1)"ay det(Ay),
=1 i=1
onde A;; € M,,_1(K) € a matriz formada a partir de A, retirando-se sua linha i e sua
coluna j. Além disso, os elementos ¢;j = (—1)"" det(A;;) sdo chamados cofatores (em

i,7) de A. Assim, definimos a matriz adjunta de A, denotada por adj(A), como a
matriz transposta dos cofatores de A, ou seja,

adj(A) =B= (bij)7 onde bz’j = (—1>2+Jd€t<z4ﬂ>

Lema 3.2.9 Seja A € M,(K) com det(A) # 0. FEntao eziste uma unica matriz
B € M, (K) (chamada adjunta de A) tal que AB = BA = det(A)1,.

Demonstracao: Pela definicdo da matriz adjunta, dada uma matriz A = (a;;) € M, (K),
existe uma matriz B = adj(A) € M,(K) tal que B = (b;;), com b;; = (—1)""7 det(A;;).
Assim, AB = (d;;), onde

n

dij Z a,kbk] Z azk H—j det(A )

k=1

Para i = j, temos dj; = Y _p_, a;x(—1)""7 det(A;) = det(A), pois é o desenvolvimento de
Laplace de det(A) pela i-ésima linha.
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Para ¢ # j, afirmamos que d;; = Y p_; aix(—1)""7 det(Ajx) ¢ o desenvolvimento de
Laplace de det(A’) pela j-ésima linha, onde A" = (a};) é a matriz obtida a partir de
A, substituindo-se a j-ésima linha pela ¢-ésima linha. De fato, supondo i < 7, se
Ao A Ay, Ay sao as linhas de A, entao Ay, ... A, .. AL Ay sd0 as i
nhas de A’. Assim a;, = a, e det(A;;) = det(A;). Logo,

dij =Y djy(—1)" det(A),) = det(A') =0,
k=1

pois A’ possui duas linhas iguais. Portanto,

det(A) 0
AB =
0 det(A)
1 0
= det(A) = det(A)I,.
0 1

Considerando o desenvolvimento de Laplace do det(A) por meio de uma de suas colunas,
um calculo andlogo nos mostra que BA = det(A)I,. Portanto,

AB = BA = det(A)l,, onde B = adj(A).

Para provar a unicidade, suponha A; e Ay € M, (K) tais que A; = adj(A) e Ay = adj(A),
ou seja,
AAl = AlA = det(A)[n e AA2 = AQA = det(A)In

Assim,
AAl = AA2 = AAl — AA2 =0= A(Al — AQ) = 0.

Por hipétese, det(A) # 0, entao, multiplicando ambos os membros da equagao por A~
temos A; = A,. [

Lema 3.2.10 Seja uma matriz A € R, com det(A) # 0. Entdo existe uma inica matriz
B = Adj(A) € R,, tal que AB = BA = det(A)I,.

Demonstracao: Dada uma matriz A € R, com det(A4) # 0, o Lema nos diz que
existe uma unica matriz B € M, (K) tal que AB = BA = det(A)I,. Falta provar que
B € R,. Como A € R,, entao existe A’ € M, (Z) tal que A = PA’P~'. Como

0 # det(A) = det(PA'P™") = det(4),
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entao, pelo Lema existe uma tunica matriz B’ € M, (K) tal que
A'B" = B'A" = det(A')1,.
Seja C'= PB'P~!. Assim
AC = PAP'PBP ' = PAB' P! = Pdet(A)[,P~! =det(A)], e

AC = PAP'PB'P ' =PAB'P!'=PBAP!'=PBP'PAP ! =CA.

Pela unicidade de B (Lema , temos B = C' = PB'P™! ¢ assim B € R, como
desejado. ]

Escrevendo IF, para o corpo Z,, apresentamos a seguir uma descrigao completa de

Aut(Hp).

Teorema 3.2.11 Dada uma matriz A € R,, um endomorfismo M = 1(A) é um auto-
morfismo se, e somente se, A (modp) € GL,(F,).

Demonstracao: Seja 1)(A) = M um automorfismo de H,. Pelo fato de 1 ser sobrejetora,
existe uma matriz C' € R, tal que ¢(C) = M~! € End(H,). Dal

Y(AC — L) = Y(AC) = ¥(I,) = Y(A)(C) = Idy, = MM~ — Idpgua,) = 0.

Logo AC — I,, € Ker(v) e, pelo Lema [3.2.7, p divide cada entrada da matriz AC — I,,,
ou seja, AC = I,, (mod p). Além disso,

1 = det(AC) = det(A) det(C)(mod p).
Em particular, p { det(A) e o resultado segue.

Reciprocamente, seja A € R, tal que p { det(A), ou seja, A (mod p) € GL,,(F,). Assim,
mdc(det(A),p) = 1. Além disso, mde(det(A), p) = 1, para todo 1 < j < n. Dal, pelo
Teorema de Bézout, existem inteiros r e s tais que

det(A)-s+p% -r =1, ou seja, det(A)-s =1 (modp“), sempre que 1 < j < n.

Dessa forma, s ¢ o inverso de det(A) (mod p®). Agora, como A € R,, pelo Lema [3.2.10]
existe uma unica matriz B € R, tal que AB = BA = det(A)I,. Assim, podemos definir
um elemento de R, por

A® .=s.B

e, portanto,
P(A)orp(AW) = Y(AAW) = p(As-B) = ¢(s-det(A)1,) = ¥(1L,) = Idppau,) (modp”) e
(AM) 0 p(A) = P(AWA) = (s - BA) = ¢(s - det(A)L,,) = (1) = Idgnac,) (modp®).

Isto prova que ¥(A) é um automorfismo de H,. [ |
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Exemplo 3.2.12 Considere o caso quando e; =1, para i =1,...,n, ou seja,
Hy =72y X Ly X -+ X L.

Entao H),, € um p-grupo abeliano elementar que pode ser visto como o espago vetorial Fy
sobre F,, e assim, End(H,) é isomorfo ao anel M, (F,) das matrizes n xn com coeficientes
no corpo IF,,. Neste caso, o Teorema ¢ simplesmente uma afirmagio que Aut(H,)
corresponde ao conjunto das matrizes invertiveis GL,(F,).

3.3 Contando os Automorfismos de H,

Nesta sec@o, apresentamos um modo para calcular o nimero de elementos de Aut(H,)
usando a caracterizagao feita na Secao [3.2l O célculo procede em dois estagios:

1) Encontrar todos os elementos de GL,(F,) que podem ser estendidos a uma matriz

A€ER,.

2) Calcular todas as maneiras distintas de estender tal elemento a um endomorfismo de
H,.

Pelo Teorema [3.2.11] dada uma matriz A € R,, um endomorfismo M = 1(A) é um
automorfismo se, e somente se, A (modp) € GL,(F,). Agora, pela defini¢cdo de R,, uma
matriz A € R, se, e somente se, p“~% | a;;, para todos 1 < j < i < n. Assim, dada

uma entrada a;; de A (modp), a;; = 0, sempre que e; < e;, com 1 < j < i <n. Como
ilustracao, considere o seguinte:

Exemplo 3.3.1 Seja H, = Zy2 X ZLp> X Lps X Lyps, 0u Seja, €1 = €3 = 2,3 = €4 = 3 ¢
considere A € R,,. Entao

a1 a2 Q13 Qa4
21 Q22 Q23 d24

R, = 3 ,  coma;; €7
a31p az2p as3z aA34

aq1p Qq2p Q43 QA44

Logo,
aip Q2 a13 Q4
G21 G2 Q23 G4 _
A(modp)= | 5 =7 7 T, coma; € 7y,
(_) (_) a33 34

Para o caso geral, definimos os seguintes 2n nimeros:
dy =max{l:e;, =e;} e cx=min{l:e = ex}.
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ja que e, = e, temos dp > k e ¢ < k. Assim, precisamos encontrar todas as matrizes
M e GL,(F,) que sdo da forma:

myy Myz2 -+ Mip
mlcl mlCQ e mlcn e min
mq,1 Mg2 - Mdn
M B O . mZCQ e mZCn PP m2n
- md22 e mdgn - .
0 0 e mdgn .
0 0 Mie,, My
| 0 0 - Mg,

Para isto, calcularemos o nimero de escolhas possiveis para cada coluna de M.

Para que uma matriz M pertenca a GL,(F,), as colunas de M devem ser linearmente
independentes. Assim, existem p® — 1 escolhas possiveis para a 1*coluna de M, ja que
a coluna nula nio ¢ permitida. Escolhida a 1* coluna, existem p® — p escolhas possiveis
para a segunda coluna de M, uma vez que os miltiplos da 1* coluna nao sao permitidos.
Escolhidas a 1% e a 2% colunas, existem p® — p? possiveis escolhas para a 3% coluna de M,
pois as combinacoes lineares das duas primeiras colunas nao sao permitidas. Continuando
esse processo, escolhidas as k — 1 primeiras colunas de M, existem p% — pF~! possiveis
escolhas para a k-ésima coluna, visto que as combinacoes lineares das k£ — 1 primeiras

colunas nao sao permitidas. Portanto, existem
n
[T ="
k=1
matrizes em GL,(F,) que podem ser estendidas a R,,.

Finalmente, basta calcular o numero de maneiras de estender cada elemento
M € GL,(F,) a um endomorfismo de H,. Pela caracterizacdo feita na Secdo (3.2 te-
mos

R
End(H,) = P,
( p) ker(z/))
Note que uma matriz A" € ker(y)) é da forma
ela/ ela,/ . el al
pay pag Dy,
A = : : : com a;; € Z.
Py Py e PTG,

Assim, um elemento de R,/ ker(t) terd como representante uma matriz B = (b;;) tal que
p% 1 bi;, para pelo menos um par (i,j). Como B € R, para 1 < j < i < n, devemos
ter p“~% | b;;. Assim, para a extensao destes elementos, devemos escolhé-los em Z/p“7Z
de tal modo que p“~% | b;;, ou seja, do conjunto p“~%“Z/p“Z. Os outros podem ser
quaisquer elementos nao nulos de Z/p“Z. No entanto, observe que, para e; = e;, temos
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P L[p“Z = Z/p“Z. Portanto, para e; > e;, vamos calcular todas as maneiras de
estender cada elemento m;; (com m;; € Z,) a um elemento a;; € p*~“Z/p“Z tal que

a;; = m;j (modp).

Para e; < e;, vamos calcular todas as maneiras de estender cada elemento m;; (com
mi; € Zy) a um elemento a;; € Z/p“Z tal que

a;; = m;; (modp).

Pelo Lema [2.1.7], temos

PO Les = {0, peimCs, 2pi=e L (p — 1)peiTei} = Dy

Agora, quando e; > e;, mj; = 0 em Z,. Assim, a;; pode assumir qualquer valor em
P9 Lpes, pois, dado a;; € pT 9 Lye;, a;j = pel (mod p®), com 0 <1 < p% — 1. Logo

a;; = p“ Yl +pt com [teZ
= p(p“ 9 +p“ ) =0 (mod p).

Portanto, existem p® maneiras de estender cada um dos n — d; elementos nulos de cada
coluna da matriz M.

Quando ¢; < e;, m;; # 0 em Z,. Além disso,
a;; = my; (modp) & a;; =my; +ps (para algum s € Z).
Logo a;; = my; + ps = my; + ps (mod p®).
Agora

ps € L/p“7L < DS € pL/p“Z ={0,5,2p,...,(p% " —1)p} = Ze,—1.

Portanto, existem p®~! maneiras de estender cada um dos n — ¢; + 1 elementos nao nulos
em cada linha da matriz M, pois podemos adicionar elementos de pZ/p®Z. Isto prova o

seguinte resultado:

Teorema 3.3.2 Seja Hy, = Zyper X -+ X Lipen um grupo abeliano. Entao

]Aut(Hp)| = H(pdk _pk—l) H(pej>n—dj H(pei—l)n_cﬁ_l'
k=1 j=1 i=1
Exemplo 3.3.3 Seja Hy = Zo X Zos. Vamos encontrar o niumero de elementos de

Aut(Hs) usando a caracterizacao feita.
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Considere Hy = Zgo X Zgs. Dessa forma, e = 1 e e = 3, além disso, como
dp = max{l : ¢ = ex} ecpy = min{l : ¢ = e}, entao dy = 1, dy =2, ¢c; = 1 e
¢y = 2. Assim, vamos encontrar todas as matrizes M € GL,(Fy) que sdo da forma

mi1 Mig
O mMo9

M = [ } com My € L.

Observe que existem 2 matrizes M € GL,,(Fy) que podem ser estendidas a R, a saber,

o] lev )

Basta agora calcular todas a maneiras de estender cada uma destas matrizes a um endo-
morfismo de Hy. Faremos isto calculando as maneiras de estender cada um dos ele-
mentos m;; € M. Primeiramente, vamos estender o elemento mg; a um elemento
ag € 22797/2%7, de forma que

a1 = Mgy (mod p).
Neste caso, moy = 0 em Zo e 2°277)2%7 = 227,/237 = {0,4}. Dai, para qualquer

Qo1 € 222/232, temos ag; = may (mod p). Logo existem 2 maneiras de estender o elemento
meo1 € M.

Vamos agora estender o elemento myy a um elemento a1y € Z/2°7 de forma que
ajn = myqq (mod p)

Neste caso, my; = 1 (mod p) e /27 = 727 = {0,1}. Dai, 1 € o tinico valor de a1y que
satisfaz a congruéncia a;y = myy (modp). Logo eziste apenas uma maneira de estender o
elemento myy € M.

Para o elemento mis, vamos estendé-lo a um elemento a1y € Z/2°7Z de forma que
a1z = maz (mod p).

Neste caso, ou miz = 1(modp) ou myz = 0(modp) e Z/297Z = 7/2Z = {0,1}. Se
mia = 1(modp), entao ji vimos que existe apenas uma maneira de estendé-lo. Se
myz = 0(modp), também existe uma tnica maneira de estendé-lo, uma vez que 0 € o
tnico valor de a1 que satisfaz a congruéncia ajz = mya (mod p). Logo eziste uma unica

maneira de estender o elemento miy € M.

Para o elemento mas, vamos estendé-lo a um elemento ags € 7Z/2°°7 de forma que

a2 = Mgo (mod p).

asy € {1,3,5,7}, temos satisfeita a congruéncia asy; = mas (mod p), ou seja, podemos
adicionar o elemento mas a elementos do conjunto 27237 = {0,2,4,6}. Logo existem 4
maneiras de estender o elemento mqy € M e, portanto,

|Aut(H,)| =2(2-1-1-4) = 16.
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3.4 Automorfismos de p-grupos abelianos finitos

Nesta secao apresentamos uma nova férmula para a ordem do grupo de automorfismos
Aut(A), onde A é um p-grupo abeliano finito. Esta abordagem envolve a estrutura dos
subgrupos do grupo abeliano e segue o trabalho desenvolvido por Heinrich Kuhn em [5].

Definicao 3.4.1 Um p-grupo abeliano finito

A= Lpgmy X oo X Ligmy X v oo X Ligmy X+ -+ X Ligmy

TV NV
A vezes Ae VEZES
¢ dito um grupo do tipo (my,...,my;...;my, ..., my) que, para simplificar a notagao,
A vezes A vezes
escrevemos (Ap X my;...; N\ X my).

Exemplo 3.4.2 Seja A um grupo abeliano de ordem p* e do tipo (2 x 9; 6; 4). Entdo
A Cpg X Cpg X Opfi X Cp4.

Definicao 3.4.3 Seja A um p-grupo abeliano finito do tipo (Ay X mq;...;\ X my) com
my>--->mp el <~v<my. O conjunto

Q(A) =(ac Ald” =1,4)
¢ o conjunto de todos os elementos de A cuja ordem divide p7.
Proposicao 3.4.4 Seja A um p-grupo abeliano finito do tipo (A X my;...; \y X my) com
my>--->mp el <y <my. O subgrupo

Q(A) =(ac A|d” =14)
¢ um subgrupo caracteristico de A.
Demonstragao: O conjunto Q,(A) = (a € A | a?" = 14) é nao vazio, pois 14 € Q,(A).
Sejam a, b € Q. (A). Assim, a?’ =14, b =14 e dai b~ € Q,(A). Entao

(ab™ P =a? (b7 =1y,

Logo, ab™ € Q,(A) e, portanto, 2, (A) é um subgrupo de A. Agora sejam z um elemento
arbitrario de §2,(A) e ¢ um automorfismo de A. Entao,

La=e (@) =plez g) = p) - o@) - px) = p(a)"

pY vezes 7 Vezes

Logo ¢(x) € Q,(A), para todo = € Q,(A). Portanto, ¢ (2,) C Q,.

56



Proposicao 3.4.5 Seja A um p-grupo abeliano finito do tipo (A X mq;- -+ ; Ay X my) com

my > - >my e considere 1 <y <my emy >y >mugq. Se [Q,(A)] =p™, entao
ny =+ e+ M)y D Amy
i<j
Demonstracao: Seja
A=Cpymi X - X Cpmy X =+ - X Cpmy X -+ X Cpymy,

onde cada subgrupo ciclico Cym; = (A; ), com i = 1,...;t e k = 1,...,\; e considere
mp > 7 > mpy1. Os elementos de Q,(A) sao tais que (A;.E’}‘;’“)pW = 14, para todos
i=1,...,t,k=1...,Newx, =1,2,...,p™, isto é os elementos de €2, (A) sdo tais que

P’z = 0 (modp™).

Observe que, para i > h, temos m; < my, assim a congruéncia p? z;; = 0 (modp™)
admite p™ solugoes, para ¢ > h.

Agora, para ¢ < h, temos m; > m;, e queremos saber quantas solugoes a congruéncia

p? z; ) = 0 (mod p™) possui, para z;, = 1,2,--- ,p™. Ora,
P’z =0(modp™) &z =p™ 7 - ¢, (3.3)
ondec € Zew; € {1,2,...,p™}. Assim, escrevendo os elementos do conjunto {1,2,...,p"™}

de forma adequada, obtemos

17 27 ) pml_’y
P 41, pmz‘—ﬁ +2, cee, o QpmiTY
(p—Dp™"+1 (p—Lp™ 7 +2, -0, pmTH
(p’y — 1)pm1_7 + 17 (p’y i 1)pml_'7 + 2, cen pmz

Note que todos os elementos da ultima coluna, e apenas estes, satisfazem a condicao
. Além disso, existem p™i~7 elementos em cada linha e, como existem p™ elementos
ao todo, entao a quantidade de elementos em cada coluna é p?, pois p™~7pY = p™i. Logo,
a congruécia p” x;, = 0 (mod p™) possui p” solugdes para i < h. Portanto,

|, (A)] = pPrHdet st s amagattAome
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3.4.1 Numero de Elementos de uma Dada Ordem

Proposicao 3.4.6 Seja A um p-grupo abeliano finito do tipo (A X mq;- -+ ; Ay X my) com
my > --->my e considere 1 < v <my emy >y >muy. O numero de elementos de A

cuja ordem € p¥ €
g (1= o).

Demonstragao: Seja A um p-grupo abeliano finito do tipo (A; X mq;--- ;A\ X my)
com m; > -+ >my el < v < mp. Para determinar o nimero de elementos de A
cuja ordem é p?, é necessario apenas encontrar a ordem do grupo gerado por todos os
elementos cuja ordem divide p” e subtrair deste nimero a ordem do grupo gerado por
todos os elementos cuja ordem divide p?~!. Observe que, como my, > v > my 1, entao,
oump >y —1>muy oumpyy >y —1>mye. Agora, quando my > v —1 > myq,
um calculo analogo ao que é feito a seguir nos da o resultado desejado. Considere entao
0 caso em que My > Y — 1 > mp19. Assim, o nimero de elementos de A cuja ordem é
pré

(A = [y (4)]
_ A+ ) v A imp it FAeme (At A A 1) (Y= D) FAr e mp ot Aemy
=P p
— p(>\1+'~~+>\h)”/+>\h+1mh+1+~-'+>\tmt _ p(>\1+~~'+>\h)(’Y—1)+>\h+1mh+1+>\h+2mh+2+"'+>\tmt
= p()‘l+'“+)\h)’7+)\h+1mh+1JF"'JF)‘tmt (1 _ p*(>\1+---+>\h))
_ . —(A1t+A
= p™ (1 —p~ M h)) )
|
Teorema 3.4.7 Se A € um p-grupo abeliano finito do tipo (Ay X my;--- ;N\ X my), com

my > - >my e |y, (A)| =p™, paral < i <t, entdo a ordem do grupo de automorfismos

de A € dada por
Ai

H (P —p" 7).

i=1 j=1

Demonstracgao:
Seja
A=Cpymy X -+ X Cpmy X =++ X Cpmy X -+ X Cpymy,
onde cada subgrupo ciclico Cym; = (A; ), comi=1,...,tek=1,...,\;. Entdo o grupo

de automorfismos Aut(A) fica completamente determinado pela imagens ¢(A; ), onde
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1=1,...,t, k=1,..., )\ e ¢ é¢ um automorfismo de A. Consequentemente a ordem do
grupo de automorfismos de A é completamente determinada conhecendo-se o nimero de
possibilidades de escolhas para as imagens de cada um dos geradores A;, comi =1,... ¢
ek =1,...,)\. Encontrar o nimero de possibilidades de escolhas para as imagens de
cada um dos geradores A, é equivalente a responder a seguinte questao:

Escolhidas as imagens p(A,5), para o =1,...,i—1, S =1,... .\, e a = 1,
p =1,...,k —1, quantas possibilidades existem para ¢(A4,}), de tal forma que a
funcao ¢ seja um automorfismos de A?

Seja M, o nimero de elementos que podem ser escolhidos para ¢(A;x). Estes ele-
mentos devem satisfazer o seguinte:

(i) Sua ordem é < p™.

ez

(ii) Sua p™i~!-ésima poténcia nao pertence ao subgrupo (A, ), para @ = 1,...,i — 1,
B=1,....sea=1i=1,...k—1.

De fato, como um automorfismo preserva a ordem dos elementos e o(A; ;) = p™, devemos
ter o(ip (i) = p™.

Agora seja = € A tal que o(z) < p™ e 2’ € (Aap). Assuma que p(A,) ja esteja
definida, para todo A, € (A, ) e suponha ¢(A; ;) = x. Dai

0 (AiziJ) = 2" € (Aayp)
e, assim, P = (Ai)pmrl, para algum A; € (A, 3) e s € Z. Como ¢(A,), para todo
Ay, € (Aap), ja estd definida, considere p(A;) = y. Assim,

e(A])=vy° e o ((Ai)pmi_ ) — (ys)pmrl,
donde,
%) <A‘i . AZT]:Z ) _ ys<y5)pmi—1 _ <y5)pmi_1+1‘
m;—1

Note que o elemento Aj - AY," ¢ (Aag), pois (Aix) € (Aap)-

Por outro lado,
m;—1 S s m;—1 s/ s\pmi—1 s\pmi—1
@ ((Ai)p “) = (A1 (A7) ) =y (") = ()Pt

mi—1 . .
Observe, no entanto, que (A$)”"" ' € (A, 3). Logo, temos dois elementos distintos com
mesma imagem, o que contraria o fato de ¢ ser automorfismo.

Vamos agora encontrar o nimero de elementos de A, cuja ordem é < p™ e cuja
p™i~l-ésima poténcia pertence a (A, ).
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Observe que, dado um elemento = € A tal que o(x) < p™i, entdo, o (xpmi_l> < p.

Além disso, o subgrupo (A, ) possui exatamente p*' ™ T-1T+1 glementos cuja ordem ¢

< p e todos estes elementos sao representados como p™i~!-ésimas poténcias.

De fato, para cada um dos geradores A, 3, coma =1,...,0 —1, f =1,..., )\, e
a=i f=1,...,k—1, temos 0(A, ) = p™. Além disso, para todo inteiro s tal que
mdc(s, p™) =1, temos o ((As5)”) = p™=. Assim,

(A5 7) =0 e o)™ ) =

desde que mdc(s, p™) = 1. Além disso, todos o elementos de A de ordem < p sao escritos
dessa forma ou como produto de elementos dessa forma. Agora, como m, > m;, podemos
escrever

m;—1

A= () e ) = () )

Mo —m; X mo—m; Pmi*l
Observe ainda que o (( ss) > < p™i, pois, como o <<(A375)p > ) = p,

M —my anifl p ma—m;\ P
entao ((( 3”3)17 ) ) = 14, ou seja, (( gﬁ)p > = 14. Agora, fazendo
1

m;—1

p

o produto destes elementos por todos os elementos de A cuja ordem < p™i ™" obtemos
todos os elementos de A cuja ordem < p™ e cuja p™i~'-ésima poténcia pertence a (A, 3).

Logo
Mg = [Qu, (A)] = p T80, 1 (A)].

Ademais, como m;_; > m; > m;, entao ou m;_;y > m; — 1 > myy; ou
miz1 < m; —1 > m;, o e ambos os casos nos dao o mesmo resultado. Considere as-
sim 0 caso em que M;1 < m; — 1 > m; . Logo

Mg = [Qu, (A)] = prH-thmtttiq, i (A)]

At HX) MmN imipr e+ Aeme )\1+"'+/\i—1+k'*1p(/\1+"'+)\i+1)(mi*1)+>\i+2mi+2+"'+/\tmt

=P -D

— p()‘l+"'+/\i)mi+>\i+1mi+1+‘"+)\tmt _ p)\l+"'+/\i—1+k—1p()\1+"'+>\i)(mi_1)+>\i+1mi+l+"'+>\tmt

— p()\l+"'+)\i)mi+)\i+1mi+1+'"+)\tmt _ p()\l+'"+)\i)(mi)+)\i+1mz‘+1+"'+)\tmt*/\i+k*1
— pTLL _ pni_>\i+k_1'
Portanto,
t i
[Aut(A)] = ] I]@" —p )
i=1 k=1
t i
— 4 5 —]
= (" =)
i=1 j=1



Exemplo 3.4.8 Seja Hy = Zo3s X Zo. Vamos agora encontrar o nimero de elementos de
Aut(Hs) usando o Teorema|3.4."

Considere Hy = Zys x Zy com Hy = {a,b | a” = b* = 1g,), ou seja, Zys = {a) e
Zy = (b). Nestas condigoes

Hy = {ly,, a, a® da®, a*, a°, a® a", b, ab, a®b, a®b, a*b, ab, a®b, a"b}.

Observe que Hy possui:

e 8 clementos de ordem 8, a saber,

a, a®, a’, d’, ab, a®b, a°b, a"b.

e 4 elementos de ordem 4, a saber,

a?, a®, a,a®b, ab.

e 3 elementos de ordem 2, a saber,
at, b, a'b

e o elemento neutro.

O grupo de automorfismos Aut(Hs) fica completamente determinado pelas imagens ¢(a) e
©(b), onde ¢ € um automorfismo de Hy. Assim, para encontrarmos a ordem de Aut(Hs),
precisamos encontrar o numero de possibilidades para p(a) e @(b). Ora, para p(a) temos
8 possibilidades, uma vez que a unica exigéncia que temos € que p(a) e a tenham a mesma
ordem. Agora escolhida uma imagem p(a), quantas possibidades existem para p(b)? Tais
elementos devem ter a mesma ordem que b, ou seja, ordem 2 e nao podem pertencer ao
subgrupo (a). Logo existem 2 possibilidades para ¢(b), a saber, b, a*b. Portanto,

|Aut(Hy)| = 8 - 2 = 16.

A sequir, descrevemos todos os automorfismos de Hy = Zigs X Zs.

Ij: a — a 01 a — a 0o a — a’ 03 a — a’
b — b b — b b — b b — b
Vi a +— ab 0s: a +— a’b vg: a +— a’b o7 oa — a’db
b — b b — b b — b b — b
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P8 -

P12 -

a*b

ab

a*b

©9 -

Y13 -

a — a

b — a*b

a — a’b

b — a*b

®10 -

P14 -

62

a — a

b — a*b

a — a’b

b — a*b

©11 -

P15 -

a — a

b — a*b

a — a’b

b — a*b.



Consideracoes Finais

Neste trabalho, seguindo o artigo [2], descrevemos o anel End(H,) de endomorfismos do
p-grupo abeliano finito H, como um quociente de um subanel de matrizes n X n com
entradas em Z e identificamos as unidades Aut(H,) C End(H,). Como consequéncia
dessa investigagao, obtivemos prontamente uma férmula para o nimero de elementos de
Aut(G) para qualquer grupo abeliano finito G (Teorema . Apresentamos também
uma outra férmula para o nimero de elementos de Aut(G) que foi apresentada por Otto
Schreier em 1926, no artigo Uber die Erweiterung von Gruppen II [10]. Em ambos os
casos, os invariantes do p-grupo sao fundamentais para determinar a ordem do grupo de
automorfismos de G. No entanto, em [I0], para se conhecer sobre o niimero de elementos
de Aut(G) é suficiente conhecer a estrutura de certos subgrupos caracteristicos de G.

Conhecendo a ordem do grupo de automorfismos de um grupo abeliano finito G,
podemos obter informagoes sobre Aut(G), como por exemplo, resultados sobre os seus
p-subgrupos de Sylow e algumas estimativas sobre os subgrupos de Frattini do grupo G,
dentre outras informagoes.

A importancia de estudar o grupo de automorfismos Aut(G) é que este tem aplicagoes
em varias areas da Matemadtica, tais como Teoria dos Grupos Finitos, Teoria de Repre-
sentacao de Grupos e Algebras, K-Teoria, Combinatéria, Geometria e Codigos Corretores
de Erros. Isto, por si s6, ja é uma boa motivacao para prosseguir os estudos na direcao
desta dissertacao.
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