ARTUR CESAR FASSONI

SISTEMAS DINAMICOS: BACIAS DE ATRACAO E
APLICACOES

Dissertacao apresentada a Universidade
Federal de Vicosa, como parte das exi-
géncias do Programa de Pos Graduacgao
em Matemaética, para obtencao do titulo
de Magister Scientiae.

VICOSA
MINAS GERAIS - BRASIL
2012



Ficha catalogréfica preparada pela Se¢éo de Catalogacéo e
Classificacdo da Biblioteca Central da UFV

T
Fassoni, Artur César, 1988-

F249s Sistemas dinamicos: bacias de atracdo e aplicagdes / Artur

2012 César Fassoni. — Vigosa, MG, 2012.

vii, 138f. : il. ; 29cm.

Inclui apéndices.

Orientador: Lucy Tiemi Takahashi

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Vicosa.
Referéncias bibliograficas: f. 136-138

1. Equacdes diferenciais ndo-lineares. 2. Sistemas
dindmicos diferenciais. 3. Biomatematica. 4. Dinamica
populacional. 5. Estabilidade. 6. Dinamica. I. Universidade
Federal de Vigosa. Il. Titulo.

CDD 22. ed. 515.35




ARTUR CESAR FASSONI

SISTEMAS DINAMICOS: BACIAS DE ATRAGAO E
APLICACOES

Dissertacao apresentada a Universidade
Federal de Vicosa, como parte das exi-
géncias do Programa de Pos Graduacgao
em Matemaética, para obtencao do titulo
de Magister Scientiae.

APROVADA: 28 de Fevereiro de 2012.

Léaercio José dos Santos Mehran Sabeti
Ricardo Martins da Silva Rosa Marcelo Lobato Martins
(Coorientador)

Lucy Tiemi Takahashi
(Orientadora)



AGRADECIMENTOS

A Deus, pela esperanca de vida hoje e amanha.

A minha esposa Andréia, que tantas vezes me fez continuar e trabalhar. Obrigado
pelos momentos de alegria passados ao seu lado.

Aos meus pais Délio e Klénia, por tudo o que me ensinaram nesta vida.
Aos meus irmaos Alice e Timo6teo, por quem eles sao e representam.

A todos os meus familiares, avos e avos, tios e tias, primos e primas, sogro e
sogra, cunhados e cunhadas.

Aos meus amigos.

A Lucy, minha orientadora, pela disposicao, por ter acreditado em mim e me
orientar nao s6 em matéria de Matematica.

Ao meu co-orientador Marcelo.

Aos colegas de Mestrado, em especial, Ana Paula, Fernando, Fred, Isaque e Vi-
nicius, pelos momentos compartilhados juntos.

Aos professores do programa, pelas disciplinas lecionadas e atencao dispensada.

A coordenadora Simone, pela dedicacio e exceléncia.

A Mirian, seu Jair e todos os demais funcionarios do DMA.

Aos membros da banca, por aceitarem o convite e apresentarem sugestoes valiosas.
A Capes, pela bolsa.

A FAPEMIG, Demanda Universal CEX APQ00149-08, pelo suporte financeiro.

i



Sumario

Resumo

Abstract

Introducao

1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

1.1
1.2
1.3

1.4

1.5
1.6
1.7
1.8

Equacoes Diferenciais Ordinarias - Definicao . . . . . . . . .. ..

Existéncia e Unicidade . . . . . . . . . . .. ...

Retrato de Fase . . . . . . . . . .

1.3.1

1.3.2

O Péndulo (Simples e Amortecido) . . . ... ... .. ..

Competicao entre espécies . . . . . . . . . ... ... ...

O Fluxo de uma EDO . . . . . . . .. . ...

14.1

1.4.2

Significado geométrico do fluxo . . . .. .. ..o

Propriedades do Fluxo . . . . . ... .. ... ... ....

Pontos de equilibrio . . . . . . . . ... Lo

Orbitas no espaco de fase e conjuntos limite . . . . .. ... ...

O Teorema do Fluxo Tubular . . . .. .. ... .. .. .. ....

Sistemas Lineares de EDO’s . . . . . . . . . ... ... ...

1.8.1
1.8.2
1.8.3
1.84

Cason=1 ... . ... . . .
Caso A diagonal . . . . .. ... ... ... ...
Caso A diagonalizavel . . . .. .. ... ... ... .. ..

Exponencial de Matrizes . . . . . .. .. . ... ... ...

il

vi

vii



1.8.5 Caso Geral: Uso da forma de Jordan . . . . ... ... ..
1.8.6 Subespacos estéveis e instaveis . . . . .. ...
1.9 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio . . . . . . . ... ... ...
1.10 O Teorema de Hartman-Grobman . . . . . . . ... ... ... ..

1.11 Alguns conceitos sobre estabilidade . . . . . .. ... .. ... ..

Teorema da Variedade Estavel e Bacias de Atracao

2.1 O Teorema da Variedade Estavel . . . .. .. ... ... ... ..
2.1.1 Demonstracao do Teorema da Variedade Estavel Local
2.1.2  Demonstracao do Teorema da Variedade Estavel Global . .

2.2 Baciasde Atragdo . . . . . . . . ..o
2.2.1 Caracterizacao da fronteira da bacia de atracao . . . . . .
2.2.2 Genericidade . . . ... L 0oL o

2.3  Um meétodo para a determinacao da variedade estavel de um equi-
librio hiperbélico . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

2.3.1 Meétodo para determinacao de Variedades Estaveis . . . . .

Aplicacao a um sistema 2D

3.1 Omodelo . .. ... . . . ..

3.2 Andlise Qualitativa do Modelo . . . . . . . ... ... ... ....

3.3 Bi-estabilidade e bacias de atracao . . . . . .. ... L.

3.4 O método das aproximacoes sucessivas para este modelo . . . . .
3.4.1 Resultados com os parametros fixos . . . . . ... ... ..
3.4.2 Resultados com a e § fixose d livre . . . . . ... ... ..
3.4.3 Resultados com ave Sliviesed=1. ... ... ......

3.5 Conclusao . . . . . .

Aplicacao a um sistema 3D
4.1 Introducao . . . . . . . . L

4.2 O Modelo . . . . . . .

iv



4.3 Pontos Fixos. . . . . . . . . ... o
4.4 Anélise da Estabilidade dos Pontos Fixos . . . . .. .. ... ...
4.4.1 Analisedoponto Ps . . ... .. ... ... ... .....
4.5 A influéncia dos parametros sobre as bacias de atracao . . . . . .
4.5.1 O método numérico . . . . . . . ...
4.5.2  Os cenarios no espaco de parametros . . . . .. .. .. ..
4.5.3 A respeito de bifurcagoes no sistema . . . . . ... .. ..

4.6 Conclusdes . . . . . . .

5 Consideracgoes Finais

A Significado dos parametros dos Capitulos 3 e 4

A Cobdigo do programa para determinar a Variedade Estavel

A Cobdigo do programa para determinar as Bacias

Referéncias Bibliograficas

122

123

124

131

138



RESUMO

FASSONI, Artur César, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro, 2012.
Sistemas Dinamicos: Bacias de Atragao e Aplicagoes. Orientadora: Lucy
Tiemi Takahashi. Coorientador: Marcelo Lobato Martins.

O presente trabalho propde-se a apresentar uma descricao da teoria sobre as ba-
cias de atracao de pontos de equilibrio hiperbdlicos de sistemas dinamicos em
tempo continuo, a desenvolver um método para a determinacao numérica dessas
bacias e a examinar os resultados da aplicacao da teoria e do método em modelos
de dinamica de populacoes. A determinacao das bacias de atracao permite o
estudo de estratégias de controle sobre os parametros, de modo a aumentar ou
diminuir tais regioes, conforme o interesse. Do ponto de vista de fenémenos biolo-
gicos, estas previsoes sao importantes, pois, se um ponto de equilibrio representa
a extincao de uma espécie que deve ser preservada, entao procura-se garantir
que as condic¢oes iniciais naturais nao estejam na bacia de atragao do mesmo,
estudando-se estratégias de controle sobre os parametros para que a bacia do
ponto diminua suficientemente. Do ponto de vista da anéalise de estabilidade dos
pontos de equilibrio de um sistema, a teoria de bacias de atracao traz consequén-
cias topologicas ao espaco de fase que permitem, de forma indireta, realizar uma
andlise global, no espaco de parametros, da estabilidade dos pontos de equilibrio,
garantindo resultados mais amplos dos que se obtém geralmente, quando nao se

faz uso desta teoria.
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ABSTRACT

FASSONI, Artur César, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2012.
Dynamical systems: Basins of attraction and aplications. Adviser: Lucy
Tiemi Takahashi. Co-adviser: Marcelo Lobato Martins.

The present work proposes to present a description of the theory on the basins of
attraction of hyperbolic equilibrium points of continuous dynamical systems, to
develop a method for the numerical determination of these basins and to examine
the results of applying the theory and method in models of population dynamics.
The determination of the basins of attraction allows the study of control strategies
on the parameters, in order to increase or decrease such regions, as interest.
From the biological phenomena viewpoint, these predictions are very important,
because if an equilibrium point represents the extinction of a species that must
be preserved, then one seeks to guarantee that the natural initial conditions do
not are in the basin of attraction of that point. This is made by studying control
strategies on the parameters, for that the point basin decreases sufficiently. From
the viewpoint of stability analysis of equilibrium points of dynamical systems,
the theory of basins of attraction brings topological consequences to the phase
space which allow, indirectly, conduct a global analysis in the parameters space,

allowing wider results of which are generally obtained without this theory.
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Introducao

Sistemas de equacoes diferenciais sao utilizados para modelar fenémenos fi-
sicos, biologicos, economicos, etc [22]. Embora, em geral, nao seja possivel de-
terminar uma expressao analitica para a solucao de um sistema, pode-se realizar
um estudo qualitativo do mesmo, analisando a relacao entre os seus parametros e
a estabilidade dos seus pontos de equilibrio, que representam os estados para os
quais o sistema pode evoluir e permanecer. Obtem-se, assim, informacoes sobre o
comportamento assintotico do fendmeno, apenas pela analise de seus parametros.
Porém, em alguns casos podem ocorrer dois ou mais pontos de equilibrio assinto-
ticamente estaveis, fenémeno conhecido como biestabilidade |1]. Neste caso, ndo
sO os parametros terao influéncia sobre o comportamento das solucdes mas tam-
bém as condigoes iniciais, pois uma perturbacao em uma condi¢ao inicial pode
levar a um estado assintotico totalmente diferente do comportamento original.
Do ponto de vista de aplicacoes, pode-se ter, por exemplo, um estado indesejavel
que é assintoticamente estavel, de modo que é necessario entender o que deve
ocorrer com as condigoes iniciais para evitar tal estado. Para compreender com-
pletamente esta dependéncia das condi¢oes iniciais, é fundamental caracterizar e
determinar a bacia de atracao de cada equilibrio assintoticamente estavel que é,
por definicao, o conjunto dos pontos que sao condicoes iniciais de solugoes que
tendem para aquele equilibrio quando o tempo tende a infinito [6]. Esta necessi-
dade do estudo das bacias de atracao de um sistema auténomo surge como um
estdgio natural apos um curso de equagoes diferenciais ordinarias que abrange o
Teorema do Fluxo Tubular, o Teorema de Hartman-Grobman e o Teorema da
Variedade Estavel |26, 33].

Inicialmente, no Capitulo 1, apresentamos uma revisao sobre parte da teoria
qualitativa de EDO’s [26, 33, 16].

No capitulo seguinte, apresentamos a teoria sobre Bacias de Atragdo em Sis-
temas Dinamicos continuos [6, 1]. Veremos que tais resultados tem um carater
global e trazem consequéncias topologicas a configuracao do espaco de fase de um
sistema autdénomo. Estas consequéncias terao um papel fundamental na anélise
qualitativa do sistema estudado no Capitulo 4. Como estes resultados a respeito
das bacias de atragao relacionam a fronteira das mesmas como a uniao das va-
riedades estaveis de certos pontos de equilibrio do sistema, apresentamos, ainda
no Capitulo 2, uma demonstragao construtiva do Teorema da Variedade Esta-
vel, que fornece um método para a determinagao destas variedades [8, 13]. Com



os resultados e métodos em maos, apresentamos um algoritmo para determinar
numericamente as regioes de estabilidade de um sistema autonomo.

No Capitulo 3, aplicamos a teoria e a rotina desenvolvidas a um modelo clas-
sico de competicao entre espécies em dimensao dois, onde ocorre bi-estabilidade
[23], ampliando a andlise qualitativa do mesmo, estudando a forma da separatriz
entre as bacias de atracao e a influéncia de cada parametro sobre o tamanho
das mesmas, discutindo estratégias pertintentes a diminuicao ou aumento dessas
bacias.

No Capitulo 4, propomos um modelo que visa descrever a interacao entre duas
espécies de plantas, onde o habitat natural de uma delas é invadido pela outra
que, além de competir com a espécie nativa pelos alimentos presentes no meio,
produz uma fitotoxina que inibe o crescimento da espécie nativa, recurso conhe-
cido como supressao alelopatica. O modelo consiste de um sistema autdénomo
com trés equacoes diferenciais e oito parametros. Na analise da estabilidade dos
pontos de equilibrio, diante da ocorréncia simultanea de dois equilibrios assinto-
ticamente estaveis, fizemos uso das ferramentas teodricas sobre bacias de atragao
apresentadas no Capitulo 2. As consequéncias destas ferramentas sobre a confi-
guracao topologica do espaco de fase permitem realizar uma anélise qualitativa
global, sem fixar nenhum valor numérico para os parametros, tendo assim, uma
descricao da estabilidade dos pontos de equilibrio em todo espaco de parametros.
Tal estudo seria inviavel sem a teoria estudada no Capitulo 2. Estudamos tam-
bém a influéncia de cada um dos parametros sob as bacias de atracao dos pontos
de equilibrio, o que possibilita o direcionamento de estratégias de controle que
visem a sobrevivéncia ou extincao de cada uma das espécies.

Por ultimo, no Capitulo 5 apresentamos as conclusoes, ressaltando a relevancia
de se utilizar a teoria sobre bacias de atracao para a analise qualitativa de sistemas
dinamicos nao-lineares.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo, apresentamos uma revisao de uma parte da teoria qualita-
tiva dos sistemas autonomos de equacgoes diferenciais. Todos os resultados, bem
como suas demonstragoes podem ser encontrados em [26], [16], [33] e [11]. Nao
apresentaremos as demonstragoes dos resultados, pois elas fogem do escopo deste
trabalho. O objetivo aqui é apenas apresentar as ferramentas bésicas para o de-
senvolvimento da teoria estudada no Capitulo 2 e do método proposto no mesmo
capitulo, que serao utilizados nos Capitulos 3 e 4.

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias - Definicao

Um sistema auténomo de equagoes diferenciais ordinérias ¢ um sistema da
forma:

dx

o = hl@ )

: (1.1)
dz,,

E = fn(xl»-'wmn)

onde as incognitas sao funcoes diferenciaveis xq,...,x, : I — R, definidas em um
intervalo aberto I C R, que satisfacam
d[EZ‘
dt

= filxy, .., zy), i=1,...,n. (1.2)

O nome autéonomo vem do fato das fungdes f; do lado direito em (1.2) nao
dependerem explicitamente do tempo, mas apenas do ponto x = (xq,...,x,) €
U C R" Todo sistema nao auténomo pode ser colocado na forma auténoma

. . . d .

introduzindo-se uma nova varidvel ,41 = t, para a qual =52 = 1. Assim,
.. ~ d

define-se f,11(21,...,2,41) = 1 e adiciona-se a equacdo =5 = f, (21, ..., Tpp1)

ao sistema.



Escrevendo = = (x1,...,x,) e f = (f1,..., fn) : U = R", o sistema (1.1) pode
ser escrito na forma

& = f(z) (1.3)

razao pela qual, (1.1) pode ser chamado de uma Equagao Diferencial Ordinaria
(EDO) auténoma.

A aplicacao f : U — R” pode ser vista como um campo vetorial que a cada
ponto zg € U associa um vetor f(zg) € R™ com origem em z, e extremidade
em o + f(zg). E, reciprocamente, dado um campo de vetores g : U — R", ele
da origem a EDO & = g(z). Portanto, EDO’s e campos de vetores estdao em
correspondéncia biunivoca. Assim, muitas vezes nos referiremos a (1.1), ou a
(1.3), como EDQO’s definidas pelo campo f e, nos referiremos a f como campo da
EDO (1.3).

Na notagdo vetorial, a solu¢do que procuramos para (1.3) é uma aplicagdo
x: I C R — R” tal que df; = filxy,...,z,), i = 1,...,n. Geometricamente,
procuramos uma curva diferenciavel x(t) contida em U tal que, em cada ponto
z(t), o seu vetor tangente z'(¢) coincida com o campo naquele ponto, isto é,

queremos que z(t) satisfaca

Se escrevermos o sistema (1.3) adicionando uma condigao inicial, temos um
problema de valor inicial (PVI):

&= f(z)
(1.4)
z(0) =z .

Uma solucao deste PVI serd uma curva z(t) que passe por zo € U no tempo t =
0 e que seja tangente ao campo f em cada ponto. Veja a Figura 1.1. Formalmente,
temos a seguinte definicdo:

Defini¢ao 1.1 Uma solu¢ao do PVI (1.4) em um intervalo aberto I C R é uma
aplicacao diferencidvel x : I — R™ tal que
o z(t)e U, Vtel.

e 0 ex(0)=ux.
o /()= f(x(t)), Vtel.

E importante reforcar que esta definicio diz quando uma curva é uma solucao
de (1.4) em um intervalo especifico I. Note também que necessariamente 0 € 1.
As vezes, quando nao for importante especificar o intervalo, nos referiremos a uma
tal solu¢ao de (1.4) como uma solu¢ao da EDO (1.3) passando por zp. Ainda,
chamamos z(t) de curva integral de f, ou curva integral de f passando
por z,, quando adicionarmos a condigao inicial em (1.4) ou ainda, trajetoria
do campo f.



Figura 1.1: Campo num aberto U C R? e solucido de um PVT associado ao campo.
Figura retirada de [3].

1.2 Existéncia e Unicidade

Veremos agora alguns resultados que garantem a existéncia e a unicidade
das solucoes de uma EDO autonoma e também algumas de suas propriedades.
Trabalharemos sempre com a hipdotese de que f: U — R"™ é um campo de classe
C! definido num aberto U C R"™. Para denotar este fato, em toda a dissertacio,

ab
usaremos a notagao f € CY(U), U C R™

Teorema 1.2 (Existéncia e Unicidade De Picard) Se f : U — R™ é um
campo de classe C* no aberto U e xo € U entio existe a > 0 tal que o PVI

& = f(x)
(1.5)
x(0) = xo

tem uma dnica solu¢ao x(t) no intervalo I = (—a,a).

Demonstracao: A demonstracio pode ser encontrada em [26], pp. 70-76. [
Observe que o teorema garante a existéncia de um intervalo no qual existe

uma tnica solu¢ao do PVI (1.5). Assim, para um intervalo dado, ndo sabemos

ainda se existe ou nao solu¢ao no mesmo, muito menos se ela é unica. Ainda, nao

temos como precisar o raio a do intervalo dado pelo teorema. Contudo o préximo
teorema nos da um intervalo maximal.

Teorema 1.3 (Solugdo Maximal) Seja f € CY(U). Entdo, para cada xg € U
existem um intervalo aberto I(xy) e x : I(xg) — R™ uma solugao inica de (1.5)
em I(xg), com a sequinte propriedade:

ab
Sey:J— R" € solugao de (1.5) em J C R, entio J C I(xg) e x|; =y.

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [26], pp. 87-89. [



Definicao 1.4 A solucio x : I(xg) — R™ de (1.5) dada pelo Teorema (1.3) €
chamada solugcdo mazimal de (1.5) passando por xq.

Como I(xy) é aberto e 0 € I(xg), podemos escrever I(xy) = (—«, ) com
a, > 0, nao excluindo as possibilidades a, 5 = oo. Com algumas hipoteses a
mais, é possivel determinar quando o intervalo maximal é a reta toda.

Teorema 1.5 Sejam f € CY(U), xg € U, e x : I(xg) = R" a solu¢do mazimal
de (1.5) com I(xy) = (—a, 5). Entao

(i) Se € R, entao x(t) — OU quando t — [, isto €, dado qualquer compacto
K C U, existet € (0,5) tal que z(t) ¢ K.

(i) Se p € R e erxiste o limite lim x(t) entao lim z(t) € OU

t—pB~ t—pB~

(1ii) Se a trajetoria x(I(zo)) € limitada e U = R™, entdo B = oco.
Demonstracdo: A demonstracao pode ser encontrada em [26], pp. 90-91. O

Podemos aplicar o Teorema 1.5 ao campo — f para obter conclusoes anilogas
para o extremo —« do intervalo maximal ().

1.3 Retrato de Fase

O espago de fase do sistema (1.3) é o aberto U C R" onde o campo f atua.
Ele pode ser visto como o conjunto de todos os estados possiveis do sistema. O
retrato de fase do sistema consiste do esbogo das curvas integrais passando
por determinados pontos de U de maneira que sejam evidenciados os aspectos
mais importantes do comportamento qualitativo do sistema. Como ilustracao,
colocamos, sem contas ou justificativas, o esboco do retrato de fases de alguns
sistemas autonomos.

1.3.1 O Péndulo (Simples e Amortecido)

Considere um péndulo de massa m, comprimento [, sob a acao da gravidade g.
Suponha que ele esteja sujeito a uma forca de amortecimento proporcional a sua
velocidade. Seja 6 o angulo que descreve a sua inclinagdo em relagao ao repouso,
conforme ilustrado na Figura 1.2.

Considerando p o coeficiente de amortecimento do péndulo, pelas leis da fisica,
temos que ) '
ml*0 +mi*u 0 = —mgl send (1.6)



mg sin @ ,1\1

mg

Figura 1.2: Decomposicao das forcas atuando sobre um péndulo de
massa m, comprimento [, sujeito a gravidade g. Figura retirada de
http://dmpeli.mcmaster.ca/Matlab/CLLsoftware /Pendulum /Pendulum.html,

21 de dezembro de 2011.

Esta ¢ uma das equagoes cléssicas de segunda ordem que sao estudadas num
primeiro curso de EDO. Muitas daquelas equacgoes podem ser transformadas em
sistemas autéonomos, de maneira analogo a que faremos com a equacao do péndulo.
Escrevemos

Dai, pondo ¢ =k, (1.6) & equivalente ao sistema auténomo

{ r=y (1.7)

y=—puy — ksenx .

Quando p = 0, o movimento nao tem amortecimento, portanto, dependendo
da velocidade inicial, o pendulo ira oscilar em torno do eixo de equilibrio ou ira
girar indefinidamente no sentido do movimento inicial. O retrato de fase esta
esbocado na Figura 1.3.

Figura 1.3: Retrato de fase do sistema (1.7) quando p = 0. O ciclos repre-
sentam a oscilacio do péndulo em torno da origem. As demais trajetorias
representam o pendulo girando em um tnico sentido. Figura retirada de
http://dmpeli.memaster.ca/Matlab/CLLsoftware /Pendulum /Pendulum.html,

21 de dezembro de 2011.



Quando g > 0, o movimento é amortecido. O pendulo ira oscilar em torno do
equilibrio até alcancar o repouso, ou ird dar um ntmero finito de voltas e depois
oscilara até o repouso. Podemos observar uma mudanca significativa no retrato
de fase, esbocado na Figura 1.4.

Figura 1.4: Retrato de fase do sistema (1.7) quando p > 0. Cada espiral
em torno do ponto (2kw,0) representa o movimento do péndulo dando k
voltas e depois oscilando em torno do equilibrio até chegar ao repouso (o que,
matematicamente, acontece de fato somente quando ¢t — oo. Figura retirada de
http://dmpeli.mcmaster.ca/Matlab /CLLsoftware/Pendulum /Pendulum.html,

21 de dezembro de 2011.

1.3.2 Competicao entre espécies

Veremos no Capitulo 3, que o sistema

. (1.8)

{N:N(l—N—aI)
I =rI(1—1—-bN)

onde a e b sao constantes positivas, descreve a interacao de duas espécies N e
I vivendo num mesmo ambiente com recursos limitados e competindo entre si,
por estes recursos. O retrato de fase de (1.8) esta esbogcado na Figura 1.5 para
diferentes configuracoes dos parametros.

1.4 O Fluxo de uma EDO

Vimos até o momento que dados um campo f de classe C' no espaco de

fase U aCb R™ e um ponto zy € U, existem um intervalo aberto maximal I(x)
(que denotaremos por I,,) dependente da condi¢do inicial e uma tnica solugao
z: Iy — R"de & = f(x) em [,,. Tal solugdo x(t) também depende da condicdo
inicial, pois se mudarmos o ponto xy, o Teorema 1.3 nos dara outra aplicacao
y definida em outro intervalo. Por este motivo, mudaremos a notacao para as
solucoes, escrevendo ¢ em vez de x, e explicitaremos que a solucao ¢ também



(b) a.b=1

m]—- —_
P
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Figura 1.5: Espaco de fase do sistema (1.8) para diferentes configuracoes dos
parametros. Na Figura (a), temos um cenéario de coexisténcia das duas espécies.
Na Figura (b), um cenario de exclusdo competitiva: ou N sobrevive e I é extinta,
ou o ocorre contrario, a depender das condigoes iniciais. Na Figura (c), apenas
a espécie N sobrevive e na Figura (d) apenas a espécie I sobrevive. Figura

adaptada de [23].

depende de xg. Assim a solucao dada pelo Teorema 1.5 serd denotada por

¢( . ,l‘o) : [960 — R"™

Eoe ot zo). (1.9)

Note agora que, pela definigao de solugao (Defini¢ao 1.1), temos que a imagem
direta ¢(1,,,xo) esta contida em U. Assim, colocando Q = {(t,z) e Rx U : t €
I,} € R, podemos definir a aplicacao

o: Q — U

(o) o o(ta). (1.10)

A esta aplicagdo ¢ : Q@ — U damos o nome de fluxo da EDO (1.1) ou fluxo
gerado pelo campo f. Por uma razao de notacao, que ficard mais clara adiante,
muitas vezes escreveremos ¢(t,x) = ¢;(z), para (t,x) € . A seguir, vejamos o
significado geométrico do fluxo.



1.4.1 Significado geométrico do fluxo

Se fixarmos um ponto xy do espaco de fase U e considerarmos a aplicacao
t— th(flf()>, t e Ixo

obtemos uma trajetoria I' em U que é a curva integral de & = f(z) passando
por zo. Tal trajetoria descreve o movimento do ponto xq sujeito ao campo de
velocidades f. Na Figura 1.6, & esquerda, vemos esta trajetoria descrita por xg.

Se fixarmos t € R e tomarmos um conjunto £ C U, a aplicacao
T ¢(x), TEFE

descreve o estado de todos os pontos de E no tempo t. Ao fazermos um esbogo
de FE e ¢(F) em U, vemos o efeito do fluxo ¢ sobre a regido F ap6s um tempo
t. Uma ilustracao deste fato pode ser vista na Figura 1.6, ao centro e a direita.

X4

Figura 1.6: Na figura da esquerda, vemos a aplicacao t — ¢;(xg), que descreve
o movimento de um tinico ponto no espaco de fase. Ao meio, vemos o efeito do
fluxo apos um tempo ¢ sobre um conjunto E contido no espaco de fase. A direita,
outro exemplo do efeito do fluxo sobre um conjunto E. Figuras retiradas de [26]
e [3].

Assim, se pensarmos que o campo [ descreve as velocidades de um fluido,
cada trajetoria t — ¢;(xo) descreve o movimento individual de um ponto xy do
fluido, enquanto = — ¢;(x) descreve o deslocamento e a contracdo, ou expansao,
de uma fatia do fluido ou de todo ele.

Portanto, o estudo do fluxo de uma EDO é de suma importancia para a
previsao qualitativa do comportamento dos pontos e trajetérias no espaco de
fase. Vejamos agora algumas propriedades do fluxo.
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1.4.2 Propriedades do Fluxo

Uma importante propriedade ¢ que se o campo f for de classe C! entdao o
fluxo dependera de forma continuamente diferenciavel do tempo, dos parametros
e das condicoes iniciais. As demonstracoes dos Teoremas 1.6, 1.7, 1.8 e 1.9 que
seguem abaixo podem ser encontradas em [26], paginas 95-99.

Teorema 1.6 Nas notagoes acima, sejam f € CH(U), Q={(t,z) eRx U :t €
L.} ed:Q— U o fluro de f. Entiao Q é aberto em R e ¢ € de classe C' em
Q.

Outra propriedade importante do fluxo é que ele tem uma estrutura de grupo
(sob algumas hipoteses) em relacdo a composicao de aplicagoes.

Teorema 1.7 Seja ¢ : Q — U o fluro de um campo f € CY(U) definido no aberto
U. Enlao, para todo x € U e para todost € I, e s € Iy,) lem-se s+t €1, e

Gsit() = Ps(Pi()).

Teorema 1.8 Seja ¢ : Q — U o fluro de um campo f € CY(U) definido no aberto
U. Dado (t,xg) € Q existe um aberto A C U contendo xq tal que t x A C €. Daf,
B = ¢4(A) € aberto,

d_i(pe(x)) =2 para todox € A

b(p_i(y)) =y para todoy € B.

Teorema 1.9 Seja ¢ : Q — U o fluzo de um campo f € CY(U) definido no
aberto U. Se I, = R para todo x € U, entao, para todo t € R a aplicacao

(bt: u — U

o dx) (1.11)

¢ um difeomorfismo em U C R™ com inversa ¢_, : U — U e mais, como ¢pgiy =
G5 © Py, 0 congunto {di}er € um grupo de difeomorfismos em U e a aplicagcao

R — {¢i}ter
= on

¢ um homomorfismo de grupos.
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1.5 Pontos de equilibrio

Definicao 1.10 Um ponto xq € U é um ponto de equilibrio ou ponto singular do
campo f se f(xg) = 0. Se f(xg) #0, xg € um ponto reqular de f.

Sejam xg € U um ponto de equilibrio de f e ¢ o fluxo de f. Entao ¢(.,xo)
é a curva integral de f passando por xy em t = 0. Logo, ¢(0,z) = zo. Como
Grrs(x0) = de(ps(x0)), pela Regra da Cadeia, para todo t € I,,, temos que

d d
%@(fﬂo) = @@ﬂ(ﬂﬂo)

d
0" s (¢+(@s(70))) s—0

S = =

00 (gonton)|

Logo, existe ¢ € U tal que ¢(t,x9) = ¢ para todo t € I,,. Como ¢(0,zq) = zo,
segue que

) = A0y - (f(60(20)) = (1) -0 = 0.

o(t, xg) = xo para todot € I,,.

Ou seja, o fluxo em xg é constante e igual a zy. Portanto, todo ponto de equilibrio
de f é um ponto fixo de ¢;, para todo t. Reciprocamente, se xo é um ponto fixo

d
_t(b(t’mo) = 0 para todo t € I,.

de ¢, entdo ¢(t, zg) = x¢ para todo t € I,,. Dai, y

Logo,

d¢<t7 LC())

0:
dt

t=0 — f(¢(t7x0)) =0 f(xo)

ou seja, xro ¢ um ponto de equilibrio de f. Portanto, todo ponto fixo do fluxo é
um ponto de equilibrio de f.

Sendo assim, iremos nos referir a pontos de equilibrio como pontos fixos e
vice-versa. Observamos também que, se uma solucao passar ou comecar em um
ponto de equilibrio xy ela devera ser constante e igual a xg.

1.6 Orbitas no espaco de fase e conjuntos limite

Definig¢ao 1.11 Dado um campo f € CH(U) e seu fluzo ¢ : Q — U, a orbita de
f por um ponto x € U € o conjunto

Yo =A{6(t,x) : t € I}

A semi-drbita positiva de f por x é o conjunto v = {¢(t,z) :t € [, NRT} ea
semi-orbita negativa de f por x € definida de maneira andloga.
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Proposigao 1.12 Sejam f € CYU), g € U e ¢(.,x) : I, — U a curva
integral de f passando por xy. Se ¢(.,xy) nao € injetora entao

o o(.,x0) € constante e vy, = {xo} ou

o ¢(.,x0) € periddica e 7., € uma curva fechada (periddica).

Esta proposicao nos informa como sao as trajetorias de qualquer sistema onde
o campo ¢é de classe C'. Ou elas sdo, curvas parametrizadas simples (no caso em

que ¢(.,xg) é injetora) ou pontos fixos ou orbitas periodicas. Veja sua demons-
tracao em 33|, paginas 217-218.

Os conjuntos w-limite e a-limite tem grande importancia na teoria qua-
litativa. A grosso modo, eles caracterizam o(s) ponto(s) final(is) e inicial(is) de
uma trajetoéria do campo.

Definig¢ao 1.13 Sejam f € CYU) um campo no aberto U C R", 2y € U e
o(t, xo) a solugdo de & = f(x) passando por xq, definida no seu intervalo mazimal
I(z9) = (o, B). Se p = 400, definimos o conjunto w-limite de xo como sendo o
conjunto

w(zog) ={y € U : 3(t,), com I(xo) D t, — 0 e ¢, (T0) = v, quando n — oo}
Analogamente, se a = —o0, definimos o conjunto a-limite de xo como

a(ze) ={y € U :3(t,), com I(xg) > t, = —00 e ¢y, (x9) = vy, quando n — oo}

A seguir, apresentamos a definicao de conjunto invariante, que também é de
suma importancia no estudo qualitativo.

Definigao 1.14 Seja f € CY(U) um campo no aberto U C R™. Um conjunto
S C U é chamado invariante quando x € S implica ¢(t,z) € S para todo t € R.

O proximo Teorema nos da informacgoes topologicas a respeito dos conjuntos
limite. Sua demonstragao pode ser encontrada em [33|, paginas 245-247.

Teorema 1.15 Sejam f um campo de classe C* no aberto U C R" e ’y]j (respec-
tivamente v, ) a semi-drbita positiva (respectivamente a semi-drbita negativa) do
campo f pelo ponto p. Se ’y; (respectivamente yp_) estd contida num subconjunto
compacto K C U, entao

(i) w(p) # 0 (respectivamente a(p)).
(ii) w(p) € compacto (respectivamente «(p)).

(7ii) w(p) € invariante por ¢, (respectivamente a(p)).
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(iv) w(p) € conexo (respectivamente a(p)).

Como consequéncia deste Teorema, se U = R", ou uma solugao “explode”, isto
é, |p(t,x)| — oo quando t — oo, ou ela se aproxima de um conjunto nao-vazio,
compacto, conexo e invariante.

A seguir, apresentamos o enunciado do Teorema de Poincaré-Bendixon, um
importante resultado para campos em R? que caracteriza completamente os con-
juntos limite das curvas integrais. Em particular, ele afirma que nao pode existir
“caos” em dimensao dois (nao daremos a defini¢ao de caos aqui). A demonstragao
do Teorema de Poincaré-Bendixon pode ser encontrada em [33], paginas 248-253.

Teorema 1.16 (Teorema de Poincaré-Bendixon) Sejam f € CY(U) um campo
no aberto U C R? e ¢(t,p) a curva integral de f passando por p. Suponha que
o(t,p) estd definida para todot > 0, que 7; estd contida em um compacto K C U

e que f possua um nimero finito de singularidades em w(p). Entdo, uma das se-
guintes possibilidades ocorre:

(i) Se w(p) contém somente pontos requlares, entao w(p) é uma orbita perid-
dica.

(1) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) consiste de um
conjunto de orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares
quanto t — +oo0.

(11i) Se w(p) nao contém pontos requlares, entio w(p) é um ponto singular.

A proxima proposicao é uma consequéncia do Teorema de Poincaré-Bendixon
e nos fornece uma condicao necesséiria para a existéncia de uma orbita fechada.
Podemos usa-la para provar a nao-existéncia de tais o6rbitas. Sua demonstracao
também pode ser encontrada em [33], na pagina 254.

Proposicao 1.17 Seja f um campo de classe C* no aberto U C R2. Se v é uma
orbita fechada de f cujo interior esteja contido em U, entdo existe um ponto
singular de f no interior de .

A proposigao a seguir nos fornece uma maneira de determinar conjuntos limite.
Uma idéia de sua demonstracao pode ser encontrada em [33], pagina 280.

Proposicao 1.18 Seja f um campo de classe C* no aberto U C R™. Se emiste
uma funcao V : U — R tal que

(VV(x), f(x)) <0 para todo x € U

entao, para todo p € U, o conjunto w-limite de p estd contido no conjunto 2 =

{r e U :(VV(x), f(x)) =0}.

Apresentamos a seguir, um resultado que segue como corolario da Proposicao
1.18 e serd muito importante nos Capitulos 3 e 4.
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Corolario 1.19 Sejam f um campo de classe C* no aberto U C R™ e A um
subconjunto aberto de U. Se existe uma funcao V : A — R tal que

(VV(z), f(x)) <0 para todo z € A (1.12)

entdo, para todo p € A, tem-se w(p) NA=10 .

Demonstragao: Seja p € A. Observe que a definicdo de conjunto w-limite
(Definigao 1.13) depende do conjunto aberto no qual o campo esta definido. Com
isto em mente, podemos aplicar a Proposi¢ao 1.18 a restricio f|A, do campo f
ao aberto A, e chegar a conclusao de que wa(p) C ¥ ={z € A: (VV(2), f(x)) =
0} =0 (por (1.12)), onde wa(p) é o conjunto w-limite de p em A, isto é wa(p) =
{y € A: 3(t,), com I(xg) D t, = cced(t,,p) = y, quandon — oco}. Assim,
temos wa(p) = 0. Portanto, w(p)NA = (0, pois, do contrario, teriamos wa(p) # 0.
O

1.7 O Teorema do Fluxo Tubular

Defini¢ao 1.20 Sejam f, e fy dois campos C' definidos em abertos Uy, Uy C R™
respectivamente e ¢1 : 1 — Uy e ¢g : Qo — Us 08 seus fluros. Dizemos que fi
e fo sao C"-conjugados se existe um difeomorfismo h : Uy — U, de classe C" tal
que

h(en(t,2)) = éolt, h(z)) V(t,z) € Q. (1.13)

Observacao: Em relagdo a Defini¢ao 1.20, a igualdade (1.13) s6 é bem definida
para t € I(z) N Iy(h(x)) := I(x). Notemos que I(z) é aberto e 0 € I(z). No
entanto, neste caso, I1(x) = Ir(h(x)), como mostramos a seguir. Seja z € Uj.
Derivando (1.13) em relacao a ¢, em t = 0, temos

dha(f1(x)) = f2(h(x)) (1.14)

Consideremos agora v definida por

Y(t,z) =ho¢y(t,x), t e lL(z), x € U.
Pela regra da cadeia e da equagao (1.14), para todo t € I;(x), temos que
d d
5 V(62) = dhgyay | o1(t @) | = dhsy o) (fi01(E 7)) = fa (ho du(t, @) = fo(d(2,2)).
Logo, ¥(t,x) é solucdo de & = fo(z),2(0) = h(x),t € L(z). Em particular,
ho¢i(t,x) = ¢a(t,h(x)), V¥t € I(x) e I1(x) C Iy(h(z)). De modo analogo,

1
usando h~!, mostra-se que Ir(h(z)) C I (z) para todo z € U;. Portanto, (1.13)
vale para todo (t,z) € €.
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Observe que h leva a orbita de f; passando em xzy na oOrbita de fy passando
por h(zg). Logo h leva drbitas periodicas em orbitas periddicas e pontos fixos em
pontos fixos. Portanto, o conceito de conjugagao é 1til para descrever quando
dois campos sao equivalentes sob o ponto de vista topoldgico a respeito dos seus
retratos de fase.

Definicao 1.21 Sejam f um campo de classe C' no aberto U C R" ¢ A um
aberto em R™Y. Uma secdo transversal local de f é uma aplicagcdo g : A —
U tal que para todo a € A, ¢'(a) - (R™™) e f(g(a)) geram R™. Se g for um
homeomorfismo sobre sua imagem ¥ = g(A), entdo dizemos que ¥ € uma se¢ao
transversal de f.

O Teorema do Fluxo Tubular diz que em uma vizinhanca de um ponto regular,
o fluxo é topologicamente equivalente ao fluxo do campo h = (1,0, ...,0), como
ilustrado na Figura 1.7.

Teorema 1.22 (Fluxo Tubular) Sejam f € CYU) um campo, p € U um
ponto reqular de f e g: A — U uma secdo transversal local de f com g(0) = p.

Entao existem d,e > 0, uma vizinhanca V de p em U e um difeomorfismo
F:(—e€¢) x B(0;0) = V tais que:

(i) FH(V ng(A)) = {0} x B(0;9)

(ii) F é uma C"-conjugacao entre os campos f|y e h: (—e,€) x B(0;9) — R",
h=(1,0,..,0) € R".

Demonstracao: A demonstracao do Teorema do Fluxo Tubular pode ser vista
nas paginas 222-223 de [33]. Convém observar que ela faz uso do Teorema da
Funcao Inversa. 0]

HH
Hi
Y

Figura 1.7: Teorema do Fluxo Tubular: o fluxo de qualquer campo de classe C*
em torno de um ponto regular é topologicamente equivalente ao fluxo do campo
"tubular” h = (1,0, ...,0). Figura retirada de [3].
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1.8 Sistemas Lineares de EDOQO’s

Apobs sabermos da existéncia de solucoes para uma EDO em que o campo é
regular o suficiente, de termos estudado algumas propriedades do fluxo de uma
EDO e o seu comportamento em torno de pontos regulares, surgem algumas ques-
toes: € sempre possivel resolver uma EDO e obter a expressao de seu fluro? Qual
€ 0 comportamento das solucoes em torno de um ponto de equilibrio? Nesta se-
¢ao, obteremos as resposta dessas perguntas para campos lineares, isto ¢, campos
na forma

T = Ax (1.15)

onde £ € R™ ¢ A é uma matriz real n x n.

Neste caso, a origem 0 € R™ é um ponto de equilibrio do sistema. Veremos
que a partir de informacoes sobre os autovalores da matriz A sera possivel obter
varias conclusoes sobre o comportamento qualitativo das solucoes e até mesmo,
explicita-las.

1.8.1 Cason=1

Considere o seguinte PVI em R:
T =ax (1.16)

onde a € R é uma constante nao nula. Seu fluxo pode ser obtido diretamente por
integracao e é dado por
P(t,x) = xe™. (1.17)

O tnico ponto fixo de (1.16) ¢ 2* = 0 e ¢(t,0) = 0 para todo t € R. O que ndo
sabemos ainda é o comportamento assintético das solucoes, isto ¢, nao sabemos
se existe ou nao, para z fixo, o limite de ¢(t,z) = xe quando t — oo e quanto
vale este limite quando ele existe. Tudo depende do sinal de a. De fato, para x
fixo, temos

e se a > 0 entdo lim ze™ = =00, conforme o sinal de x. Portanto, as
t——+o0

solugoes de (1.16) passando por qualquer ponto sao ilimitadas.

e se a < 0 entao tliin ze™ = 0 = z*, logo todas as solugoes de (1.16) tendem
—T00

a r* quando t — +o0.

* L

Portanto, quando a > 0, x* “repele” todas as solucoes e, quando a < 0, x* “atrai”

as solugoes.
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1.8.2 Caso A diagonal

Sejam agora a,b € R e considere o sistema linear em R?

i‘l = ar
z(0) = xy = (x1,22).

Sua expressao matricial é
O I B B e (1.19)
- bl’g N 0 b ) - ' '

Novamente, z* = (0,0) é um ponto de equilibrio. Como este ¢ um sistema
desacoplado, em que cada funcao f; do lado direito depende apenas da varia-
vel x;, podemos, da mesma maneira que no caso unidimensional, obter o fluxo
diretamente por integracao. Escrevendo x = (1, z2) € R?, ele é dado por:

|l oatx) | |z | [ e™ 0 ry | [ e® 0
ot ) = [ Got,x) |~ | aee | T | 0 e | T 0 e z (1.20)
Para saber o comportamento assintético do sistema, calculamos os limites

lim z;e® e lim zqe™
t——4o00 t——4o00

que dependem dos valores de x1, x5, a e b.

Por exemplo, sea < 0e b > 0, entdo, para qualquer x € R?, temos tliin o1(t,x) =
—r+00

tlim r1e” = 0. Porém, o limite de ¢o(t,7) = z2¢" depende do valor de z =
—+00

(21, 29):

e se x5 = 0 entdo tE+mm Go(t,z) =0e

e se 1o # 0 entao tiiinoo ¢o(t, x) = £o0.

Assim, mais uma vez o comportamento assintotico depende basicamente dos
sinais de a e b, que sao os autovalores de A. No caso unidimensional, se pensarmos
que tinhamos A = [a], entdo o comportamento assintotico também dependia do
sinal do autovalor de A.

Se olharmos as componentes ¢ (t, z) e ¢o(t, z) do fluxo em (1.20), decompomos
o movimento do ponto x no espago de fase em dois: o movimento em relacao ao
eixo-r1, cuja componente é r1e” e o movimento em relacdo ao eixo-zo, cuja
componente é roe”. Das consideragoes quando a < 0 e b > 0, com z = (z1, 1),
teremos que:
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e se ro # 0, ou seja, se x nao estiver no eixo-r;, entao a componente no
eixo-x, tendera a zero quando ¢ — co e a componente no eixo-ry tendera a
400 quando t — oo. Portanto, embora uma das componentes convirja, o
movimento resultante ird divergir, como vemos na Figura 1.8.

e se 1o = 0, ou seja, se x estiver no eixo-xry, entao a componente no eixo-
xq1 tenderd a zero quando ¢ — 00 e a componente no eixo-rs sera nula.
Portanto, o movimento tera apenas uma componente nao nula, que converge
para zero, logo o ponto nao saira do eixo-r; e convergira para a origem. Veja
a Figura 1.8.

X2

Figura 1.8: Retrato de fase do sistema linear (1.18). A projecao no eixo z; de
qualquer solucao se aproxima da origem. J& a projecao no eixo x, se afasta dela,
exceto quando zo = 0. Figura retirada de [26].

Observe ainda que a dire¢do da componente convergente de ¢(t, z) é a diregao
dada pelo vetor (1,0), que é autovetor de A associado ao autovalor a < 0. Ja
a direcdo da componente divergente do fluxo é dada pelo vetor (0,1), que é
autovetor de A associado ao autovalor b > 0.

Esta decomposicao dos movimentos e a relacao entre o sinal dos autovalores e
o comportamento assintdtico do sistema nao é por acaso. Seja a matriz diagonal

A € M« (R) dada por

A 0 .0
0 X ... O
A= diag[)\l, )\2, ey )\n] = . . . . (121)
0O O A
e considere o sistema linear
T = Ax (1.22)
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cuja forma matricial é

l:l )\1 0 0 T )\11’1
1:2 0 /\2 0 i) /\21’2
= . T . . = . ) (1.23)
T, 0 0 An T, Ann
Cada equacao do sistema é da forma
e pode ser resolvida separadamente, de onde obtemos
2 (t) = o, e (1.25)
Dai, a expressao do fluxo de (1.22) e (1.23) é
v eMo0 ... 0 x4
oult,7) met A T
o(t,x) = = = i . ) i = ey
W(t, T :L'ne)‘”t : : .. : :
On(t; 7) 0 0 ... e\t T
(1.26)

onde definimos, para uma matriz diagonal B = diag|d;, ds, ..., d,], a exponencial
de B como sendo a matriz

e 0 0

0 e 0
eP = diagle®, e®, ..., edn] = ,

0 0 edn

Definindo desta maneira, a solucao geral de um sistema linear diagonal da forma
(1.23) segue o mesmo padrao de uma equagao linear da forma (1.16).

Saberemos o comportamento assintotico das componentes x;e*t de ¢(t,x) €
R™ apenas observando o sinal de \;. Para x = (x4, ..., z,), com z; # 0 para todo
1, temos:

e se \; >0 entdo lim z;eM = +o0 (conforme o sinal de x;).
t—4o00

e se \; < 0entdo lim x;eM = 0.
t—+o00

it —

e se \; = 0 entao z;e T;.

Esta andlise dos sinais determinara quais componentes de ¢(t,z) € R" serdo
divergentes, ou instaveis, quais serao convergentes, ou estaveis, e quais serao
constantes.
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Tais componentes decompoem o R"™ em trés subespagos: o subespago gerado
por todas as componentes z;e** que tem \; > 0, no qual o movimento é instavel;
o subespaco gerado por todas as componentes z;e** que tem \; < 0, no qual
o movimento ¢ estavel; e o subespaco gerado pelas componentes z;e* tais que
A; = 0, no qual o movimento serd constante.

1.8.3 Caso A diagonalizavel

Veremos agora que a situacao apresentada para sistemas lineares cuja matriz
é diagonal é a mesma situacao que ocorre quando a matriz é diagonalizavel. Para
isto, relembremos o seguinte teorema da Algebra Linear:

Teorema 1.23 Se os autovalores A1, \a, ..., Ay da matriz A € M, «,(R) sdo todos
reais e dois a dois distintos, entdo existe uma base {vy, vy, ...,v,} de R"™ formada
por autovetores de A, cada v; associado a N;, tal que a matriz P, cujas colunas
sao o0s autovetores v;, € inversivel e

PrAP = diag{\1, Mo, ..., A (1.27)

Demonstracao: Veja a demonstragio deste teorema em [17], paginas 185-189.
O

Desta maneira, considerando o sistema linear
T = Ax (1.28)

onde A satisfaz as hipoteses do Teorema 1.23, seja P a matriz dada pelo teorema.
Considere a mudanca de coordenadas y = P~'x. Entdo z = Py e dai

g =P "2 p(Ag) = PTTA(Py) = diag[\, e, ooy Ay (1.29)
Assim, obtemos o sistema diagonal
y = diag[Ah)\QW"a)‘n]y (130)

cuja expressao do fluxo é dada por

o(t,y) = diagle?, e .. eMy. (1.31)
Note que se ¢(t) é solugdo de § = Dy, onde D = diag[Ai, Ag, ..., \,], entdo
W(t) = Po(t) é solugao de & = Ax:

b(t) = Po(t) = PDo(t) = PDP™'(t) = Ay(t). (1.32)
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Dai, obtemos o fluxo nas coordenadas originais * = Py
o(t,x) = Po(t,y) = Po(t, P~'x) = PdiagleM?, e, ... e M| P e (1.33)

Para manter o mesmo padrao, podemos definir a exponencial de uma matriz B
diagonalizavel da seguinte maneira: seja Q tal que Q 'BQ = diag[by, b, ..., b,].
Entao

B = Qdiaglby, by, ..., b,)Q

e dai definimos a exponencial de B por
eB = Qdiag[e®, e, ..., e")Q ! (1.34)

Assim, o fluxo do sistema linear (1.28), com P~'AP = diag[\;, \a, ..., \,], € dado
por
o(t,z) = Pdiagle’, edot, ..., e P 1x = ey (1.35)

1.8.4 Exponencial de Matrizes

Veremos agora que tanto a forma das solugoes de sistemas diagonais e dia-
gonalizaveis quanto as definicdes de exponencial dessas matrizes que demos até
agora sao, na verdade, casos particulares de uma caso bem mais geral, que trara
varias respostas sobre sistemas lineares de EDO’s em geral.

Utilizando o isomorfismo canonico entre M, ., (R) e L(R™), identificaremos
indistintamente uma matriz A € M,,,,(R) com o operador T4 € L(R") associado
a A, dado por

Ty: R — R”

r = A (1.36)
Proposicao 1.24 A expressio
T| = T 1.37
I = max | T(x)] (1.37)
define uma norma em L(R™).
Teorema 1.25 Dados T' € L(R") ety > 0, a série
WAL
> w (1.38)
n=0
¢ uniformemente e absolutamente convergente no intervalo I = [—to, o).

Definicao 1.26 Seja A € L(R™). Para cada t € R, definimos a exponencial de
At como sendo a matriz que € o limite da série

M =>" A (1.39)

n!

n=0
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Proposic¢ao 1.27 Sejam P,T € L(R"), com P inversivel. Se S = PTP~!, entdo
e’ = PeT P71,

Corolario 1.28 Se P7'AP = diag])\;], entio e = Pdiagle™]|P~', ou seja, a
definicao de exponencial por séries coincide com a definicao de exponencial de
malrizes diagonalizdveis que demos anteriormente.

Proposicao 1.29 Se S,T € L(R") e ST =TS entio 51T = e%eT.
Proposi¢ao 1.30 Se T € L(R") entio eT € GL(R") e (eT)™ ! =eT.
Lema 1.31 Seja A € L(R"). Entdo a aplicacio R > t — et € L(R") ¢ diferen-

cidvel e
deAt

dt
Teorema 1.32 Seja A € L(R™). Entao, para cada xy € R", a solugdo do PVI

= Ae. (1.40)

T = Ax
(1.41)
x(0) = xg
esta definida para todo t € R e é dada por
z(t) = ey (1.42)
O fluro do sistema © = Ax é
o(t,z) = et (1.43)

Todas as demonstracoes das proposicoes e teoremas acima podem ser encontradas
em [26], paginas 10-18.

1.8.5 Caso Geral: Uso da forma de Jordan

Sabendo que o fluxo do sistema & = Az é
o(t, ) = e (1.44)

queremos obter a expressao do fluxo ou, pelo menos, suas propriedades qualita-
tivas, como vinhamos fazendo até entdo. Quando A é semelhante a uma matriz
diagonal, usando a Proposicao 1.27, obtivemos a expressao do fluxo com base na
exponencial de uma matriz diagonal, a qual é simples de calcular. Quando A nao
for diagonalizavel, também usaremos a Proposicao 1.27. Suponha que existam
B,P € L(R"), P invertivel, tais que A = PBP~!. Entdo, et = ePPP 't =
PeBtP~1. Logo,(1.44) pode ser escrito como

o(t,x) = PeBtP 1y
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Portanto, se soubermos calcular a exponencial eB! acima, teremos o fluxo ¢(t, x).
A matriz B mais simples que podemos obter, tal que A = PBP~!, é dada pela
forma canonica de Jordan de A (veja [16], paginas 126-132). Quando A é diagonal
ou diagonalizavel, sua forma de Jordan é a matriz diagonal formada pelos seus
autovalores. Para uma matriz A qualquer, aplicando a teoria apresentada em
[17], obtemos sua forma de Jordan. A partir dai, pode-se provar (|16], paginas
133-137) que os elementos nas entradas de e”? sdo sempre das formas

tj At tj apt tj agt
—e — e cosbyt ou — e senbyl (1.45)
J: J: J:
onde j € {0,1,....,n — 1}, Ay € R & um autovalor real de A e a; + b1 € C
¢ um autovalor complexo de A. Assim sendo, cada coordenada de ¢(t,x) =
PePtP~1x ¢ uma combinagao linear das fungoes em (1.45). Esta tltima conclusao
nos permitird obter as informagoes que queremos. Como as exponenciais t +—>
Mt t — e®senbt e t — e™cosbt sao quem ditam o comportamento dessas
componentes quando ¢ — +oo, saberemos o que vai acontecer analisando os
sinais de a; e Ag:

se A\ < 0eay < 0, entdo e, e senbyt e e®!cosbyt — 0 quando t — +oo0.

Ait
’

se A\, > 0 e a, > 0, entao e e tsenbyt e e%! cosbyt — +oo quando

t — 400.

se Ay, = 0 = ay, entdo eM! = 1 e e®! senbyt = senbyt e e™! cosbyt = cosbyt
sao periddicas.

Definicao 1.33 Seja A € L(R™). Dizemos que o sistema linear & = Ax € hi-
perbolico e que a origem 0 € R™ é um ponto de equilibrio hiperbélico se todos os
autovalores de A tem parte real nao nula. Neste caso, dizemos que 0 € um

e atrator se todos os autovalores de A tem parte real negativa.
e repulsor se todos os autovalores de A tem parte real positiva.

e uma sela se existe pelo menos um autovalor de A com parte real negativa e
outro com parte real positiva.

Em cada um dos dois primeiros casos, dizemos que A € um operador contrativo
e expansivo, respectivamente.

Sobre as componentes do fluxo, obtemos o seguinte teorema (veja [16], paginas
135-136):

Teorema 1.34 Considere o sistema hiperbolico © = Ax. Entao

A

e a origem é um atrator se, e s0 se, lim e'x = 0 para todo x € R".
t—ro0

A

e a origem é um repulsor se, e s¢ se, lim e’z =0 para todo v € R™.
t——o0
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1.8.6 Subespacos estaveis e instaveis

Vimos nas tltimas secoes que o movimento dos pontos no espaco de fases de
um sistema linear £ = Az é decomposto em trés componentes: uma que tende a
zero, uma que tende a +00 e outra que é constante ou periédica. Vimos também
que tais movimentos estao intimamente relacionados aos autovalores da matriz
A. Veremos agora que sao os autovetores de A quem geram os subespacos que
decompoem R™ nessas trés componentes.

Sejam entao, \; = a;+ibj, a;,b;, € R, j € {1,...,n} os autovalores generaliza-
dos de A € L(R™). Sejam w; = v;+1iu; seus autovetores generalizados associados.
Reordenando os indices, se necessario, de modo que b; = 0 para j € {1,....k} e
bj # 0 para j € {k+1,...,n}, temos que

n—=k
2 )

{017/027"'7Ukavk+1auk+lv-"7Um7um}7 onde m =

¢ uma base de R" [26].

A partir dai, definimos os subespacos estavel, instavel e central do sistema
linear © = Ax, respectivamente por:

o ¥ = [Uj,Uj tay; < O}

o B =[vj,uj:a; >0]

o K¢ = [’Uj,’u]' L aj :O}

Note que esta definicao estd baseada nos sinais das partes reais a; dos auto-
valores A;. No proximo teorema, veremos que a decomposicao R" = E°@® E"® E°

nos da exatamente a decomposicao do fluxo em componentes que convergem para
a origem, se afastam da origem ou se mantém em torno dela.

Teorema 1.35 Considere o sistema linear & = Ax e seja ¢(t,z) o seu fluzo.
Entao R" = E° & E* @ E°, cada um dos subespacos E°, E* e E° sao invariantes
pelo fluzo e, ainda,

e para todo x € E?, tem-se lim ez = 0.
t—o0

e para todo x € E*, tem-se lim ez = 0.
t——00

Demonstracao: Veja a demonstracao deste teorema em [26], paginas 55-58. [J

1.9 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

Veremos agora o comportamento do fluxo em torno de pontos de equilibrio de
sistemas nao-lineares.
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Definig¢ao 1.36 Sejam x¢ um ponto de equilibrio do campo f € CYU) e ¢ o
fluxo de f. Dizemos que xq €

(1) estdvel se as trajetdrias comegando proximas de xo se mantem pro-
zimas de xog no tempo futuro, isto €, se dado € > 0, existir & > 0 tal
que

o(t,x) € B(xo,€) para todos t >0 ex € B(xo,0).

[ U

Figura 1.9: Ponto fixo estavel. Figura retirada de [2].
(ii) assintoticamente estdvel se é estdvel e se as trajetorias comegando
prozimas de xo convergem para ele, isto €, se exisir 6 > 0 tal que
lim ¢(t,x) =z para todo = € B(xg,?).

t—-+o0

x{(0)

/

Figura 1.10: Ponto fixo assintoticamente estavel. Figura retirada de [2].

(111) instdvel se ele nao for estdvel, portanto trajetdrias comegando sufi-
cientemente prorimas de xo se afastam dele, isto €, existe € > 0 tal que
para todo 6 > 0 existem t > 0 e x € B(xg,0) tais que

o(t,x) ¢ B(xg,e).

Nas Figuras 1.9 e 1.10, podemos ver exemplos de um ponto fixo estavel e outro
assintoticamente estavel, respectivamente.

Proposic¢ao 1.37 Sejam f € CYU) e o € U um equilibrio de f. Se todos
autovalores de f'(xo) tem parte real negativa, entao xy € assintoticamente estdvel.
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Se um equilibrio é assintoticamente estavel entao ele é estavel. A reciproca
nao ¢ verdadeira: existem campos que tem singularidades estaveis que nao sao
assintoticamente estaveis. Porém, ha a seguinte proposicao:

Proposigao 1.38 Sejam f € CY(U) e xg € U um equilibrio de f. Se xg € estdvel
entdo nenhum autovalor de f'(xy) tem parte real positiva.

A contrapositiva desta proposicao é util para provar que um ponto fixo é
instavel.

Corolario 1.39 Sejam f € CYU) e gy € U um equilibrio de f. Se algum
autovalor de f'(xg) tiver parte real positiva entao xo € instdvel.

Como visto, os autovalores de f'(xy) desempenham papel crucial na analise
da estabilidade dos pontos fixos. Um caso importante, que serd o contexto de
muitos teoremas, é quando f’(zo) nao tem autovalores com parte real nula. Neste
caso xo ¢ um ponto fixo hiperbélico.

Definicao 1.40 Dizemos que um ponto de equilibrio xo € U do campo f € hi-
perbdlico se todos os autovalores de f'(xy) tem parte real nao-nula.

Corolario 1.41 Se xg € U é um ponto de equilibrio hiperbdlico de f € C*(U)
entdo ou xo € assintoticamente estdvel ou xqy € instdvel.

As demonstragoes dos resultados acima podem ser encontradas em [16], pagi-
nas 180-191.

1.10 O Teorema de Hartman-Grobman

O Teorema do Fluxo Tubular (Teorema 1.22) nos diz como é o comportamento
do fluxo de um campo localmente num ponto regular. Para pontos singulares,
hiperbolicos, temos o Teorema de Hartman-Grobman.

No caso linear, o comportamento assintotico do fluxo é completamente es-
tudado quando conhecemos os autovalores e autovetores da matriz associada ao
sistema. No caso nao linear, pelo menos localmente, veremos que ocorre algo
semelhante. Dado um campo f de classe C! no aberto U C R”, sua derivada é
uma boa aproximagcao local. Para cada x € U e h tal que z + h € U podemos
escrever

flx+h)= f(x)+ f'(xr)h + R(x,h)

. R(z,h
onde lim @)
h—o bl

x + h esta de z.

=0, ou seja, f(z)+ f'(z)h estd mais proximo de f(x+ h) do que
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Se xy for uma singularidade do campo, denotando a matriz jacobiana de f em
xo por A, isto é, f'(xy) = A, temos

Assim, localmente em torno de zg, o sistema & = f(z) é equivalente ao sistema
&= A(zx — x0) + R(xo, x).

Portanto, a menos do infinitésimo R(zg,h), numa vizinhanga proxima de xg, o
campo f se comporta como o campo linear x — Azx. Quando zy é hiperbo-
lico, veremos que esta perturbacgao infinitesimal no campo nao afetarad o fluxo
localmente em termos de mudancas significativas, isto é, na vizinhanga de um
equilibrio hiperboélico o fluxo de um sistema nao-linear é topologicamente equi-
valente ao fluxo de sua parte linear numa vizinhanca da origem de R". Este é o
contetido do Teorema de Hartman-Grobman, e esta ilustrado na Figura 1.11.

Teorema 1.42 (Hartman-Grobman) Sejam f € C'(U) um campo no aberto
UCR" ¢:Q — U o fluro de f, xg € U uma singularidade hiperbolica de
f e A= flxg). Entao, existem V,W abertos de R", com xy € V e 0 € W,
h:V — W um homeomorfismo, com h(xg) = 0, e Iy C R um intervalo aberto
contendo a origem, tais que

h(o(t,z)) = eMh(x) (1.46)

para todo t € Iy e todo x € V.

Uma demonstracao completa deste teorema, num contexto de campos de ve-
tores e equacoes autdénomas, e nao num contexto de difeomorfismos, pode ser
encontrada em [15], paginas 244-250.

1.11 Alguns conceitos sobre estabilidade

Apresentamos aqui, de modo intuitivo e sem nenhum rigor, alguns conceitos
referentes a estabilidade de um sistema auténomo de EDO’s.

Estabilidade das solugoes em relagao as condigoes iniciais

Dados dois pontos x1, 29 € U, como o fluxo é continuo em relacao as condicoes
iniciais, esperamos que as solugoes ¢(t, z1) e ¢(t, ) tenham comportamentos se-
melhantes. Porém, pode ocorrer que a longo prazo isto nao aconteca, ou seja,
condicoes iniciais proximas podem originar solucoes com comportamento assin-
totico totalmente distinto, como mostra a Figura 1.12.
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Figura 1.11: Teorema de Hartman-Grobman: o fluxo de um sistema nao-linear
é topologicamente equivalente ao fluxo de sua parte linear. Neste caso, H é o
homeomorfismo e zy = 0. Figura retirada de [26].

1 1
0.8 0%
0.E 0.8
0.4 0.4

Figura 1.12: Solugoes do sistema (1.8) no espago de fase. Na figura a esquerda,
duas solucoes com condicoes iniciais proximas convergem para 0 mesmo ponto
fixo. Na figura a direita, alterando um pouco uma das condigoes iniciais, a solucao
correspondente passa a convergir para outro ponto fixo.

Estabilidade estrutural (Estabilidade do fluxo em relagao ao campo)

Outro conceito de estabilidade diz respeito a estabilidade com respeito a per-
turbacoes no campo. O fluxo pode ser estavel ou nao com relagao a pequenas
perturbagoes no campo, isto é, fazendo uma pequena perturbagao no campo, a
configuragao topologica do retrato de fase pode permanecer a mesma ou mudar
consideravelmente de comportamento, como mostra a Figura 1.13.
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Before Perturbation After Perturbation Before Perturbation After Perturbation

Figura 1.13: Na primeira figura, a esquerda, temos um campo estruturalmente
estavel; observe que embora a perturbacao faca com que as trajetorias se curvem
um pouco, na segunda figura, elas tém a mesma configuracao topologica. Ja na
terceira figura, o campo é estruturalmente instavel; observe o rompimento da
trajetoria vermelha na tltima figura.
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Capitulo 2

Teorema da Variedade Estavel e
Bacias de Atracao

Neste capitulo, na primeira secao, veremos o Teorema da Variedade Estével
Local e uma demonstragao construtiva do mesmo, adaptada de [8]. Em seguida,
veremos 0 Teorema da Variedade Estavel Global e sua demonstracao [8, 26]. Na
segunda se¢do, veremos os resultados de Chiang e outros, [6] que tratam de as-
pectos globais da teoria qualitativa, referentes as Bacias de Atracao de equilibros
estaveis (também conhecidas como regides de estabilidade). Estes resultados ca-
racterizam as fronteiras das bacias de atracao como a uniao de certas variedades
estéveis, o que acaba fazendo uma conexao entre as teorias local e global. Ve-
remos também algumas consequéncias destes resultados que trazem informagoes
sobre a configuracao topologica do espago de fase, as quais serao muito tteis na
andlise qualitativa do modelo proposto no Capitulo 4. Devido a esta caracteriza-
cao dada para as fronteiras de bacias de atragao, na tltima secao descreveremos
um método, baseado na demonstracao do Teorema da Variedade Estavel, para
determinar graficamente um esboco representativo da mesma.

2.1 O Teorema da Variedade Estavel

Nesta secao, veremos que numa vizinhanca de um equilibrio hiperbolico, da
mesma forma que no caso linear, é possivel decompor o fluxo em componentes com
comportamentos assintoticamente distintos. Este ¢, a grosso modo, o contetido
do Teorema da Variedade Estavel. Daremos uma demonstracao deste Teorema,
independente do Teorema de Hartman-Grobman. Iniciamos com a defini¢ao dos
subespacos estavel e instavel, a qual é andloga a que vimos para sistemas lineares.

Definigao 2.1 Sejam f € CY(U) e g € U um ponto de equilibrio hiperbdlico de
f. Considere \; = a; + ib;, os autovalores generalizados de f'(xo) e v; + tu; os
autovetores generalizados associados (j € {1,...,n}). Entao

o O subespago estdvel de f'(xg) € o supespaco E° = [vj,u; : a; < 0].
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o O subespago instdvel de f'(xg) é o supespago E* = [vj,u; : a; > 0].

Definicao 2.2 Seja xq um ponto de equilibrio hiperbolico do campo f. Dizemos
que xo € do lipo k se dimE" = k.

Teorema 2.3 (Teorema da Variedade Estavel Local) Sejam f € C(U) um
campo no aberto U C R™, ¢ : Q@ — U o fluzo de f, g € U um ponto fizo hi-
perbolico de f do tipon —k e E® e E*, respectivamente, os subespagos estdvel e
instavel de f'(xo). Entao existem r > 0 e variedades diferencidveis S e U em R,
de dimensoes k e n — k, respectivamente, ambas contendo xq tais que

o 1,8 =E*eT,U = E".
o SC{xe B(xg,r): tlim o(t,x) = x0}.
—00

o U C {zx € B(xg,r) :tLi{n o(t,z) = x0}.

As variedades S e U sao chamadas respectivamente de variedade estavel local
de f em x( e variedade instavel local de f em zy,. Embora, pelo teorema, elas
estejam definidas apenas localmente, podemos obter variedades globais, contendo
as locais. A variedade estavel global de x é obtida fazendo o fluxo voltar no tempo
e para obter a variedade instével global, fazemos o fluxo progredir no tempo:

Definicao 2.4 Com as notacoes e hipdteses do teorema da variedade estdvel,
definimos a variedade estavel global de f em xg e a variedade instdvel global de
f em xq, respectivamente, como sendo 0s conjuntos

W (o) = U ¢+(S) e W(wo) = Uqbt(U)'

<0 >0

Teorema 2.5 (Teorema da Variedade Estavel Global) Nas hipdteses do Te-
orema 2.3, W*(xo) e W"(xo) sao unicas, invariantes pelo fluzo e

W) = {z € U lim 6y(2) =} ¢ Wlwg) = {w € U lim 6u(x) = w0},

2.1.1 Demonstracao do Teorema da Variedade Estavel Lo-
cal

A demonstragao utiliza os seguintes lemas, cujas demonstracoes podem ser
encontradas em [11].

Lema 2.6 Sejam A uma matriz real n X n e A1, ..., \, € C o0s seus autovalores
generalizados. Se ¢y, co € R sao tais que
2 < Re(\)<ep Vi=1,..,n

entao existem K1, Ko > 1 tais que
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(i) ||e?]| < Kiet ¥V t>0
(ii) ||ed]] < Kqe®t V<0

Lema 2.7 Seja R: U aCb R"™ — R™ wma aplicagdo de classe C' tal que R(0) =0
e R'(0) = 0. Entdo dado qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que

2], |yl <6 = |R(z) — R(y)| < elz—y| (2.1)

Lema 2.8 Sejam M, N espacos métricos. Se N ¢ completo, entao o conjunto
das aplicacoes continuas e limitadas de M em N é completo na métrica da con-
vergéncia uniforme.

A seguir, apresentamos a demonstracao do Teorema 2.3, o Teorema da Vari-
edade Estavel Local, dividida em 5 etapas. Esta demonstracao foi adaptada de
[8], paginas 330-333.

i) Mudanca de Coordenadas

Para simplificar, podemos supor que xo = 0, pois, considerando a translagao
T(x) =x4z9eocampo fol em U = U —xg, temos 0 € U, foT(0) = f(xg) =0
e (foT)(0)= f(T(0)) oI = f(xo)

Como f é de classe C*, para todo z € U temos

f(@) = f(0) + f(0) - 2 + R(x)

onde lim R(z)

x—0 ‘{L‘|
f'(0) = A, o sistema toma a forma

= 0. A origem é um ponto de equilibrio, portanto, denotando

T = Az + R(x) (2.2)
onde z € U e R(0) = R'(0) = 0 (pois R'(0) = hII(l) W). Da hiperbolicidade
z—
de f'(0), a forma canonica de Jordan de A nos da a decomposicao estével-instavel,
isto é, existe uma matriz C invertivel tal que

C*AC:[P ﬂ

0 @
onde os autovalores de P € L(R") tem parte real negativa e os de Q € L(R"*)
0 g] = B. Fazendo a mudanca de coorde-

nadas y = C~'x no sistema (2.2) temos

parte real positiva. Escreveremos [

y=C"'i=C"YAr + R(z)) = C"*ACy + C'R(Cy)

Definindo G(y) = C7'R(Cy) temos que G é de classe C! e verifica G(0) = 0 e
G'(0) = C7'R’(C0)C = 0. Assim ,0 sistema original é conjugado ao sistema (via
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o isomorfismo linear y = C~'x)
y=DBy+Gy) (2:3)

ondey eV = C_l(U) e G(0) = G'(0) = 0. Note que a parte linear de (2.3) é By,
e os autovalores e autovetores deste sistema sao os autovalores e autovetores de
B. Como a mudanca de base foi tal que os subespacos estavel e instavel de B sao

ortogonais (pois B = []03 g] ), segue que o subespago estavel de B (denotado

por ES) serd B, = RF e o subespago instavel de B serd E, = R"*_ Portanto,
todo y € R™ pode ser escrito como y = (ys,y.) € Es ® E, = RE@ R * =R",

Vejamos a decomposicao da exponencial eP!. Sejam

Ut) = {egt 8} e V(i) = {8 egt}, teR.

)
U'(t) = {Pem 0} = Fg g} {egt 8} — BU(t).

De modo andlogo, V'(t) = BV (t).
ii) Motivacao

Antes de comecarmos a demonstracao da existéncia, apresentaremos uma moti-
vacao para a escolha da equacao integral com a qual trabalharemos.

Considere ¢(t,y) o fluxo de (2.3) e suponha que yo € R™ é uma condigao inicial
que satisfaz

lim (t, yo) = 0. (2.4)

Nem toda condigao inicial satisfaz isto, ja que alguns autovalores de f’(x¢)
possuem parte real positiva. Esta hipotese significa que y, estd na variedade
estavel global da origem.

Vamos escrever o sistema (2.3) com condigao inicial y(0) = y na sua forma
integral. Para t > 0, ela ¢

ot o) = ¢Plyo + / PIG (s, o)) ds, (2.5)
0

pois ¢(t,yo) satisfaz ¢(0,yo) = yo e também satisfaz (2.3), ja que derivando (2.5)
em relacao a t e lembrando da Regra de Leibniz, dada por

" a bt
% (/G(t) f(t, s)ds) = %t)f(t,b(t)) - ddit)f(t,a(t)) +/ %{@» s)ds

a(t)
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obtemos,

t
Wlto) = By + POGO( ) + [ BTG5, )
0

= B(e'yo +/0 PG (0(s,90))ds) + G(6(t. yo))
= Bo(t, o) + G(o(t, o))

A equagao (2.5) deve ser satisfeita por qualquer solu¢do ¢(t,y) do sistema
(2.3). Iremos escrevé-la de outra forma e, adicionando a hipotese (2.4), obteremos
a equacao integral que as solucoes iniciando na variedade estavel global da origem
devem satisfazer. Como B = U(t) + V(t) e V(t — s) = V(#)V(—s), podemos
reescrever (2.5) como

o(t,yo) = U(t)yo + V(L) yo + /0 Ut — s)G(o(s,y0))ds + /0 V(t—5)G(o(s,v0))ds
+ZWV@—$ﬂd&mMB—[mV@—QQM&%WB
- WU%+A%W—QG@@MM%—ZWV@—QQM&mW%

4WWHW+AWVFQQM&mWM

(por enquanto, estamos supondo que as tltimas integrais existem). Definindo o
vetor ¢, constante em relacao a t, por

c:m+AmVF$ﬂw&%Wk

obtemos a nova forma de (2.5):

t o)
¢(t, yo) = U(t) ?/0+/ Ut — S)G(cb(s,yo))ds—/ V(t = s)G(o(s, y0))ds+V(t)-c
0 ¢
(2.6)
E possivel mostrar que (e isto sera feito mais adiante)

ggQﬂw%+AQW—@qummw—zmva—wcw@m»w):o

Portanto, se supormos que yo satisfaz (2.4), tomando o limite em (2.6) para

t — 00, obtemos
lim V() - ¢ = 0.

t—o0
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Como V() é a componente instavel de P!, o limite acima s6 pode ser zero se ¢ =
0. Assim, a equacao integral que uma solugao de (2.3) que satisfaz tlim o(t,y0) =0
—00

deve ser

¢(t, o) = U(t) yo+/0t U(t = 5)G((s, y0))ds — /too V(t = 5)G(d(s,50))ds. (2.7)

Como esperamos que toda solucao na variedade estavel satisfaca o limite acima,
é razoavel pensar que esta equacao estd intimamente relacionada a tal variedade.
Mostraremos que (2.7) tem uma solugao u(t,y) diferenciavel, a partir da qual
definiremos uma aplicacio ¥ : R¥ — R"* diferenciavel de modo que o grafico
de W serd a variedade estavel local S do sistema (2.3), no espago y. A variedade
estavel S do sistema original (2.2), no espaco x, sera entdo obtida através da
mudanca x = C'y.

Os proximos passos agora sao na direcao de obter algumas estimativas que
ajudem a resolver (2.7) pelo método das aproximagoes sucessivas. Este método
é proveniente do Teorema do Ponto Fixo de Banach:

Teorema Se M ¢ um espaco métrico completo e F : M — M € uma contracao,
entdo F tem um tnico ponto fizo, que € limite da sequéncia (xg, F(xq), F?(xq), ...,

F(xo), ...

Nao usaremos este teorema diretamente. Mostraremos que a sequéncia de itera-
¢Oes sucessivas para (2.7) é de Cauchy num espago métrico completo.

iii) Algumas estimativas
Seja y = (ys, yu) € R™ com ||y|| < 1. Entdo
o o lil=
Ut) -y = Sl =€y,
(t)-y { 0 ol |y y

para todo t € R. Assim,
U(#) -yl = 1™ -yl < lle™ Nyl < lle™ Nyl < e™|

Portanto, ||U(t)|| < ||ef|| para todo t e, da mesma forma, ||V ()] < [|e?!|| para
todo t. Sejam Aq, ..., A\g, Agt1, .-, A € C 0s autovalores (generalizados) de f/(0)
com Re(\;)) < 0 parai=1,...k e Re(\;) > 0 parai =k +1,...,n. Entao os
autovalores de P sao Ay, ..., \x e os de ) 820 A\gy1, ..., Ap. Ainda, existem o, 8 > 0
tais que

Re(\;) < —2a < 0 < 8 < Re()))

parai=1,...kej=k+1,...,n. Dai, se 0 = min{a, B}, entao

Re(\) < 2a < —(a+0) <0 <0 << Re(\)).
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Pelo Lema 2.6, existem K, Ky > 1 tais que
||| < Kiem @t v >0 e [[efQ] < Ky, VYt <0
Tomando K = max{K;, Ky}, temos
U@ < Kem @™t we>0 e V()| < Ke™', Vt<O0. (2.8)
A proxima estimativa segue do seguinte: G é de classe C! e verifica G(0) =

G'(0) = 0. Logo, pela Lema 2.7, dado qualquer e > 0, existe § > 0 (podemos
tomar § suficientemente pequeno para que B(0,9) C V) tal que

|G(y2) — G(n)| < €ly2 —y1l, YV y1,92 € B(0,9). (2.9)

iv) Resolvendo a equacgao integral por Aproximagoes Sucessivas

Como vimos, solugoes u(t,y) da equagao integral

u(t,y) =U(t)y + /0 Ut —s)G(u(s,y))ds — /too V(t—s)G(u(s,y))ds (2.10)

parecem ser solugoes de (2.3) cujas condigoes iniciais estdo na (suposta) variedade
estavel da origem.

Usando o método das aproximacoes sucessivas, mostraremos que existe uma tal
u solugao de (2.10), definida em [0, 00) x B(0,r), para um certo r > 0.

Seja r > 0 (a determinar) e considere a sequéncia de aplicac¢oes u, : [0,00) x

B(0,7) — R™ definida por

wia(ty) = Uty + / U(t — )G (uy(5.))ds — / TVt $)Gluy(s,y))ds,

uo(t,y) = 0.
(2.11)
Para que esta sequéncia esteja bem definida e para usarmos (2.9), precisamos
mostrar que

ui(t,y) € B(0,6), V(t,y) € [0,00) x B(0,7), Vj € N.
Temos uo(t,y) = 0 € B(0,9). Se u;(t,y) € B(0,0), temos por (2.9), que

|G (u; (t, )| = |G (u;(t, y) — G(O)| < efu;(t, y) — 0] < e€d. (2.12)
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Como s <t implicat —s > 0e s >t implicat —s <0, de (2.11), (2.8) e (2.12)
temos que, se (t,y) € [0,00) x B(0,7) entdo

Ju(t y)| - < IIU(25)|Hy|+/0 IIU(t—S)IIIG(uj(S,y))IdSJr/tOOIIV(t—S)IIIG(uj(S,y))IdS

t (o)
< Ke (ato)(t=s)p / Ke (@t)tesds + / Ke? %) edds
0 t

% (ato)t Ked e—(a—i—a)(t—s) . _ecr(t—s)
< —(a+o )
< Keoty 4 Keb{[———— o+ [~}
1 — —(a+0)(t) 1-0
< Ke @)ty 1 Ked{ ¢ + }
a—+o o

1 1. <3k 5 2Kes He<i §
< Kr+Kes{—+-) < K— h
- T e {O' + a} - 2K + o 2

2Ke

) 1 . _ 1o o :
desde que r < 5= e < 3. Assim, dado € = 5% < %, existe 6 > 0 tal que

(2.9) se verifica. Tomamos r = 5%. Definindo as us em M = [0,00) x B(0, 5% ),
temos para todo (t,y) € M que u;41(t,y) € B(0,9) sempre que u; € B(0,9).
Assim, a sequéncia (u,) estd bem definida e cada u, é limitada em M.

Note que G é de classe C* em V D B(0,6) D B(0, L) (pois K > 1) e U(t) e
V(t) sao de classe C*, portanto, por (2.11), se u; for diferencidvel entdo ;4
também serd. Como ug é diferenciavel, todas ujs sao diferencidveis. Assim, (u,)
¢ uma sequéncia de aplicacoes continuas, diferencidveis e limitadas de M em
B(0,0) C B(0,6). Como B(0,0) é completo, segue do Lema (2.8) que se (u,,) for
de Cauchy entdo existirda u : M — B(0,9) limitada e continua, limite uniforme
da sequéncia (u,). Pela convergéncia uniforme u sera diferenciavel em M.

Afim de mostrar que (u,) é de Cauchy, mostremos que

Klyle

oY V(t,y) € M, Vj € N. (2.13)

|uj+1<t7 y) — Uj (ta y)| <
Para j = 0, temos
g () — w5t 9)| = s (t9)] = [U(E)y + / U(t - 5)G(0))ds — / V(- 5)G0)ds

Ke |y

(2.8)
=[U@)y| <[[U@)|ly] < Ke (oly| < 50
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Se vale a estimativa (2.13) para j € N entao temos que

| uj—l-l(t? y) - uj(t7 y) | -

U@y + / U(t — )Gluy (s, ))ds — / TVt — 5)C(uy(s.))ds
—U(t)y — /0 Ut —s)G(uj—1(s,y)))ds + /too V(t —s)G(uj—1(s,y))ds|
< / 10t — )11ty (s, ) — Clutgr(s,9))ds

+ /too \V(t—9)|l|G(u;(s,y) — G(uj_1(s,y))|ds

¢
(2.8),(2.9) S/ Ke_(a+")(t_5)e|uj(s,y) —uj_1(s,y)|ds
0
[R5, — (sl
¢
—\a+o S Ke | | > o\t—S Ke_as‘y’
(HI) < Kﬁ{/ (ato)(t= )23—d5+/t e (t )Tds}

K t K o
— Ke { |y| —(a+to)t / e%Sds —+ 23|_y1| eat/ 6*(a+0)8d5}
0 t

_ o K|y| { a-‘ro)t[eat — O] 4 eat[o + 6_(a+a)t
4K 2i-1 o a+o
KO”y| oz-l—a)t ot eate—(a+a)t
- 2itl o + o }
~ Koaly| e Koly[2e™  Klyle™
T 9j+l { o t= 2ji+1 4 - 2j

o que mostra que (2.13) Vale para todo j € N. Assim, para todos n > m > ny,
temos

< Kyt 0 g
ng _ v
un(t, y)—um(t,y)| < Z i (£, y)—ui(t, y)| < Z — o = Kﬁg = ona
i=m i=ng

J
Logo, dado ¢, > 0, tomando ng tal que o < €0, temos |u,(t,y) — um(t,y)| < e

para todos n,m < ng e (t,y) € M. Portanto, (u,) é de Cauchy. Segue do
Lema 4 que existe u : M — B(0,d) limitada e continua, limite uniforme da
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sequéncia (u,). Por indugdo, e pela convergéncia uniforme, u é diferenciavel em
M. Tomando o limite (uniforme em (¢,y)) para j — oo em (2.11) temos que
u satisfaz (2.10). Derivando (2.10) em relacao a t e usando a Regra de Leibniz,
temos

) = U+ U= 0G(t) + [ V(= )Gl )is

V(- DG (ult, ))—/oo V/(t — 5)G(uls, y))ds
_ []Ok ] ))+/OtBU(t—s)G(u(s,y))ds
{0 o JG _ OOBV(t—s)G(u(s,y))ds

t

= BU@®t)y+ /0 Ut —s)G(u(s,y))ds — /too V(t —s)G(u(s,y))ds) + G(u(t,y))

= Bul(t,y) + G(u(t,y)

ou seja, u é solucao de (2.3). Ainda, por (2.13), temos
un(t, y)| < |Un(t y) — una(t,y)| + \un 1(t Y) = Un- 2(?5 P+ lua(ty) = uo(t,y)l

L
— Z i1 (t,y) ZKIyI = Klyle ' —— = 2K|y|e™®

N =

para todos (t,y) € M e n € N. Logo, fazendo n — oo, temos que
u(t,y)| < 2K|yle™ (2.14)
para todos (t,y) € M.

v) A Variedade Estavel

Dada a existéncia da solugdo u de (2.10), vamos mostrar que ela define uma
variedade de dimensao k em R". De fato, para t = 0, com y = (ys, ¥u), (2.10) se
torna

u(0,y) :U(O)y+/0 U(—S)G(U(S,y))ds—/ooo V(=s)G(u(s,y))ds

— (0,0 — / (0, @G (uls, ) ds

ou seja,

u(0, ) = (yo, / T G, (u(s, (s, 1)) ds) (2.15)
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onde G = (G, G,). Mostremos que (2.15) ndo depende da componente y,, de y =
(Ys, Yu). Para isto, mostremos que as aproximagcoes sucessivas u; ndo dependem
de y,, isto é

8u]~
OYu

(t, (Ys;yu)) =0, V(t,y) € M ,VjeN. (2.16)

De fato, como ug(t,y) = 0, o resultado vale para j = 0. Suponha que %(t, (Ys, Yu)) =
0. Da definigao de (u,) temos, pela regra da cadeia,

ou;

o (€5 0) [ U= 9 G () - 5 () s

O
Yy

(t, (s, ) =

- [V 9 s ) 5 )

—0+ / Ut — ) G (1 (5, (g 1)) - O ds

B /too V(t o S) G/(’LL]'(S, (ysa yu))) -0ds =0.

Portanto, (2.16) é verdadeira e tomando ali o limite uniforme em (¢,y) com j —
oo, temos o resultado

ou
OYu

(tv (ysu yU>) =0, \V/(t, y) e M.

Assim, (2.15) nao depende de y,, de modo que podemos tomé-lo como zero,
portanto pode ser escrita como

u(07 (ys> 0)) = (ys7 \I}(ys)) (2.17)

onde ¥ : B(0, ;%) C R* — R"* ¢ dada por

Uy, = / T G (uls, (5, 0))ds (2.18)

e, portanto, é diferenciavel. Logo, definindo S = {u(0, (ys,0)) : ys € B(0,5%)},
temos S = {(ys, U(ys)) : ys € B(0, )}, Assim, S é o grafico de W e portanto,
¢ uma variedade diferenciavel de dimensao k.

Obteremos agora as propriedades de S. Da estimativa (2.14) temos u(t,0) =
0, Vt > 0. Logo, u(0,0) = 0 e dai ¥(0) = 0, ou seja, 0 € S. Mostremos que o
espaco tangente a S na origem, TpS, é E,. Dados y, € B(0,5>) e h € ¥ = RF
temos

Wys) - h =~ /000 "G (u(s, (45, 0))) - (s, (45, 0)) - hds.
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Como u(t,0) =0, Vt > 0e G'(0) = 0, segue que
U'(0)-h=0, VheR"
Logo, ToS = (Idgk,Ogn—+) - {e1,...,en} = {e1, ..., e} = RE.

Mostremos que tlim o(t,y) = 0 para todo y € S. Seja y; = u(0,y0) € S, com
—00

Yo = (ys,0) € B(0, 5%). Vimos que ¢ — u(t, yo) é solugdo de (2.3) com condigao

inicial y(0) = u(0,yo). Como y; = u(0,yo), pela unicidade das solugoes de (2.3),

temos u(t, yo) = &(t,y1). Portanto, de (2.14),

lo(t, y1)| = |u(t,yo)| < 2K|y0|6_0‘t — 0, quando t — 0.

Logo, S C {y € B(0, L) limy o0 ¢(2, y) = 0}. Isto termina a demonstracdo. [

2.1.2 Demonstracao do Teorema da Variedade Estavel Glo-
bal

Mantendo a notacao e os resultados da demonstracao anterior, mostraremos
inicialmente a seguinte afirmagao: se yo € B(0, %) é tal que a solugao ¢(t,yo)
de (2.3) satisfaz

o(t,yo) € B(0,8), Vt>0 (2.19)
entdo, ¢(t,yo) = u(t,yo) para todo t > 0. De fato, vimos que a forma integral de
(2.3) com y(0) = yp &

<wy@=£%+/emﬂawawm8 (2.20)
0

que reescrevemaos como

ot y0) = U(t) yo +/O U(t — s)G(&(s,y0))ds — /too V(t = s)G((s, 0))ds

) ([ V6@ )
0

(2.21)
A dltima integral existe, ja que (2.19) e (2.9) implicam

V(=5)G(é(s,10))| < Ke %), Vs> 0.

Haviamos definido

C=Yo+ /OOO V(=s)G(é(s,y0))ds
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de modo que (2.21) ficava

¢(t,y0) = U(t) yo+/0 Ut - S)G(cﬁ(s,yo))ds—/too V(t = s)G((s,y0))ds+V(t)-c

(2.22)
Dai, obtemos

—V(t)-c=U(t) yo+/0 U(t - S)G(<b(s>yo))ds—/too V(t = s)G(¢(s, y0))ds—o(t, yo)

(2.23)
dai, por (2.8), (2.9) e (2.19), para todo (t,y) € M = [0,00) x B(0, 52, temos
t
V(t)-c| <Keletotlt 4 / Ke™@tt=9)¢5q5
0
+ / Ke?"™9esds + 0
t
) (ato)t _ 1 —ot _ ()
< —+K65e*(0‘+")t[€ ] —|—Ke§e"t[e |+0
2 a+o o
4 1
< -4+ Keb + Kede®'— +§
2 oa+o o
Assim, V/(t) - ¢ é limitado para t > 0. Pondo ¢ = (¢s, ¢,), temos que
0 0] [e] [ 0O
vioe=ly - 2] )
Sabemos que cada entrada da matriz e%* é da forma
tI t
f'e“lt cos byt ou f‘e‘”t sen byt (2.24)
J: J:

onde \; = a;+ b, j = k+1,....,.n — k sdo os autovalores de f’(0) com parte
real positiva. Assim, cada coordenada de e ¢, serd uma combinacdo linear das
fungoes em (2.24). Se ¢, for diferente do vetor nulo, como a; > 0 para todo | =
k+1,...,n, podemos fazer |V (t)-c| tdo grande quando queiramos, o que contradiz
sua limitacao dada pela tltima desigualdade. Portanto, necessariamente, ¢, = 0
e dai V(t)-c=0.

Logo ¢(t,yo) satisfaz

¢(t, o) = U(t) yo+/0 Ut - S)G(cb(syyo))ds—/too V(t—5)G(o(s,50))ds (2.25)

De (2.10) e (2.25) e de (2.8), (2.9) e (2.19) temos
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u(t, o) — d(t,y0)| < Ke @4y — g +/0 [U(E = s)[[|G(uls,y0)) — G(9(s,90))|ds
+/t IV (t = s][|G(uls, yo)) — G(d(s, v0))|ds
< / Ke™ @t ly(s, yo) — ¢(s,10)|ds

[ du(s ) = o).
Por (2.14) e (2.19), existé

M = sup |u(t,yo) — ¢(t, yo)|
>0

Se M # 0, entao

(ato)t _ 1 —ot __ 0
M < KeMe(eton |+ KeMet[ ]
o+ o o
1 1 2K 1
<KeM=+KeM= ="M <=M
o o o 2

o que é absurdo. Logo M = 0 e dai

u(t,yo) = ¢(t,yo), Yt >0.

9

Resumindo, mostramos a seguinte afirmacao: seyy € B(0, 5% ), € tal que a solugdo

o(t,yo) de (2.3) satisfaz
o(t,y0) € B(0,0), Vt>0.
entdo (t,yo) = u(t,yo) para todo t > 0. Vamos mostrar agora que W*(0) =
{zr eU: tli+m oi(z) = 0}. De fato, seja y € W*(0). Como W#(0) é definida por
—400
)

W*(0) = U $,(S), existem ty <0eyy€ S tais que y = o(ty, yo). Como yy € S,
t<0

do Teorema da Variedade Estével Local, Teorema 2.3, temos que lim;_,, ¢(t,y0) =

0. Logo,

lim ¢(t,y) = lim ¢(t, d(ty, o)) = lim &(t +t,,y0) = 0
t—o0 t—o0 t—o0
Assim, W*(0) C {zx € U : tliin éi(x) = 0}. Sejaagorax € {x € U : tliin () =
—+00 —+00
0}. Como p(t,z) — 0, existe T" > 0 tal que

t>T = ¢(t,z) € B(0, %)
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Seja yo = ¢(T, ) € B(0, 5%). Entdo

' 2K

)
8(t.10) = (4, 6(T.)) = (¢ + T.) € B0, 22=) € B(0.8) ¥ £ >0
Logo, pela afirmagdo que provamos hd pouco, ¢(t,y0) = u(t,yo), Vt > 0 e dai,
Yo = ¢(0,v0) = u(0,70) € S. Assim,

x=¢(0,2) = ¢(~T, (T, x)) = ¢(~T, y0) € $(~T,5) C W*(0)

pois —T < 0. Portanto, W*(0) = {z € U : th+m ¢i(x) = 0}. Esta dltima
—+o0

igualdade garante também a unicidade da Variedade Estavel Global. Assim, a
demonstracao esta concluida. 0

2.2 Bacias de Atracao

Apos estudar o comportamento do sistema

i = f(x) (2.26)

localmente em pontos regulares e singulares, no Capitulo 1, queremos agora,
obter resultados mais globais. Uma questao que surge naturalmente quando
temos um equilibrio assintoticamente estavel xg, porém nao globalmente estavel
(nem todas as solugoes convergem para xp), é a seguinte: qual é o conjunto de
pontos que sao levados para xo pelo fluro? Como determinar este conjunto? Tal
conjunto serd chamado de Bacia de Atragao (também conhecido como Regido
de Estabilidade) de zo. Um grande nimero dos sistemas dinamicos nao-lineares
apresenta equilibrios deste tipo, e o estudo das bacias destes equilibrios é de suma
importancia para o estudo qualitativo do sistema, como veremos nos proximos
capitulos.

Nesta se¢ao, baseados nas referéncias |6, 1|, iremos definir a Bacia de atragao
de um equilibrio assintoticamente estével, obter algumas de suas caracteristicas
topolbgicas e caracterizar sua fronteira. Ainda, como consequéncia desta carac-
terizagao, veremos o Teorema 2.27, que pode ser muito util, de forma indireta,
na analise de estabilidade de outros pontos de equilibrio do sistema. De fato, no
Capitulo 4, esta ferramenta sera fundamental.

b
Definicao 2.9 Sejam xg € U C R" um ponto de equilibrio assintoticamente
estdvel do campo f € CY(U) e ¢ : Q — U o fluzo de f. A Bacia de Atracio (ou
Regiao de Fstabilidade) de xq, denotada por A(zy) € o conjunto

A(zg) ={z €U tlg({lo o(t,z) = x0}.

A seguir, temos algumas propriedades topologicas de A(xg).
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Proposicao 2.10 A(xg) € invariante pelo fluzo.

Demonstracao: Seja p € A(x). Entao 1tlim o(t,p) = zo. Seja s € R qualquer e
—00
q = ¢(s,p). Entao, pelas propriedades do fluxo:

lim ¢(t,q) = lim ¢(t, ¢(s,p)) = lim ¢(t + s,p) = .

Logo, g = ¢(s,p) € A(zo) e, como s € R é arbitrario, segue que A(z) é invariante
pelo fluxo. 0

Proposicao 2.11 A(zg) é um conjunto aberto em R™.

Demonstragao: Seja p € A(xp). Devemos mostrar que existe r > 0 tal que
B(p,r) C A(zg). Como x( é assintoticamente estével, por definigao, existe 6 > 0
tal que

lim ¢(t,z) = xg, V x € B(xg,0). (2.27)

t—00

Como tlim o(t,p) = xo, existe T > 0 tal que
— 00

8(t,9) € Bz, 3) (2.28)

para todo t > T. Sabemos que o fluxo ¢ é de classe C'. Logo, a aplicagao ¢(T,.)
¢ continua no ponto p. Portanto, existe r > 0 tal que

g =5l <7 = [6(T,0) — S(T.p)] < (2.29)

Afirmamos que B(p,r) C A(xg). De fato, seja ¢ € B(p,r). Entdo, de (2.29) e
(2.28), temos

J

)
6T ) = 20| < [6(T,@) = (T, D) +|6(Top) — ol < S+ 5 =6, (230)

Dai, segue de (2.27) que tlim o(t,o(T,q)) = xo. Usando as propriedades de fluxo
—00

tlirga ¢(t, Q) = tlirglo ¢<t - T, QS(Ta q)) = tlirglo ¢(t7 ¢<T’ q)) = Zo-

Portanto g € A(xg) e dai B(p,r) C A(zo), o que mostra que A(zg) é aberto. O

Proposicao 2.12 A(xy) € um conjunto conezo.

Demonstracgio: E suficiente mostrar que A(zg) é conexo por caminhos. Inici-
almente, observamos que, como x, é assintoticamente estavel, existe 6 > 0 tal
que

lim ¢(t,x) = z9, V x € B(xg,9).

t—o00

Como A(xg) é aberto, podemos tomar J suficientemente pequeno para que B(x, )
A(xg). Sejam p,q € A(zp) e mostremos que existe um caminho em A(zo) ligando
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p e ¢g. Como tlim o(t,p) = xp e tlim o(t,q) = xo, existem T} > 0 e Ty, > 0 tais
—00 —0

que t > Ty implica ¢(t,p) € B(xp,d) e t > Ty implica ¢(t,q) € B(xp,d). Sejam
u=¢(T1,p) e v=¢(T1,q). Entao u e v pertencem a bola B(xg,0) e podem ser
ligados por um caminho contido nesta bola. O caminho ¢ — ¢(t, p) liga o ponto
p ao ponto u e esta contido em A(z), pois p € A(xg) e A(xg) é invariante pelo
fluxo. Analogamente, o caminho t — ¢(t,q) esta contido em A(xo) e liga ¢ a v.
Ligando os caminhos de p a u, de v a v e de v a ¢, temos um caminho, contido
em A(zy), ligando p a ¢, o que mostra que A(zg) é conexa. O

Lema 2.13 Se A é um conjunto invariante pelo fluxo de um campo f, entdo OA
também € invariante pelo fluzo.

Demonstracao: Sejaz € 0A. Dado T € R, queremos mostrar que ¢(7,z) € 0A.
Seja r > 0. Como ¢(T',.) é continua em z, existe § > 0 tal que

z — 3| <6 = |p(T,2) — $(T,7)| < r (2.31)

Para este 6 > 0, como T € 0A, existem x1, 1o € B(Z,0) tais que 1 € A e x5 €
R™ — A. Como A é invariante, segue que ¢(T,x1) € A e ¢(T,x5) € R" — A (ja
que pela invariancia de A, ¢(7T, z5) € A implicaria xo = ¢(=T,¢(T,z2)) € A, 0
que ¢ absurdo). Como x1,x2 € B(Z,0), segue de (2.31) que ¢(T', 1), d(T, x2) €
B(¢(T,z),r). Ou seja, dados & € JA, T € R e r > 0, mostramos que existem
O(T,x1),p(T,x2) € B(p(T,Z),r) com ¢(T,x1) € Ae ¢(T,z5) € R" — A, ou seja,
mostramos que ¢(7,z) € OA, portanto 0A é invariante pelo fluxo. O

Proposicao 2.14 A fronteira 0A(xy) da bacia de atra¢ao de xo é um conjunto
fechado, invariante pelo fluzo e tem dimensdo menor que n. Ainda, se A(xg) nao
¢ denso em R™ entdo a dimensdo de 0A(xg) én — 1.

Demonstracao: Do fato que a fronteira de qualquer conjunto é um conjunto
fechado, segue que dA(zg) é um conjunto fechado. Do Lema 2.13 e da Proposi¢ao
(2.10), segue que JA(xg) é invariante. Em [18|, paginas 44-47, prova-se que a
fronteira de um conjunto A aberto em R"™ tem dimensao menor que n e, além
disso, se A nao é denso em R", entao dim A = n — 1. Dai seguem as demais
conclusoes. [l

Como consequéncia imediata da ultima proposi¢ao temos o corolario abaixo,
uma vez que, se ha dois equilibrios assintoticamente estaveis entao a bacia de
atracao de cada um deles nao é densa em R".

Corolario 2.15 Se xy e xy sao dois pontos de equilibrio assintoticamente estdveis
de f distintos, entao dim0A(x1) = dimdA(xs) =n — 1.
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2.2.1 Caracterizagao da fronteira da bacia de atracao

Os resultados a seguir fazem uma conexao entre a teoria local e a teoria global,
caracterizando a fronteira da bacia de atracao como uniao de variedades estaveis
de pontos de equilibrio hiperboélicos. O proximo teorema é o primeiro passo nesta
direcao, sem fazer nenhuma hipétese adicional sobre o campo f. Para provar este
teorema e outros que virao, precisamos de um lema de grande importancia na
teoria de sistemas dindmicos, conhecido como A-Lema, e de um corolério seu. As
demonstragoes de ambos podem ser encontradas em [25], paginas 88-95.

Definicao 2.16 Uma segao transversal a W?*(x*) em q, de dimensdo k, é a
imagem g(A) de um aberto A C RF por um homemomorfismo diferencidvel
g:A— g(A) CU tal que g(a) = q e ¢'(a) - (R¥) e T,W*(x*) geram R™.

Lema 2.17 (A\-Lema) Sejam z* um ponto de equilibrio hiperbdlico de tipo k de
f e U um aberto contendo x*. Seja D* C UNW¥(z*) um aberto em W*(z*). Se
qg € W2 (z*) e S é uma se¢io transversal a W*(x*) em g, de dimensdo k, entdo
D" estd contido no fecho do conjunto ¢p(Ry,S).

Definicao 2.18 Sejam x* um ponto de equilibrio hiperbolico de f e U uma vi-
zinhanga de x* em W*(x*), isto é, U = ANW?(z*), onde A C R™ é um aberto
contendo x*. Dizemos que OU € um dominio fundamental de W*(x*) se OU for
transversal ao campo f. Uma vizinhan¢a fundamental G(z*) associada a W*(x*)
€ um conjunto G que € uma secao transversal de f contendo OU e transversal a
We(z*). Trocando-se acima W*(z*) por W*(x*), temos a defini¢io de dominio
fundamental de W"(x*) e de vizinhang¢a fundamental G(x*) associada a W*(z*).

Corolario 2.19 Se x* ¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico de f, OU ¢ um do-
minio fundamental de W*(x*) e G(z*) € a vizinhan¢a fundamental associada a
We(z*), entao
W (z*) = Jo(t,00) (2.32)
teR

e existe um aberto V- C R™ contendo x* tal que
(V = Wh(a*)) (U olt, G(:v*») (2.33)
t>0

contém uma vizinhanga de x*. Trocando W*(x*) por W*(xz*) et > 0 port <0,
tem-se resultados andlogos.

Teorema 2.20 Sejam xo um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de (2.26)
e x* (x* # xo) um ponto de equilibrio hiperbolico de (2.26). Entdo:

(1) W¥(x*) —{z*}) N A(xg) # 0 se, e somente se, x* € DA(zo).

(ii) sex* € do tipo k, com k < n, entio x* € 0A(xo) se, e somente se, (W*(z*)—

{z*}) N OA(xo) # 0.
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Demonstragao:

(i)(=) Suponha que (W*(z*) — {z*}) N A(zo) # 0. Entdo existe y € W*(x*) N

A(zo), y # x*. Assim, tlim o(t,y) = «*. Sabemos que A(z) é invariante e, pelo
——00

lema (2.13), 0A(xg) também é. Como A(zg) = A(xg) U 0A(z0), seque que A(zo)

também ¢é invariante. Como y € A(zy), temos que

o(t,y) € A(my) VtER (2.34)

Note que z* € A(xg), pois tlim o(t,y) = x* e A(xg) é fechado. Agora, como x*
——00

é equilibrio de f, ele é ponto fixo de ¢, dai lim;_,o, ¢(t,2%) = limy_,o 2* = 2™
Portanto x* ¢ A(xg). Logo x* € 0A(xy).

(1)(«<) Suponha que z* € 0A(xg). Seja D um dominio fundamental de W*(x*),
isto &, existe um aberto A em R” tal que z* € A, D := 0(ANW*(z*)) é transversal
a feW'r*) = {2} = Uer @(t, D). Seja D, = {x € R*/d(z,D) < ¢} uma
vizinhanca de D em R”. Entao D. é uma vizinhanca fundamental associada a
W (xz*). Pelo Corolario 2.19, segue que existe um aberto V' C R” contendo z*
tal que V —W?(z*) C U, ¢(t, D). Como z* € 0A(x), por definicio temos que
V N A(xg) # 0. Mas sabemos que W?(z*) N A(xy) = 0. Logo, (V — W*(z*)) N
A(zg) # 0. Logo existe ¢ € V—W?*(z*)NA(xo). Mas V-W?*(z*) C |J,, o(t, D),
dai q € ¢(T, D,) para algum T < 0. Assim, existe p. € D, tal que ¢ = ¢(T, p.).
Como q € A(xg) e A(xg) ¢é invariante, temos que p. € A(zp). Note que € é
arbitrario, assim, tomando € = %, construimos uma sequéncia p, € A(xy) com
Pn € D1 Como D é limitado por definicao, temos que cada D1 também é

limitado. Logo (p,) é uma sequéncia limitada, portanto possui uma subsequenc1a
Pn; convergente. Seja p o limite de p,,. Como p, € A(xo) N D1, segue que

pE (M N D) C <m N W“(:U*)). Portanto A(xg) N W4 (z*) # 0.

(it)(«<) Suponha que (W*(z*)—{z*})NOA(zo) # 0. Entao existe p € (W*(z*)—
{z*}) com p € 0A(xp). Como OA(xo) ¢ invariante, segue que ¢(t,p) € 0A(xo)
para todo t € R. Agora, como lim;_,, ¢(t,p) = z* e 0A(xg) é fechado, temos que
z* € 0A(xy).

(77)(=) A demonstracdo desta implicacdo ¢ muito semelhante a demonstracgao

de (i)(«=) e nao sera feita aqui. O

Como z* ¢ A(zp), uma consequéncia imediata deste teorema é o seguinte

Corolario 2.21 Nas hipdteses do Teorema 2.20, se W"(x*) N A(xg) # 0 entao
z* € 0A(xy).

O corolario anterior garante que se existe uma trajetoria em W¥(z*) que se
aproxima de xg, entao x* € dA(xg). Uma vez que sua hipotese pode ser verificada
numericamente (basta integrar o sistema com condicoes iniciais em W*(x*) muito
proximas de x*), este corolario pode ser muito ttil na pratica, quando se quer
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determinar se um equilibrio z* estd ou nao em JA(x).

Adicionando algumas hipoteses (sendo as duas primeiras bem gerais), o re-
sultado anterior pode ser melhorado, e teremos uma caracterizacao completa da
fronteira da bacia de atragdo. Antes porém, precisamos definir o conceito de
transversalidade de variedades para enunciar mais um lema, cuja demonstragao
pode ser encontrada em [32].

Definicao 2.22 Duas variedades A e B em R" satisfazem a condi¢ao de trans-
versalidade se

(i) ANB =10 ou

(i) Para cada x € AN B, tem-se T,(A) + T,(B) = R", onde T,(A) € o espago
tangente a A em x e T,(B) € o espago tangente a B em x.

Lema 2.23 Sejam x, e xo dois pontos de equilibrio hiperbilicos de f. Suponha
que W¥(xz1) e W*(x2) satisfazem a condi¢cdo de transversalidade e que (W*(x1) —

{z1}) N (W*(22) — {x2}) # 0. Entao dim W¥(z1) > dim W¥(z2).

Vamos agora apresentar as hipoteses que nos permitirao obter os resultados
que caracterizam a fronteira da bacia de atracao.

Hipoteses 2.24 Mantendo as notacoes anteriores, considere as sequintes hipo-

?Elsﬁ Todos os pontos de equilibrio de f em 0A(xy) sdo hiperbdlicos.

(A2) Se x1,x9 € 0A(xg) sdo pontos de equilibrio de f, entao W*(x1) e W*(x2)
satisfazem a condicao de transversalidade.

(A3) Todas as trajetdrias em OA(xo) tendem para um dos pontos de equilibrio de
f quando t — +o0.

Teorema 2.25 Sejam xg um equilibrio assintoticamente estavel do campo [ €
CHU) e x* um ponto de equilibrio de f. Se as hipdteses (A1)-(A3) estio satis-
feitas, entao:

(i) x* € 0A(xg) se e somente se W¥(z*) N A(zg) # 0.

(ii) x* € 0A(xy) se e somente se W*(z*) C DA(xo).

Antes de vermos a demonstracdo, uma observacao a respeito das hipéteses do
Teorema 2.25: na proxima secao, veremos o enunciado do Teorema de Kupka-
Smale [25], que garante que as hipoteses (Al) e (A2) sdo propriedades genéricas
para campos de classe C, isto é, a grosso modo, elas sao verdadeiras para quase
todos os campos de classe C'. Assim, a tnica hipotese realmente restritiva é

(A3).

Demonstracao de Teorema (2.25): (i)(<) Suponha que W"(x*)N A(zg) #
(. Como xx ¢ A(xg), segue que ) # (W*(x*) — {x*})NA(xg) C (W*(x*) — {z*})N
A(xg). Pelo teorema (2.20) (i)(=), segue que z* € 0A(zo).
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(i)(=) Sejaz* € 0A(xo).

Suponha que z* é do tipo 1. Pelo Teorema 2.20 (i)(<=), temos que (W*(z*) —
{z*}) N A(xg) # (. Entao existe p € A(xg), p # z*, p € W*(x*). Devemos
mostrar que p € A(xg). Suponha que isto ndo aconteca. Entao, como p € A(zy),
segue que p € JA(xo). Pela hipotese (A3), a solugdo t — ¢(t,p) converge para
algum ponto fixo 7 € dA(zg). Pela hipotese (A1), Z & hiperbolico. E ébvio que Z
nio é assintoticamente estavel, pois 7 € dA(xg). Logo Z é do tipo k > 1. Como
limy 1o @¢(t,p) = T, segue que p € W5(z). Mas também temos p € W¥(z*).
Logo, as variedades W"(z*) e W*(Z) se interceptam em p. Pela hipotese (A2),
elas se interceptam transversalmente. Pelo Lema 2.23, temos que dim W*(z*) >
dim W*(z). Mas dim W*(z*) = 1 e dim W*(Z) = k. Logo 1 > k, o que é absurdo.
Portanto p € A(zp). Assim, mostramos que se z* ¢ um ponto fixo do tipo 1 e
x* € 0A(x), entao W (x*) N A(xg) # 0.

Suponha agora que x* é do tipo 2. Procedendo da mesma maneira que no caso
anterior, existe p € (W*(z*)—{z*})NA(zo) # 0 e dai existe T € JA(x) equilibrio
hiperbélico do tipo k > 1 tal que limy, o ¢(t,p) = Z, logo p € W*(z) N WH(z*).
Usando as hipoteses e o Lema 2.23 chega-se, desta vez, a conclusio k < 2. Logo,
devemos ter k = 1. Pela parte anterior aplicada ao ponto Z, segue que W*(z) N
A(zg) # 0. Sejay € W*(Z) N A(zo). Como A(xg) é aberto, existe € tal que
B(y,e) C A(xzg). Seja D. = B(y,e) N W*(Z). Seja N uma vizinhanca de p em
W (z*). Como dim W*(z*) = 2, N esta imersa em uma variedade de dimensao
2 e contém uma secdo de dimensdo 1 = k transversal a W*(Z) no ponto p. Pelo
A-lema (Lema 2.17), existe ¢ € N C W"(z*) e t, > 0 tal que ¢(t4,q) € B(y,e€).
Como B(y,e) C A(zg) que é invariante, segue que ¢ = ¢(—t,, ¢(tq,q)) € A(xo),
logo A(xg) N W*Y(z*) # 0.

Procedendo indutivamente da maneira descrita acima, sempre que x* € dA(zg)
é do tipo k > 1, existe T € 0A(z) do tipo k—1 tal que existe p € W*(z)NW"(z*)
e A(zo) NW*(Z) # () . Dai, usando o argumento acima baseado no A-lema, os
fatos A(xo)NW™(z) # 0 ep € W (z)NW"(z*) implicam em W*(z*)NA(zo) # 0.

(14)(=) Suponha que z* € 0A(xg). Pela parte (i), W*(z*) N A(xg) # 0, logo
existe y € (W*(z*) — {z*}) N A(z). Seja € > 0 qualquer (como (A(xg) é aberto,
podemos tomar € suficientemente pequeno para que B(y) C A(xg)). Considere
D. = B.NW*(z*). Sejam p € W*(z*) e S uma se¢ao transversal a W?*(z*) em
p. Pelo A-lema (Lema 2.17), existem z € S em ¢, > 0 tais que ¢(t,,2) € B(y).
Como B.(y) C A(xg) e A(zp) é invariante, segue que z € A(zg). Como € > 0
e a se¢do S podem ser arbitrariamente pequenos, existem pontos z. em A(zy)
arbitrariamente proximos de p. Portanto, p € A(xp). Como também p € W*(z*),
temos que p ¢ A(xp). Daip € 0A(xg). Mas p ¢ arbitrario, logo, W*(z*) C 0A(xo)

(17)(«<) Se W*(z*) C 0A(xo), entdo, x* € 0A(xg), pois x* € W*5(x*). O

Finalmente, temos o teorema que caracteriza completamente a fronteira da
bacia de atracao.

Teorema 2.26 Seja xo um equilibrio assintoticamente estdavel de f. Suponha que
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as hipdteses (A1)-(A3) estao satisfeitas e que 1, x, ... sG0 0s pontos de equilibrio
de f que estao em 0A(xy). Entdo

dA(zo) = U W ().

Demonstragao: Pelo Teorema 2.25, para todo ponto de equilibrio x; € 0A(zy),
tem-se W*(x;) C 0A(xg). Dai |JW?*(z;) C 0A(xp). A hipotese (A3) garante que

Como consequéncias deste teorema, temos alguns importantes resultados que
podem ser muito uteis no estudo das fronteiras das bacias de atracao. Em especial,
o proximo teorema terd papel essencial na analise de estabilidade dos pontos de
equilibrio do sistema proposto no Capitulo 4. As demonstragoes destes resultados
podem ser encontradas em |[6].

Teorema 2.27 Se um campo f € CYU) tem dois pontos de equilibrio assin-
toticamente estdveis satisfazendo as hipdteses (A1)-(A3), entao as fronteiras de
suas bacias de atracao devem conter pelo menos um ponto de equilibrio do tipo
n—1. Se, ainda, alguma dessas bacias € limitada, entdo sua fronteira deve conter
também uma fonte.

Como coroléario do Teorema 2.27, se um sistema autonomo & = f(z) satisfaz
as hipoteses (A1)-(A3) e possui trés pontos de equilibrio, entao, se dois deles
forem assintoticamente estaveis, o terceiro deve ser do tipo n — 1. Para siste-
mas nao-lineares, de dimensao alta, a anélise da estabilidade dos equilibrios, por
meio dos autovalores da derivada do campo, geralmente é uma tarefa ardua, feita
somente para determinados valores numeéricos dos parametros. O Teorema 2.27
traz implicacoes topologicas a respeito do espago de fase que nos dao, de ma-
neira indireta, conclusoes sobre a estabilidade de pontos de equilibrio, com bons
resultados, como veremos.

A seguir, outras consequéncias do Teorema 2.26 sobre a topologia do espago
de fase.

Corolario 2.28 Seja xg um equilibrio assintoticamente estdvel de f. Se (Al)-
(A3) estao satisfeitas, A(xg) ndo € densa em U e se DA(xo) nao contém nenhuma
fonte, entiao A(xg) € ilimitada.

Teorema 2.29 Seja xo um equilibrio assintoticamente estdvel de f. Se (A2) é
satisfeita e se OA(xg) € compacta e de classe C1, entao o nimero de pontos de
equilibrio em 0A(zo) € par.

2.2.2 Genericidade

Como comentado anteriormente, as hipoteses (Al) e (A2) sao satisfeitas “por
quase todos” os campos de classe C*. O sentido desta frase é esclarecido a seguir.
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As demonstracoes dos teoremas abaixo, bem como a definicao de orbita fechada
hiperbolica, que envolve a utilizacao da transformacao de Poincaré, podem ser
encontradas em [25], paginas 100-125.

Definicao 2.30 Um conjunto R num espaco topoldgico X € residual se é a in-
tersecao enumerdvel de conjuntos abertos densos em X.

Definicao 2.31 Uma propriedade num espaco topoldgico X € genérica se ela é
verdadeira em um conjunto residual R.

ab
Defini¢ao 2.32 Seja U C R™. Dizemos que um campo f € C"(U) é de Kupka-
Smale se

(i) Os pontos de equilibrio e as drbitas fechadas de [ sao hiperbdlicos.

(ii) Se o1 e o9 sao pontos de equilibrio ou drbitas fechadas, entdo W*(oy) e
Wt(oq) satisfazem a condi¢ao de transversalidade.

Teorema 2.33 (Kupka-Smale) O conjunto dos campos de Kupka-Smale € re-
sidual em C"(U). Dito de outro modo, ser um campo de Kupka-Smale é uma
propriedade genérica.

Corolario 2.34 O conjuntos dos campos que satisfazem (A1) e (A2) é genérico
em C"(U), r > 1.

2.3 Um método para a determinacao da variedade
estavel de um equilibrio hiperbolico

Visto que a fronteira da bacia de atracao é formada por variedades estaveis, é
importante conseguir determinar estas variedades. A demonstracao do Teorema
da Variedade Estavel Local, Teorema 2.3, apresentada no inicio do capitulo for-
nece um método para determiné-la localmente. Combinando-o com o método
da trajetoria reversa [13|, pode-se obter um esbogo representativo da Variedade
Estavel Global e, quando n = 2, obtem-se toda ela. Com o objetivo de determi-
nar as bacias de atracao de sistemas dinamicos nao-lineares, implementamos no
software Mathematica um programa que segue o roteiro descrito abaixo.

2.3.1 Meétodo para determinacao de Variedades Estaveis

e Dado o campo f(x), escolhemos o equilibrio zy (que deve ser hiperbdlico)
do qual queremos determinar a Variedade Estavel.

e Numa vizinhanca de zy temos
f(zo+h) = f(xo) + ['(x0) - h+ R(h)
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e Seja A = f'(x).
e Seja R(h) = f(zo+ h) — f'(x) - h.

e Seja C' a matriz invertivel que da a forma canoénica de Jordan de A, ou seja,
tal que

_ P 0
C 1AC:{O Q]:B

onde B ¢é a forma de Jordan de A. Os autovalores de P € L(R¥) devem ter
parte real negativa e os autovalores de Q € L(R"*) parte real positiva.

e Seja G o novo resto do sistema, isto é, G(y) = C~'R(Cy).

Pt
o Sejam U(t) = {60 8} e V(t) = {8 egt}, t>0.

e Entdo, as aproximagoes sucessivas que devemos calcular sdo ug(t,y) =0 e
t 00
waalt.) = U0+ [ Uit =)G(ui(s,)ds = [ Vit = 5)Glus,m)ds
0 t

e Cada conjunto {u;(0,y) : R¥} é (localmente na origem) uma aproximagao
da variedade estével local do sistema conjugado ao original.

e Voltando as coordenadas originais, os conjuntos {Cu;(0,C'z) + zo : x €
R*} sdo (localmente em x() aproximagoes da variedade estavel local W ()
do sistema original.

e Escolhemos j, € N suficientemente grande e hq, ..., h, € R" suficientemente
pequenos tais que cada h; € W7 (xo), isto é

Jlim o(t, u(0,h;)) = o

e Como W*(xg) = U oW (0)), utilizando o método da trajetoria reversa,
+<0
as orbitas negativas de cada h; estardo contidas em W?#(z() e formam um
esboco de W*.

e Quando n = 2, basta tomar hy, hs = —hy em direcoes contrarias para que
We(xg) = {u(t,h1) : t < 0}{u(t,ha) : t < 0}, o que nos da a variedade
estavel global de .

Na Figura 2.1, temos a visualizacao das aproximacgoes sucessivas e da variedade
estavel obtida pelo método da trajetoria reversa.
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Figura 2.1: Aproximagoes uy, us e uz da Variedade Estavel W} (o). Toma-se y;
e Yo em ug tais que ¢(t,y;) — o, 0 que significa que yy,y2 € W} (x9). Depois,
integrando-se o campo — f, obtem-se as 6rbitas negativas de y; € ys, que formam,
juntamente com suas orbitas positivas, a variedade estavel global de xg, W?*(zy).

Um método muito parecido com este ja é descrito na literatura ha algum
tempo [13]. Ele baseia-se em tomar pontos no subespago estavel do equilibrio
que também estejam na variedade estavel, e depois usa-se o método da trajetoria
reversa para determinar as solucoes contidas na variedade estavel que passem
por aqueles pontos. Basicamente, é um caso particular do apresentado aqui,
pois toma condicoes iniciais no subespaco estavel, que é a primeira aproximagao
(linear) {u1(y,0) : y € B(0,r)} da variedade estavel. No Capitulo 3, veremos na
pratica, por meio da andlise de um sistema de descreve um problema biologico,
veremos algumas vantagens em se usar aproximacoes de maior ordem, como:

e Nao precisamos necessariamente atribuir valores aos parametros para reali-
zar a primeira parte do método, que trata de obter as expressoes analiticas
das aproximacoes da variedade estavel. Isto nos possibilita analisar estas
expressoes em funcao dos parametros. Como cada aproximacao é um po-
linomio de Taylor de uma parametrizacao da variedade, temos na verdade,
os primeiros coeficientes de Taylor da mesma. Isto nos permite calcular
curvaturas da variedade estavel em funcao dos parametros.

e Em alguns casos, as aproximacoes convergem apds um numero finito de
iteracoes, o que nos da sua expressao analitica completa.
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Capitulo 3

Aplicacao a um sistema 2D

Neste capitulo daremos uma ilustracao de como as ferramentas estudadas
nos capitulos anteriores podem ser usadas em sistemas de EDOs’s que modelam
fendmenos biolégicos e veremos como essas ferramentas podem ampliar a ana-
lise qualitativa do sistema estudado. Analisaremos a dinamica, a formacao e a
configuragao das bacias de atracdo em um modelo classico de competicao entre
espécies 23], utilizando aqui o método proposto no Capitulo 2.

3.1 O modelo

O modelo (3.1) descreve a dinamica de duas populagdes N e I competindo por
recursos limitados em um ambiente fechado [23]. Admite-se que cada espécie tem
crescimento logistico, devido a limitacao dos recursos no ambiente, e, devido a
competicao, admite-se também que cada espécie exerca um efeito negativo sobre o

crescimento da outra. Assim, a dindmica de cada populacao é descrita no sistema

de EDO’s
dN N I

bt N(l — —— — g1 ——

yr vV ( K aleN) 51)
dr 1 I N \ :
aw ! K, g,

onde todas as constantes sao positivas. As constantes ry e r; sdo, respectiva-
mente, a taxa de reproducao da espécie N e da espécie I, enquanto Ky e K
sao a capacidade de suporte de N e de I, de modo que os termos ryN (1 — IéV—N)
errl(1— KLI) descrevem o crescimento logistico de cada uma dessas espécies. A
competicao das espécies pelos recursos entre elas esta representada pelos termos
—aglKiN e —alg%. Estes termos significam que quanto mais individuos de uma
espécie estiverem presentes no ambiente, mais o crescimento da outra espécie sera
prejudicado. Por isso, as; é a pressao competitiva que a espécie I exerce sobre a
espécie N e a9 é a pressao competitiva que N exerce sobre I.

Este sistema tem seis constantes, o que dificulta o seu estudo qualitativo.
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Contudo, podemos admensionaliza-lo e reduzir o ntimero de constantes. Para
isto, considere a seguinte admensionalizacao:

- N - 1 _
N=—t) T="" ¢ i=ryt
KN, KI e N
com N = N(t) e [ = I(f). Entdo
t

7“N

N:KNN, ]_K[] e t= (32)

Dai, usando a regra da cadeia e as equagoes de (3.1) e (3.2), obtemos

dN dN dN a1 N I 1
— = ——— PNl — — —ayn—)—
dt dN dt dt KN KN KN N
_ K I
= N(1—-N—
( a21KN) [§
dl dl dI dt 1 I N 1
-V = ———_—]I( — —— — A12—/—5 )—
dt dl dt dt K; K Kr'ry
rr = - KNN
= —J(1-1- )
p M2~ —)

Definindo o = amg—fv >0, 0= 0,12% >0ed= ;—IIV > 0, e omitindo as barras da
notagao, a forma admensionalizada do sistema (3.1) é

{N = N(1—-N —al) (3.3)

I = 6I(1—1I—pN).

Neste sistema, N e I representam a fracio das populacdes N e I, respectlva—
mente, em relacdo as suas capacidades de suporte, por exemplo, N = 1 s1gn1ﬁca
que a populacao de N estd ocupando 50% da sua capacidade suporte O signi-
ficado das constantes «, 5 e 0 é semelhante aos das constantes de (3.1): a e 3
representam a pressao competitiva entre as espécies, e § = :—]’v ¢ a razao entre as
taxas de reproducao de I e N. No Apéndice A, para consulta rapida, encontra-se
um resumo do significado biolégico dos parametros «, [ e 9.

AN

Resolvendo ﬁ__ 00 isto é, (2\;((11 B ]]V B ﬁa]{[)) _ %
sibilidades: N—Oe]—() N=0el=1,N=1lel=0eN+al =1e
BN + 1 = 1. Pelos trés primeiros casos, temos os pontos de equilibrio P; = (0,0),
P, = (1,0) e P; = (0,1). Eles correspondem, respectivamente, a extin¢ao de
ambas as espécias, a extincao de [ e a extingao de N. Observe que estes pontos
independem de o ou 3. Para resolver o tltimo caso, temos o sistema

temos as seguintes pos-

N4+al=1
ON+1=1
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que é equivalente a
N+al =1
{ (1-—af)[=1-p
Resolvendo este sistema, temos os seguintes casos: se &« = [ = 1 temos a familia
de pontos de equilibrio {Py, = (No,1 — Ng) : 0 < Ny < 1}. Se a # e aff =1,
o sistema 86 teria solucao se f = 1, mas isto implica em o = 1, portanto o
sistema nao tem solucao. Se af # 1, a tnica solucdo é o ponto de equilibrio

_ /1-a 1-B e A . L.
Py = (m, m), que representa a coexisténcia das duas espécies.

Visto que no primeiro caso temos uma familia infinita de pontos de equilibrio
Py, nao hiperbolicos (basta calcular a matriz jacobiana em Py, e verificar que
um de seus autovalores é nulo), e que no segundo caso nao existe um ponto de
equilibrio nao-trivial, nao consideramos neste capitulo o caso a5 = 1. Suporemos
sempre que « e 3 satisfazem a condicao af # 1. Observamos ainda que a regiao
dos pontos (a, 8, d) do espago de parametros que satisfazem esta condigao é densa

no mesmo espaco de parametros. Sob esta condicao temos os pontos de equilibrio

Pi=(0,0), P, =(1,0), Py = (0,1) e Py = (1=%, 1=5).

Ainda, como N e I descrevem densidades populacionais, eles nao fazem sentido
quando uma de suas coordenadas é negativa. Portanto, o espaco de fase admissivel
¢ o conjuntos dos pontos (N, I) no primeiro quadrante, e sera denotado por R?.

Iremos agora analisar a estabilidade de cada ponto fixo e depois estudaremos
as regioes de estabilidade num cenéario em que havera bi-estabilidade.

3.2 Analise Qualitativa do Modelo

Pelo Teorema de Hartman-Grobamn (Teorema 1.42), a estabilidade de um
ponto fixo hiperbélico depende unicamente do sinal da parte real dos autovalores
da matriz jacobiana calculada no ponto fixo.

Para o sistema deste capitulo, em um ponto qualquer (N, I) do espago de
fases, a matriz jacobiana, que denotaremos por J(N,I), é dada por

of of
J(N I) aN a] 1 —2N—Oéf —NO{
| g g SS8I 5(1- 21— BN)
ON OI

onde f(N,I) = N(1 =N —al) e g(N,I) = 6I(1 — I — SN). Para a andlise
da estabilidade do ponto P, sera necessério o critério de Routh-Hurwitz para
polinémios [35], que fornece condi¢oes necessérias e suficientes para que todas
as raizes de um polindémio tenham parte real negativa. Usaremos o critério para
polinémios de grau dois.
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Teorema 3.1 (Critério de Routh-Hurwitz para polindmios de grau dois)
Sejam A\ e Xy as raizes do polinémio de coeficientes reais p(A) = A2 + a1\ + as.
Entao Re(X\;) < 0 para i =1,2 se, e sd se,

a; >0 e ay > 0.

Resumimos a analise da estabilidade dos equilibrios do sistema (3.3) na se-
guinte

Proposicao 3.2 Os pontos de equilibrio do sistema apresentam o sequinte com-
portamento:

-

e P, = (0,0) é uma fonte, ou seja, a parte real dos autovalores de J(Py) é
sempre positiva.

e P, =(1,0) € assintoticamente estdvel quando > 1, sela 1-1 quando B < 1
e nao € hiperbdlico quando = 1.

e Py =(0,1) € assintoticamente estdvel quando o > 1, sela 1-1 quando o < 1
e nao € hiperbdlico quando o = 1.

_ 1— . Lo, .
o P = (11_;5, 1_(56) estd em Ri e € distinto de P, e P3 se, e s6 se, a e [3
sao ambos maiores que 1 ou ambos menores que 1. Se o, > 1, entdo P, é

uma sela 1-1. Se a, B < 1, entao Py ¢ assintoticamente estdvel.

Demonstragao: Ao calcularmos J(N,I) em P;, P, P; e Pj, obtemos:

o J(P) = (1) g ], de modo que os autovalores de J(P;) sao Ay =1 >0e

Ao =0 > 0. Portanto, P; é sempre uma fonte.

o J(P) = { _01 5(1_f45) } Logo, o polindémio caracteristico de J(P,) é
pa(A) = —(1+X)(6(1 — 5) — N). Portanto, os autovalores de P, = (1,0) sao
A =01 —p) ey =—1. Assim, P, é assintoticamente estavel se 5 > 1,

sela 1-1 quando 8 < 1 e nao ¢ hiperbolico quando g = 1.

e De modo analogo, obtemos que os autovalores de Py = (0,1) sdo A\ = —d e
Ay = (1 — ). Logo, P; é assintoticamente estavel se a > 1, sela 1-1 quando
a < 1 e nao é hiperbolico quando o = 1.

e Procedendo da mesma forma, obtemos que a equagao caracteristica de J(Fy)

é 5B +(@=1)  da—1)(E-1)

PPN
+ aff —1 1—ap

~0. (3.4)

Note inicialmente que as coordenadas de P, devem ser positivas, pois repre-
sentam populacoes. Como o denominador dessas coordenadas é o mesmo,
para que elas sejam positivas, seus numeradores devem ter o mesmo sinal.
Note também que se « = 1e 8 # 1, entdao P, = Psese f=1ea # 1,
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entao Py = P5. Assim, P, s6 esta no espaco de fase admissivel e é distinto
de P, e Pyse,esose,a>1ef>1,ou a<lef <1, pois, caso isto nao
ocorra, uma de suas coordenadas sera negativa.

Em vez de calcular explicitamente as raizes de (3.4), podemos usar o Critério
de Routh-Hurwitz, Teorema 3.1. Temos que as raizes do polinémio em (3.4)
terao parte real negativa se, e so se,

6(f—1)+(a—1)
af —1

ofa —1)(B-1)

T ad >0 (3.5)

>0 e ay=

ap =

Levando em conta as condicoes para que Py esteja no primeiro quadrante,
examinemos quando estas desiguladades sao satisfeitas:

—sea>1ef>1,entdo, de (3.5), vemos que a; > 0 e ay < 0. Se A\j e
Ao 880 as raizes de (3.4), entdo M Ay = ay < 0. Logo, A1 e Ay possuem
sinais contréarios. Portanto, P, é uma sela 1-1.

—sea < lef <1, entao, de (3.5), a; > 0 e ay > 0. Logo, pelo Teorema
3.1, P, é assintoticamente estavel.

Portanto, a analise da estabilidade de P, estd completa: se a > 1 > [ ou
£ > 1> «a entao Py nao estid no primeiro quadrante ]Ri. Sea>1lef>1,
Pyéumaselal —1lesea<1lef <1, P, é assintoticamente estavel. [

Esta proposicao nos permite saber quase todo o comportamento do sistema.
Se as duas espécies estiverem sob regime de competicao fraca («, 5 < 1), o tnico
ponto assintoticamente estavel serd Py, correspondente a coexisténcia. Se a com-
peticao entre as espécies for desigual (o > 1 > S ou a < 1 < f3), apenas o ponto
de equilibrio que representa a sobrevivéncia da mais forte seré assintoticamente
estavel. Porém, quando o regime for de competigao forte (a, 8 > 1), P, e Pj
sao assintoticamente estaveis, de modo que existem condigoes iniciais que levam
a extingao da espécie I (convergem para P») e condigbes que levam a extingao
da espécie N (convergem para Ps). Assim, quando «,f > 1, o fenémeno da
bi-estabilidade faz com que um estudo adicional seja necessario.

E é este o objetivo da préxima secao: determinar a fronteira entre as regioes
de estabilidade de P, e P53 e depois analisar a influéncia dos parametros sobre
o tamanho e forma das bacias de atragao e também estudar a relagao entre a
sobrevivéncia de cada espécie e as condigoes iniciais.

As consideragoes acima e a anélise qualitativa do sistema (3.3) estao resumidas
na Tabela 3.1. Em todo este capitulo, nao consideramos as regioes do espago de
parametros onde o = 1 ou § = 1, pois, como vimos, nestas regides, nem todos os
pontos de equilibrio sao hiperboélicos. O fato de nao analisarmos estes casos nao
limita a abrangéncia do estudo qualitativo feito, uma vez que a regiao a #£ 1 e
B # 1 & densa no espaco de parametros.
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Tabela 3.1: Resumo da anélise da estabilidade dos pontos fixos do sistema.

Condicoes Equilibrios assintoticamente estaveis Pontos de sela
a,f <1 Py Pye Ps
competicao fraca coexisténcia
6 >1>a P, ou Ps P
oua>1>p sobrevivéncia ou Ps
competicao desigual da mais forte
Q, 6 > 1 Pye P
competicao forte sobrevivéncia de uma das espécies Py

dependendo das condicoes iniciais

3.3 Bi-estabilidade e bacias de atracao

Visto que quando «, 8 > 1, P, e P3 sao assintoticamente estiveis, queremos
determinar as fronteiras 0A(P,) e JA(P3). Sabemos que P; é um repulsor, por-
tanto W*(P,) = {P,}. Ainda, P, é uma sela 1-1, portanto tera variedade estéavel,
W*(Py,) com dimensdo igual a 1. Como todos os pontos sao hiperbolicos, o sis-
tema satisfaz a hipotese (A1) do Capitulo 2 (Definicao 2.24). Se as hipoteses
(A2) e (A3) do Capitulo 2 forem satisfeitas, como P, ¢ o tinico ponto de sela que
pode estar nas fronteiras 0A(P,) e OA(Ps), teremos, pelo Teorema 2.27, que

OA(P,) NOA(Ps) = W*(Py)

Resta mostrar entdo que todas as solu¢oes do sistema satisfazem (A2) e (A3).
Na proxima proposigdo mostramos que (A2) é satisfeita. Em seguida, para mos-
trar que (A3) também é satisfeita, mostraremos que qualquer solugao do sistema
converge para um dos pontos fixos.

Proposicao 3.3 Se a > 1 e > 1, entao o sistema (3.3) satisfaz a hipdtese
(A2) em relaciao a A(Py) e A(P3).

Demonstracao: Os pontos fixos do sistema (3.3) que estdo em A(P,) sdo P, e
Py. Devemos mostrar que as intercessoes W*(Py) N W*(Py) e W*(Py) N W"(Py)
satisfazem a condi¢ao de transversalidade. Como W#*(Py) = {P;}, segue que
Ws(P) N W*(Py) = () e a condicao de transversalidade ¢ satisfeita trivialmente.
Note agora que, como Py é uma fonte, dimW*(P;) = 2, portanto T,W*(P;) = R?
para todo x € W"(P;). Logo, se x € W?*(Py) N W¥(Py), entdo T,W*(Py) +
T,W"(P;) = R?. Portanto, A(P,) satisfaz a hipotese (A2). De modo anélogo se
mostra que A(Ps) também satisfaz a hipotese (A2). O

Proposicao 3.4 Todas as solugoes do sistema (3.3), com condi¢ao inicial em
R, convergem para um dos pontos fizos P;, i = 1,2,3,4, quando t — co.

Demonstracao: Iremos usar alguns resultados do Capitulo 1, o Teorema 1.15,
o Corolario 1.19, a Proposicao 1.17 e o Teorema de Poincaré Bendixon (Teorema
1.16).
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Inicialmente, mostramos que o quadrado @ = [0, 1] x [0,1] do plano NI é
positivamente invariante pelo fluxo, ou seja, se uma solucao passa dentro de @)
entao ela nao sai de (). Para provar isto, observamos que a fronteira de ) é
composta pelos segmentos Ry = {0} x [0,1], Ry = [0,1] x {1}, Ry = {1} x
[0,1] e Ry = [0,1] x {0}. Provaremos que R; e R, sdo invariantes e que o
campo f, associado ao sistema, calculado sobre Ry e R4 aponta para dentro de
Q. Escrevendo ¢ = (N,I) € R e denotando por e; e e os vetores da base
candnica de R2, temos que

(i) se ¢ € RIN{ Py, P3}, entdo (f(q),e2) =0I(1 —1I)=|f(q)]]- Logo f(q) tem
mesma direcao que ey, portanto, o segmento R; estd contido na variedade
instavel de Pj, e também em A(P3), de modo que R; é uma orbita hete-
roclinica (6rbita que liga dois diferentes pontos de equilibrio), ligando Py
a P3. Pela invariancia do fluxo nas variedades instaveis, nenhuma solugao
que algum momento passe fora de R, ird intersectar R;.

(ii) se ¢ € R\N\{P1, P»}, entao (f(q),e1) = N(1 — N) = || f(¢)|l, de modo que
f(q) e e; tem a mesma direcdo, e dai Ry é um ramo da variedade instavel
de P; e esta contido em A(P;), ou seja, é uma oOrbita heteroclinica que liga
P, a P,. Novamente, pela invariancia da variedade instavel, uma solugao
que algum momento passe fora de R4 nunca iréd intersectar Ry.

(iii) se ¢ € RoN\{Ps}, entdo (f(q),e2) = 61(1 —1—pBN) = —0fN <0, e dai o
angulo entre f(q) e es esta entre 90 e 270 graus, ou seja, f(g) aponta para
dentro de (). Portanto, nenhuma solucao que passe dentro de () pode sair
de @) atravessando Rs.

(iv) se ¢ € R3\{ P2}, entdo (f(q),e1) = 1(1 =1 —al) = —al < 0, de modo
que o angulo entre f(q) e e; também estara entre 90 e 270 graus e dai f(q)
apontara para o interior de (). Portanto, nenhuma solucao que esteja dentro
de ) podera cruzar R4 saindo de Q).

Conclusao: Se (N, I) € Qe ¢(t, (N, I)) é uma solugdo que passa em (N, I),
entao ¢(t, (N, I)) ndo pode cruzar nenhum segmento da fronteira de @ e
dai ¢(t,(N,I)) € Q para todo t > 0 e para todo (N, I) € @, ou seja, Q é

positivamente invariante pelo fluxo.

Da mesma maneira que nos itens (i) e (ii) anteriores, podemos mostrar que
os semi-eixos positivos N e I estdo contidos em A(Py) e A(P3), respectivamente.
Assim, nao precisamos nos preocupar com solucoes comecando ou passando nestes
eixos. Assim, consideremos agora o aberto A constituido de todos os pontos no
primeiro quadrante R2 , fora dos eixos N e I, e fora de Q. Mostremos que, para
toda condigdo inicial ¢ = (IV, ) em A, seu conjunto w limite é ndo-vazio e esta
contido em Q).

De fato, seja ¢ = (N,I) € A. Entdao, N >1elI >0,oul >1e N > 0. Dai
(f(q),e1) = N(1 =N —al) < —aNI <0 ou
(f(q),es) = 6I(1 —I — BN) < —6B8IN < 0.
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Logo, o campo em ¢ é nao-nulo e aponta para baixo ou para a esquerda em todo
ponto ¢ € A. Desta maneira, para todo ¢ = (¢q1,¢2) € A, a semi-Orbita positiva
de ¢, 74(q), esta contida no compacto {(z,y) e R?: 0 <z < qe0 <y < g}
Pelo Teorema 1.15, segue que w(q) # 0.

Agora, considere a funcao Vi(N,I) = NTQ Seja Ay o aberto Ay = {(N,I) €
R?: N >1e I >0}. Para todo (N,I) € A;, temos

(VVA(N,I), f(N,I)) = N%*1—N—ayl) < —a;N*[ <0

Portanto, pelo Corolario 1.19, segue que w(q) N A; = () para todo q € A;.

De modo anélogo, considerando a funcao Vo(N,I) = %, no aberto A, =

{(N,]) e R : T > 1e N > 0}, temos (VVa(N,I), f(N,I)) < 0 para todo
(N,I) € As. Dai, novamente pelo Corolario 1.19, temos w(q) N A; = () para todo
qc AQ.

Seja ¢ € A;. Suponhamos que w(q) N Ay # 0 e seja p € w(q) N Az. Conside-
remos (t,), t, — oo tal que ¢y (¢) — p. Como p € Ay e Ay é aberto, existe tg
tal que ¢y, (q) € As. Pelo resultado do ultimo paragrafo, w (¢, (¢)) N Az = 0. Do
fato que w(q) = w (¢4, (q)), temos que w(q) N Ay = w (¢, (q)) N Az = 0, que é uma
contradigio. Logo, w(q) N Ay = ) para todo ¢ € A;. De modo anéalogo, mostra-se
que w(q) N A; = ) para todo g € As.

Assim, como A = A; U Ay, concluimos que w(q) N A = () para todo g € A.
Logo, w(q) C @ para todo g € A.

Da invariancia positiva de ) pelo fluxo provada anteriormente, segue que
w(g) C @Q para todo ¢ € R%. As tnicas singularidades do campo sao Pi, P, Ps e
P,. Como P; e P sdo estaveis e P; ¢ uma fonte, w(q) pode conter no maximo uma
singularidade de f, e esta ndao pode ser P;. Pelo Teorema de Poincaré-Bendixon
(Teorema 1.16), seque que para ¢ € R%, ou w(qg) é um dos equilibrios P, Ps
ou Py; ou é uma orbita fechada, periodica. Mas w(q) ndo pode ser uma orbita
periddica pois, se fosse, pela Proposicao 1.17, deveria existir uma singularidade
no seu interior. Esta singularidade nao pode ser P;, P, ou P;, pois se fosse,
tal orbita interceptaria os eixos N ou I, que estdo contidos em A(P,) e A(Ps)
respectivamente. Esta singularidade também nao pode ser o ponto P, como
mostramos no proximo paragrafo. Assim, segue que w(q) é um dos equilibrios Ps,

P3011P4.

Afirmacao: Nao existe orbita periddica fechada contida em @ e com P) em
seu interior. De fato, escrevendo P, = (11—_557 ll__fﬁ) = (@, ), consideremos os
segmentos S} = {(N,3) :0 < N <a}e S, ={(al):0<I< B} Noteque

f(N,I)=(N(1 =N —al),0I(1—1—N)) e que

1-f—pN>0 «— 6N<1—B:% < N<a e

l—a—al>0 <= al<l-a=220C"0 « I1<p

Logo, se g1 = (N, ) € S1 e ¢a = (&, ) € Sy, entao
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(f(q1),e2) = (1-B8—=BN)>0 e
(fla),er) = a(l-a—al)>0

Assim, ao longo de S;, o campo aponta para cima e ao longo de S, o campo
aponta para a direita. Portanto, as 6rbitas que iniciam no retangulo [0, @] x [0, 3]
se sairem do retangulo, nao retornam ao ponto inicial, e as que iniciam fora do
retangulo nao entram no mesmo. 0

Como consequéncia das Proposi¢oes 3.3 e 3.4, o sistema (3.3) satisfaz as hi-
poteses (A2) e (A3). Assim, temos o seguinte

Teorema 3.5 Quando o > 1 e > 1, tem-se

Demonstragao: O sistema (3.3) satisfaz as hipoteses (A1), (A2) e (A3), e Py &
o tnico ponto de sela do tipo 1 que pode estar nas fronteiras 0A(P,) e 0A(Ps).
Portanto, pelos Teoremas 2.26 e 2.27,

DA(Ps) NOA(Py) = W(Py)
O

Vemos, entao, que sob regime de forte competicao, a fronteira entre as bacias
de atracao de P, e Pj serd a variedade estavel de P;. Assim, uma solucao com
condigao incial (N, ) no espaco de fase ird convergir assintoticamente para P;
se (N, ) estiver abaixo de W*(P,) e para P3 se estiver acima de W*(P,). Isto
nos da a completa previsao sobre o comportamento do sistema se soubermos a
posicao da condigao inicial. A Figura 3.1 ilustra este comportamento.

De posse dessas informagoes, o proximo passo agora é determinar as aproxi-
magoes de W*(P;) e, usando o método da trajetorio reversa, obter os graficos de
W*#(P;) para diferentes valores dos parametros a, 8 e §. Deste modo, poderemos
analisar a influéncia dos parametros sobre as fronteiras 0A(P,) e 0A(P;) e estudar
as implicacoes biologicas destas relagoes.

3.4 O método das aproximacoes sucessivas para
este modelo

Seguindo o roteiro descrito no Capitulo 2, implementamos uma rotina no
software Mathematica que segue cada passo do método das aproximacgoes suces-
sivas para determinar a expressao de uma aproximacgao da variedade estavel de
um ponto fixo e, em seguida, tendo esta aproximacao, utilizando o método da
trajetoria reversa, obtém a variedade estavel global daquele ponto.

Aplicando o método ao sistema (3.3), inicialmente determinamos expressoes
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Figura 3.1: Retrato de fase do sistema (3.3) quando «, 8 > 1. A fronteira entre
as regioes de estabilidade de P, e P3 é a variedade estavel W?*(Py).

para aproximacoes de W#(Py). Quando os parametros ndo assumem valores nu-
meéricos, as expressoes envolvidas tornam-se muito complicadas. Por isso, apre-
sentaremos os resultados em trés abordagens diferentes.

Inicialmente apresentamos apenas o resultado final do método, isto é, os gra-
ficos da fronteira entre as bacias A(P,) e A(Ps) para diferentes configuragoes dos
valores dos parametros. Em seguida, com o parametro ¢ livre e os parametros o
e [ fixados, apresentamos, para efeito de ilustracao do método, cada passo dele
e seus resultados, como a curvatura da fronteira no ponto P, em funcao do pa-
rametro 0. Por 1ltimo, apresentamos os resultados quando fixamos o parametro
0 = 1 e deixamos a e ( livres. Neste caso, foi possivel obter alguns resultados
analiticos, como uma parametrizacao da fronteira e a expressao do fluxo sobre
ela.

3.4.1 Resultados com os parametros fixos

Para observar a influéncia das taxas a e 8 de competicao de cada espécie e da
taxa ¢ de reproducao relativa entre elas sobre a fronteira das bacias de atracao e,
consequentemente, sobre seu tamanho e forma, obtivemos a curva que descreve
a fronteira para diferentes arranjos de parametros.

Inicialmente, fixamos o = 1,20 e § = 1,20 e obtivemos a fronteira 0A(P;) =
W+#(P,) = 0A(P3) para os valores de § = 1,05, § = 1,20 e § = 1,40. Como
£ é a taxa de competicao da espécie N, ¢ de se esperar que quanto maior for
[, maior serd a bacia de atracao do P,, que corresponde a sobrevivéncia de N
e extincao de I. E foi isto exatamente o que aconteceu. Um aumento no valor
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de [ acarreta num afastamento, em relacao ao ponto P, do ponto P, o que
aumenta a bacia de atracao de P,. Estes resultados podem ser observados na
Figura 3.2. Analogamente, os mesmos resultados foram obtidos quando ( foi
fixado e variou-se o valor de a. Assim, confirmamos que, quanto maior for a
pressao competitiva que uma espécie exerce sobre a outra, maior sera sua bacia de
atracao, e consequentemente, mais condicoes iniciais levarao a sua sobrevivéncia.

Ps

- 7
7 /
pe1a & se12 7 P, e=17 /1 5=12 =10
o 7/ g =
» /’ o
- 7 / . 6=07
0 4 B
08 g P 0.8 P _ -
/7 v ' -
o -~
. B s /,' - _ P
06 3 4 06 S -
: L 7/ ' S - 6=0.2
g P, 7 _ P g ===
". / -
g -
04 , 77
s p=1.05 o
K e
g - P, —
02 s —
S —
K —
B -_ P, P,
= — )
0 0.2 0.4 06 08 1 0.4 06 0.8 1
N N

Figura 3.2: A fronteira 0A(P) = W*(FP,) = 0A(Ps) para varios arranjos dos
parametros. Na primeira figura, & esquerda, § varia e a = 1,2 e § = 1,2 estao
fixos. Na segunda, & direita, § variae a = 1,2 e § = 1,2 estao fixos.

Em seguida, observamos a influéncia do parametro §. Fixamos a = 1,20 e
£ = 1,20 e fizemos 6 assumir os valores 0 = 0,20, 6 = 0,70, 6 = 1,00 6 = 1,20
e 0 = 1,70. Observamos que 0 esta relacionado a concavidade da fronteira entre
as bacias, isto é, quando ¢ < 1, a concavidade da fronteira é voltada para baixo,
quando § = 1 a fronteira é uma reta e quando § > 1, a concavidade da fronteira
é voltada para cima. Também podemos observar estes resultados na Figura 3.2.
Mais adiante provaremos que a curvatura da fronteira de fato segue estas previsoes
e que, quando § = 1, ela é de fato uma reta.

Biologicamente, o que isto quer dizer?

Consideremos, inicialmente, um cenério, onde N é uma espécie nativa e a
principio estd ocupando toda sua capacidade de suporte no ambiente e supo-
nhamos que [ seja uma espécie invasora, introduzida no ambiente. Este ce-
nario corresponde a condigoes iniciais (Np, In) no segmento (ou proximas dele)
Rs = {1} x [0, 1]. Assim, para que a invasao seja bem sucedida, Iy deve ser sufici-
entemente grande de modo que (NVy, Iy) esteja acima da fronteira, ou seja, existe
uma cota inferior Iy . , tal que (Ny, Iy) € A(Ps) se, e s6 se, Iy > I . . Vemos
nos graficos que esta cota inferior [, , varia de acordo com J: quanto menor
for o valor de 9, menor é [, . , ou seja, quanto menor for  menor precisa ser o
quantidade inicial de individuos da espécie invasora para que a invasao seja bem
sucedida. Surpreendentemente, como § = :—]’V, vemos que a taxa de reproducao
r; da espécie I deve diminuir para que 0 diminua e a invasao tenha mais chance
de ser bem sucedida. De maneira aniloga, para que N sobreviva a uma invasao,
vemos que um aumento em ¢ aumenta a bacia de P;. E, para que ¢ aumente, ry

deve diminuir. Conclusao: em um cenério de invasao, isto ¢, quando uma espécie

min ?
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esta proxima de sua capacidade de suporte e outra invade o ambiente, aquela
espécie que se reproduzir com menos velocidade tera mais chances de sobreviver.
A principio isto pode nos parecer estranho, mas em um cenario com recursos
limitados e grandes populacoes competindo por eles (inclusive com competi¢ao
entre individuos de uma mesma espécie, por causa do termo logistico), quanto
menos uma espécie se reproduzir, com menos individuos de sua propria espécie
ela precisard competir, o que diminui as mortes de individuos daquela espécie
consequentes da competicao.

Analisemos agora outro cenario biologico possivel, que pode ser considerado
como um cenario de pioneirismo. Suponha que as duas espécies estao comecando
a se desenvolver e explorar um ambiente e, portanto, os recursos ali nao sao
tao limitados. Assim, as condicOes iniciais deste cenario devem corresponder a
pontos perto da origem do sistema, proximos da reta N = I. Vemos que quando
0 > 1, a fronteira entre as bacias de atracao passa abaixo desta reta, ou seja, a
regiao correspondente as condic¢oes iniciais plausiveis estard em sua maior parte
na bacia de P; o que aumentara a chance de I sobreviver e N ser extinta. Mas
0 > 1 corresponde a r; > ry, ou seja, neste cenario, é vantajoso para uma
espécie se reproduzir mais rapido que a outra. Este fato é bem plausivel ja que,
para pequenas condicoes iniciais, a competicao nao é tao prejudicial e o ambiente
estara livre para que as espécies se desenvolvam. Assim aquela espécie que se
reproduzir com maior rapidez ira se estabelecer e depois de um tempo, extrair do
ambiente muito mais recursos que a outra, o que levara a extincao desta outra e
completo dominio da primeira.

3.4.2 Resultados com « e [ fixos e I livre

Nestes proximos resultados, fixamos os parametros a = 1,5 e § = 1,2 e
deixamos 0 livre. Para ilustrar os passos do método utilizado, apresentamos as
expressoes envolvidas, que se tornam bem extensas, em virtude de o nao assumir
nenhum valor fixo. As matrizes f'(P,) e sua forma de Jordan B, os restos R(z,y)
e G(x,y) e as partes estavel e instavel da exponencial de B, U(t) e V(t), todas
necessarias para obter as aproximagoes sucessivas, sao dadas por

_5 _15
F'(P1) = ( &Y ) e R(z,y) = (—2(z + %), —6y(& +y)).
10 4
L(-5-20—-A) 0
— 16 i 5
B_< 0 %(_5_25+A))70nde A = /25 + 525 + 462.
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G(z,y) = — 55 (125(2? + y?) + 170226 — 330xy0 + 20y°6 + 140226% — T2xyd* — 172y>6*
+24226% 4 24xyd® + 25A (22 — y?) + 8x20A + 30zyd A + 22y%0A + 122252 A + 12z2y5% A,
—125(2? + y?) — 20225 + 330zyd — 170935 + 172220% + 72xyd? — 140y26% — 24zys®

—249%6% — 25A(y? — ) + 22220 A + 30xyd A + 8y20A + 122yd%A + 12y20%A).

—15t(5+25+4) 0 0
e 16
U(t) = < 0 0 ) € V(t) = ( O e%t(—f)—?(s-‘rA) ) .

S5x(5 — 20 + A)
246

51 b}
SO(x):(§a1)75E€R7 81(55):(§+ ),i+$),l‘€R €

so(z) = ((5(36(126% + 5(15 + A) + 20(78 + A)) — 2422(1262 — 5(5 4+ A) + 6(4 + 6A))
+4x(—40% + 26%(—=16 + A) + 25(5 + A) + 6(235 + 39A)))) /(246 A(5 + 20 + 3A)),
(36(126% 4+ 5(15 + A) + 26(78 + A)) + 1226(126% + 5(15 + A) + 26(78 + A))+

822(1720% — 25(5 + A) + 6(—20 + 22A)))/(126A(5 + 25 + 3A))), = € R.

Como comentado no Capitulo 2, uma das vantagens de se obter as expressoes
das aproximacoes da variedade estavel de um ponto é que a partir delas podemos
calcular a curvatura da mesma naquele ponto. De fato, observe que a expressao
so(x) da segunda aproximacgao de W _.(Fy) tem termos até segunda ordem e, por
isto, a curva parametrizada por sy tem contato de segunda ordem com W} (P)
em Py. Assim, em Pj, a curvatura de W7 (P,) ¢ igual a curvatura de s9, que
pode ser calculada a partir da expressao de s».

Efetuando os calculos, obtemos

_ 120v/26(5+2643A)(—125(5+A)+25(—325+26(247+385+35A)))
K5(Py) = (3125(5+A)+6(250(150+17A)+6(19825—185A+25(5442+4105+83A))))>/2 (3.6)

a curvatura de sy e W7 (Py) em Py, em funcao do pardmetro §. Observando

o grafico de Ks(P;) na Figura 3.3, confirmamos a previsao que os resultados
numéricos anteriores nos forneceram, de que Kjs(P;) é negativa para 0 < 1, nula
para 0 = 1 e positiva para ¢ > 1.

3.4.3 Resultados com a e [ livres e 6 =1

Nos resultados com os parametros fixados, quando é = 1, observamos que a
fronteira entre as bacias parecia ser a semireta Ry com origem em P; = (0,0)
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Figura 3.3: Grafico da curvatura Ks(Py) de W*(P,) em P,, dada por (3.6), com
a=1,5ep =12 Ks(P,) énegativa para § < 1, nula para 6 = 1 e positiva para
0> 1

passando por P, = (f_‘aaﬁ, f_‘fﬁ). Ainda, aplicando o método das aproximacgoes

sucessivas, obtivemos que ele converge, localmente, para uma parametrizacao de
Ry, pois as iteradas sao:

loa 1- 1- 1), 1-
So(z) = (170‘{"5, ﬁ), s1(x) = so(x) = s3(x) = ... = (17;5 + (gfl)x, 1755 —f-x) :
Para z = f_;lﬁ, temos so(z) = (0,0), Assim, as iteradas sdo parametrizagoes,
centradas em P, = (11__0[0‘57 %), da semi-reta Ry. Isto indica que a variedade

estavel local de Py é um segmento de reta centrado em P, contido na semireta
Ry. Porém, ndo podemos afirmar ainda se a variedade estavel global W*(P,) é
Ry, pois as expressoes das aproximagoes sucessivas sao validas apenas localmente.
Contudo, na demonstracao do proximo Teorema, veremos que o campo ao longo
de Ry é paralelo a R e, usando algumas idéias de reparametrizacoes, chegaremos
ao resultado confirmando que W*(Py) = Ry.

Teorema 3.6 W*(P;) = Ry.
Antes de demonstrarmos o Teorema 3.6, precisamos de uma proposicao, que
é motivada pela seguinte observacao:

Observacao: Se v é uma curva parametrizada cujo tragco é uma curva integral
do campo f, entao, ao longo da curva -y, o campo [ € paralelo a .

De fato, sejam f € C'(U) um campo qualquer no aberto U € R"™, ¢(t) uma
solucdo e suponha que v : J — R", s — 7(s), é uma parametrizacao da curva
t — ¢(t). Entdo existe uma mudanga de coordenadas entre ¢(t) e y(s), isto &,
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ab
existe um difeomorfismo h: I C R — J, t — h(t) = s, tal que
o(t)y=~oh(t), Vtel. (3.7)
Sejag:J — I, s+ g(s) =t é ainversa de h. Entao,

v(s) =c¢og(s), VseJ (3.8)

Derivando esta tltima equagao em relagao a s, lembrando que ¢(t) é solucao e
usando (3.7), temos

a _d

7V(s) = 7. (0(g(s))) = - -(9(5))g'(s) = f(&(g(s)))g'(s) == f(7(5))g'(s).

Assim, como ¢'(s) # 0 (pois g ¢ um difeomorfismo), temos

f(y(s)) = v'(s), (3.9)

ou seja, o campo f sobre a curva vy é paralelo ao vetor 7/(s). Os calculos nesta
observacao nos fornecem as idéias para obter a expressao de uma solucao do
sistema a partir de uma parametrizacao de uma curva paralela ao campo. Este é
o contetdo da proéxima proposicao, a reciproca da observacao acima.

Proposigao 3.7 Sejam f € CY(U) um campo no aberto U € R, ey :J — R”
uma curve parametrizada. Suponha que exista ¢ : J — R continua, tal que

Y (s) = c(s) f((s)) (3.10)

e c(s) # 0 para todo s € J. Entdo, definindo

tem-se que g : J — g(J) € um difeomorfismo, a curva
yog': I —R"
é uma solucao de & = f(x) ey é uma parametrizacao de ¢.

Demonstracgdo: Como c é continua, g ¢ de classe C' e ¢'(s) = ¢(s) # 0 para todo
s € J. Portanto, g ¢ inversivel sobre sua imagem e (g71)'(t) = g’(g}l(t)) = C(g,ll(t)).
Dai g ¢ um difeomorfismo. Definindo z(t) = v o g7'(t), por (3.10) temos que,

com s = g~ 1(t),

(1) = (og (1) = g 0) L
= (g )07 (1) 7y = FOa™ (1)) = Fa(®)



Logo, x(t) = o g~ () € uma solugio de =z = f(x). O

Veremos agora na demonstracao do Teorema 3.6 que o campo f, sobre a
semireta Ry, é paralelo a Ry, e dai, usando a Proposicao 3.7, obteremos a solucao
da qual Ry é uma parametrizacao.

Demonstracdo do Teorema 3.6: Seja y(s) = (71(s),72(s)) = (s ,} - ) uma

parametrizacio de Ry. Entdo 7/(s) = (1,2=2). O campo f(z,y) = (z(1 —

P l-a

ay),y(l —y — px)) sobre a curva 7(s) é dado por:

f(y(s) = (1l =m —av),%(l =9 —Bn))

= (s (1—s—aE 6;3) 8_2; (1-— (1 ﬁ)s—ﬂs))

= ((1-5)(1—-a)—as+ ozﬁs, (1 ((1 —a)(l = fBs) — s+ fs))

= (1—a—s—|—ozﬂs

(l—oz—s—l—ozﬁs))

_ (I—a—stapBs)s (1-8)
- 1—a (1’ (1—04))

_ (1fafs+oz,6’s)sry/(8) '

l—«a

Portanto, o campo f ao longo de ~y(s) é paralelo a 7/(s). Para concluir que

Ry = W*(Py), usemos a Proposicdo 3.7. Definindo ¢(s) = W.&Z—gmms no
a—1

intervalo J; = (0, {5=;) temos que c(s) é continua e 7'(s) = c(s)f(y(s)). Dai,
pela Proposicao 3.7, pondo

g1(s) = /s: c(t)dr

temos que ¢1(t) = v o gy (t) é solugdo do sistema (3.3). Fazendo as contas,

obtemos a 1)
_a —_—
t)y=——""— -
¢1(t) et+1—ap
Observe que
: _ (1 - Q, 11— 6) . .
Jm () =15 =P e Im () =0=".

Portanto, ¢; é uma orbita heteroclinica que conecta P, a P, e é o fluxo na
variedade estavel de Py. Observe ainda que podemos reescrever ¢;(t) como

_ 1-ap l—a 1-0
n) = =1 —ap (1—a5’1—a6)

|
é paralelo a P, Py, de modo que a trajetoria ¢t — ¢ (t) esta contida no segmento de
reta P} Py. Assim, pelo menos Py Py, que é parte de Ry, esta contido em W#(Py).
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Se definirmos ¢(s) no intervalo J, = (;‘B—__ll, o0), e fazermos as mesmas contas,
obtemos outra solugao ¢,(t), que, desta vez, é o ramo direito da variedade estavel
de P, e satisfaz

— 00

t——o00
]

Assim, vemos que, quando 6 = 1, a variedade estavel de Py, que é fronteira
entre A(P,) e A(Ps), é a semi-reta, no 1° quadrante, passando por Pj, com origem
em P, = (0,0).

Observe que a equacao desta semi-reta é dada por [ = 8:3]\7 Sendo assim,

podemos determinar os valores limiares para as condigoes iniciais que levam a
extingcao de cada uma das espécies. Facamos isto do ponto de vista de um cenério
de invasao biologica, onde a espécie [ invade o habitat natural da espécie N. Sendo
0 habitat é dominado por N, temos Ny = 1 como condicao inicial em N. Temos
os seguintes casos:

e Se a > [ > 1. entdao I é mais forte que N. Existe uma condicao inicial

minima I, . = 2=1 para que a solucéo leve ao sucesso da invasio.

a—1

e Se = >1entao [ e N tém a mesma forca. A separatriz serd dada por
I = N. Portanto, nenhuma condicao inicial com Ny = 1 podera levar a
extincao de N. A invasao deve ocorrer quando N nao estiver na plenitude
de sua capacidade de suporte, isto é, Ny < 1. Neste caso, aquela espécie que
estiver presente em maior quantidade no tempo t = 0 serd bem-sucedida e
a outra sera extinta.

e Sel < a< fentao I émais fraca que N entao, novamente, nao terd sucesso
se N estiver em sua capacidade de suporte. [ s6 tera sucesso se invadir
um habitat onde N ainda esteja em desenvolvimento ou se recuperando de

a—1

alguma queda em sua populagao, quando Ny for menor que Ny = = g

Na Figura 3.4 , podemos ver os valores limiares para as condigoes iniciais que
levam a extincao de N ou de [.

3.5 Conclusao

Vimos, neste capitulo, que a determinacao das bacias de atragao dos equilibrios
estaveis do sistema (3.3) possibilitou uma compreensdo mais profunda do feno-
meno descrito pelo modelo, pois pudemos verificar quais condicoes iniciais levam
a extincao de qual espécie, e também estudamos as variacoes nestas condicoes
iniciais, decorrentes de alteragoes nos parametros do sistema.
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Figura 3.4: A variedade estavel W*(P,) ¢ a reta [ = %N. Nesta figura, temos

o seu grafico para f > a > 1, f=a >1e a > [ > 1. Cada um destes casos
determina diferentes limiares para as condicoes iniciais.

Vimos ainda, que o método descrito no Capitulo 2, além de nos fornecer a
variedade estavel, que é a fronteira entre as bacias de atragao estudadas, nos
forneceu a expressao da curvatura desta fronteira, o que aumentou nosso enten-
dimento sobre a influéncia dos parametros na dinamica do modelo, e também
forneceu, no caso em que 0 = 1, a forma analitica de solug¢oes do sistema.
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Capitulo 4

Aplicacao a um sistema 3D

Neste capitulo, propomos e estudamos um modelo que visa descrever as inte-
racoes entre duas espécies em um contexto de invasao de plantas via alelopatia.
Uma delas, introduz-se no habitat proprio da outra, e passa a competir pelos
mesmos recursos naturais dos quais a espécie nativa se nutre. Além disto, a in-
vasora produz uma toxina nociva a espécie nativa, que impede seu crescimento
e dispersao espacial, recurso conhecido como alelopatia. Usaremos os resultados
do Capitulo 2 para nos auxiliar na anélise qualitativa do modelo e também es-
tudaremos a influéncia dos parametros do modelo sobre as bacias de atracao, e
obteremos uma completa descricao do espaco de parametros e a influéncia dos
mesmos nas bacias de atragao, chegando assim, a conclusoes sobre a dinamica de
interacao entre as espécies.

4.1 Introducao

O fenémeno de invasoes biologicas é uma questdao de grande importancia
pratica, pois estd presente em todo o mundo e representa uma grande ameaca
a conservacao da biodiversidade de ecossistemas naturais, e a disponibilidade de
recursos e integridade de sistemas agricolas [28, 30, 10, 7|. Previnir a disseminacao
das espécies invasoras e prever seus padroes de expansao surge como importante
tarefa.

Do ponto de vista matematico, os padroes das invasoes biolégicas sao um in-
teressante exemplo da quebra espontanea da simetria em sistemas complexos. A
disseminacao de espécies advindas de outros ambientes em um certo ecossistema
pode progredir de varias maneiras. Em ambientes homogéneos, a invasao frequen-
temente gera ondas viajantes regulares [27, 24|, mas regimes mais complicados
nos quais as ondas viajantes podem se tornar transientes ou oscilatorias, antes
da formacao de padroes espaciais, pode ser observada em ambientes heterogéneos
ou sob influéncia de outras espécies [31, 29]. Muito se tem feito para entender,
predizer e controlar invasoes de plantas vindas de outros ambientes. Entretanto,
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as interacoes e a competicao entre as espécies das plantas invasoras e nativas
raramente tém sido consideradas [5].

Por isto, propusemos e estudamos qualitativamente um modelo matematico
para descrever um cenario de invasao de plantas via alelopatia. A alelopatia é um
mecanismo de defesa comum a muitas espécies de plantas; trata-se da producao
e liberacao no ambiente de compostos quimicos que dificultam o crescimento e
dispersao espacial de outras espécies [12]. No modelo, o habitat proprio de uma
das espécies, a “nativa”’, N, é invadido por outra espécie, a “invasora”, I, que se
vale da alelopatia, a producao de uma fitotoxina, P, para se estabelecer.

4.2 O Modelo

Propomos a seguir, um sistema de equacoes de reacao-difusao que descreve a
dinamica espago-temporal da invasao de plantas mediada por alelopatia:

AN N+ ayl . .
N (1= 2N NP+ V- (Da(P)VN)
dt Ky
- I+ asN ) i1
- = 51(1 e ) D, V%I (4.1)
Cil—]; = vI—~PN — 7P+ DpV?P

\

onde N representa a planta nativa, I a planta invasora e P a fitotoxina. Ainda, u
é a taxa de reproducao da planta nativa e Ky ¢é sua capacidade de suporte, que
representa a limitacdo na fonte de recursos fornecidos pelo ambiente. Analoga-
mente, 0 é a taxa de reproducao da planta invasora e K; a capacidade de suporte
a ela associada. Como resultados experimentais [4] indicam que o crescimento
das plantas nativas nao tem influéncia direta nas espécies invasoras, assumimos
que a dinamica das plantas segue o modelo classico de competicao interespecifica
pelos recursos disponiveis no ambiente. Os parametros a; e as sao os coefici-
entes de competigao das plantas que representam a pressdo (consumo) que cada
planta exerce sobre os recursos usados pela outra planta. O termo —N¢@(P) re-
presenta a diminuicao das plantas nativas de acordo com seu envenenamento pela
fitotoxina P. Assumimos que a resposta das plantas nativas aos efeitos da fito-
toxina, descrita pela fungdo ¢(P), apresenta um limiar de envenenamento, 6, e,
ap6s uma certa quantidade da fitotoxina, uma saturagao do efeito alelopatico.

Counsideramos
0 ,se P <46

P) = P —0)?

o(P) B(—>2 ,se P >0
£+ (P—0)

Assim, os parametros § e £ controlam a eficiéncia da fitotoxina em envenenar

as plantas nativas. Ja na terceira equacao, o fator v é a taxa de liberacao da

(4.2)
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toxina pelas raizes da planta invasora, enquanto 7 é sua taxa de degradacao
natural. Assumimos v > 7. O termo —yPN representa a quantidade consumida
de fitotoxina pela espécie nativa, com uma taxa de absorcao yP que depende
linearmente da concentracao da fitotoxina.

Assim, as duas grandes caracteristicas na dinamica do sistema sao a fungao
resposta sigmoidal com limiar de envenenamento para os efeitos da fitotoxina e a
absorcao da mesma por uma taxa proporcional & sua concentracao.

Os termos de difusao modelam a propagacao das espécies de plantas no espaco,
que se da pela dispersao estocéastica de sementes e sua germinacao, como a difusao
espacial da fitotoxina. Os coeficientes de difusao, Dp, Dy, por simplicidade, foram
considerados constantes, uniformes e D; < Dp. Por sua vez, como a fitotoxina
diminui a chance de germinacgao das sementes das plantas nativas, o coeficiente
de difusao Dy é assumido como uma funcao decrescente da concentracao de
fitotoxina acima do seu limiar de envenenamento. Especificamente,

Dy ,se P <6
Dy(P) = Dy (4.3)
_ P>0
(P —0)2 se P >

onde Dy é o coeficiente constante e uniforme de difusao das plantas nativas num
cenario sem a espécie invasora, e n um fator de conversao tendo como unida-
des o inverso da concentracao. Por simplicidade, usamos Dy = D;. Todos os
parametros sao nimeros reais positivos.

Em resumo, as equagoes (4.1), (4.2) e (4.3) do modelo incluem a competigao
interespecifica entre as espécies nativa e invasora, sua dispersao espacial por difu-
sao e a supressao alelopatica da planta nativa ocasionada pela toxina produzida
pela espécie invasora. Por simplicidade, usamos uma difusao normal e uma taxa
constante de decaimento para a fitotoxina.

As capacidades de suporte Ky e K, o inverso da taxa de crescimento das
plantas nativas ;! e o limiar de envenenamento 6 sio, respectivamente, densida-
des populacionais das plantas, a escala caracteristica do tempo e uma propriedade
tipica da fitotoxina. Assim, é conveniente introduzir as varidveis adimensionais

N' =N/Ky, PP =P/0, ' =1/K;, t' = ut, e &' = /A

onde A é a escala espacial de comprimento, de modo que transformamos as
equagoes (4.1) do modelo no sistema adimensional:

( dN' _ - _
o = N((1—-N —-aI')=NoP)+V' - (DyV'N')
dl’ Ny 2 / — / M 1271
= (=T —aN)+DiV°I (4.4)
dP’ _
- = vI' —5P'N' — 7P + DpV"* P’
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onde

ay =Ky /Ky, v =vEr/p, 3= yKn/p, 7 =7/pt, d = 6/, @a = aa Ky /K,
Dp = DP/LLAQ, D[ = D]/,U,AQ.

Na nova escala, a funcio resposta ¢ e o coeficiente de difusio Dy sio dados por:

0 ,se PP <1
n N — _ Pl -1 2
o(P") 5_(_) e P (4.5)
E+ (P -1y
e _
Dy ,se PP <1
Dy (P') = Dy (4.6)
P >1
TP = 1) , se P'>

onde B = 30/u, £ =&/, Do = Do/(uA?), e 7 = nfl. A partir daqui iremos omitir
os apostrofos por simplicidade.

Para um estudo qualitativo, consideramos as solucoes espacialmente homo-
géneas do sistema (4.4). O novo sistema é obtido desconsiderando os termos
espaciais das equacoes:

(AN

dl

o = (=1 -aN) (4.7)
dP

\ % = VI—’}/NP—TP

No Apéndice A, para consulta rapida, encontra-se um resumo do significado
biologico dos parametros ay, g, 0, v, v, 7, B e &.

Note que o campo [ associado ao sistema (4.7) é de classe C' em Ri, de modo
que podemos utilizar varios resultados vistos nos Capitulos 1 e 2.

Como N, I, e P representam as densidades das populacoes, s6 tem sentido as
solucoes passando em pontos com N, I, P > 0.

Definigado 4.1 O espago de fase do sistema (4.7) serd R = {(N,I,P) € R3:
N,1,P > 0}.

4.3 Pontos Fixos

Proposicao 4.2 Os pontos fizos do sistema (4.7) sao
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(i) P =(0,0,0)
(iii) Ps = (0,1,v/7)

. 1—a 1—a (1—a2)

(“)) P4 (1 041;2’ 1— 041;2 ’ y(1— oz1)-|—7'(12 oqocQ))

o v—7P  P(y+asT) _ (l—a1—¢(P) l—aos+a¢(P) v(l1—ag+azp(P))
(U) P5 - ("/P-‘,-V()é?’ 7P+V§42 0 ) - ( l—oias ? 12—a132 "y(l—oq—(j)(;))—i’r(l—alag))
onde P € raiz da equacao
(E+ (P —1)*)(K3P — Ky) + (7P + vas) =0 (4.8)

e K3 e Ky sao dados por K3 = v(1 — a3 — B) + 7(1 — aqan) e Ky =
I/(l — Qo + 0626).

Demonstragao:

dN __ dI __ dP

Devemos resolver - = % = %= = 0, afim de obter os pontos fixos.

Fazendo A=1—-N -yl —¢pe B=1—1—ayN, segue que & —Olmphca
emN:()ouA:O,eque%inmplica]—OouB—O

Se N =1 = 0, entao % = —7P = 0 implica P = 0. Portanto, o primeiro

ponto fixo é P, = (0,0,0).

Se A =1 =0, entdo ¢ = 0. Dai, temos: N =1e & = P(y+7) =0 <
P =0. Logo, P, = (1,0,0) é o segundo ponto fixo.

SeN:B:O,entéolzleassimcfl—f:V—TP:0<:)P:K. Dai,
T

P; = (0,1,v/7) é o terceiro ponto fixo.

Se A=B =0, tem-se: 1 —-N—ay]—¢(P)=0e1—I—ayN = 0. Da segunda
equagao obtemos I = 1 — ayN. Substituindo na primeira equagao, temos

1-— o1+ (041042 — 1)N — ¢(P) =0 (49)
. ap o o _ v(l—a2N) ~
Ainda, i v(l=N)—=P(YN +7) =0 <= P = =57~ Temos entao duas
possibilidades:

(i) P < 1 e consequentemente ¢(P) = 0: neste caso, de (4.9) temos N =
%. Substituindo este valor de N nas equacoes de I e P acima, obtemos
o quarto ponto fixo:

P4:(1—a1 1—ay v(l— ) )

1—aja’ 1 —ajay’ y(1—ap) + 7(1 — )

(ii) P > 1 e entao ¢(P) # 0: de (P :) V(}Y;fTN) obtemos N = W;—Jl}:z. Substi-
P-1)?

i em (4.9), ap6s manipulagoes, obtemos

tuindo esta expressao e ¢ =
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a equagcao:
€+ (P —1)*)(K3P — Ky) + £B(YP + vay) = 0 (4.10)

com K3 = (1 —a; — ) +7(1 — qag) e Ky = v(l — ay + azf). De
1—1—asN = Oe N = 7;:/1;2 segue que [ = %. Assim, o quinto
ponto fixo do sistema é

P — v—T1P 7P(y+a27)7P .
YP +vay’ P+ vas

onde P > 1 é uma raiz da equagao (4.10). Uma outra expressao para P;
pode ser obtida da seguinte maneira: de (4.9) obtemos N = 1_1°11a—_1‘i(2p).
Substituindo esta equacao nas expressoes de I e P em termos de N acima,

obtemos

1—0(1—¢(P) 1—a2+a2¢(P) y(l—a2+a2¢(P))
1—ajas 1 —aqjan "Y1 —a; — ¢(P)) +7(1 — aya)

P5:(

O
Observacao: Sempre que nos referirmos a

P — v—1P  P(y+aat) P) = 1—a1—¢(P) l—aga+taz¢(P) v(l—astasg(P))
5 = \ YPFvas’ ~yPtvas ’ - l—ajas 1—ajas P y(1—a1—¢(P))+7(1—ai1ae) )?

iremos nos referir ao ponto que se obtém substituindo o valor de uma das raizes
P da equacao (4.10). Como (4.10) é uma equagdo polinomial de grau 3, pode
ser que ela tenha uma ou trés raizes reais. Ainda, o ponto Ps esta definido em
R? s6 se as suas coordenadas forem nao negativas. Logo, sua existéncia em
R? e multiplicidade dependem do nimero de raizes da equagao (4.10) maiores ou
iguas a 1 que deem origem a pontos com coordenadas nao negativas. Portanto,
podemos ter nenhum, um, dois ou trés pontos P5 no espaco de fase Ri. Mais
adiante estudaremos esta questao. Os pontos Py, P, e P3 sempre pertencem ao
espaco de fase ]Ri e o ponto P, pertence quando suas coordenadas forem nao
negativas.

A interpretacao para cada ponto fixo é a seguinte:
e P, = (0,0,0) corresponde ao estado do sistema onde as duas espécies de
plantas foram extintas.

e P, = (1,0,0) representa a extin¢ao da espécie invasora e a sobrevivéncia da
planta nativa.

e P; = (0,1,v/7) correspondente ao éxito da espécie invasora, que elimina
totalmente a espécia nativa. Observe que o valor que P assume (v/7) ¢ a
razao entre as taxas de producao e degradacao natural da toxina.

_ a;—1 as—1 v(ag—1) A . .
° P'4 = (a1a2_1, aron 10 'y(a1—1)+7(0¢1ag—1)) repljesenta 'a coex1§tepc1a das esp(?
cies num cendrio com a concetracao da toxina abaixo do limiar de fitotoxi-

dade (na obtencao de P, supomos P < 1).
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o P, = (W;j:y];, Z(;ii‘;;),P), onde P é raiz da equagdo (4.8), representa a

coexisténcia das espécies sob uma concentracao de toxina acima do limiar

de fitotoxidade (P > 1).

4.4 Analise da Estabilidade dos Pontos Fixos

A estabilidade dos pontos fixos de um sistema auténomo esté relacionada ao
sinal da parte real das raizes \’s da equacao caracteristica da matriz jacobiana
do sistema em cada ponto fixo, dada por

det |J(P,) — M| = 0.

A matriz jacobiana do sistema (4.7) num ponto (N, I, P) é dada por

1—2N —a ] — ¢ —Noy ~N%
J(N,I,P) = —dayl 6(1 =21 — aoN) 0 (4.11)
—yP v —(yN +71)

Lembramos que um equilibrio hiperbolico xg de um campo f: U C R® — R”
¢ do tipo k se a matriz f'(z¢) tem exatamente k autovalores com parte real
positiva. Efetuando os célculos, tem-se imediatamente o resultado abaixo sobre
a estabilidade dos pontos P, P, e P53. Ainda, usando a unicidade da variedade
estavel global de um ponto de equilibrio hiperbélico, a expressao do campo do
sistema (4.7) e calculando os autovetores de J(NN, I, P) em cada um destes pontos,
é possivel determinar a Variedade Estavel Global de cada um deles.

Proposicao 4.3 Os autovalores de J(Py) sao: A\ = 1, \y = 0, A3 = —7 (por-
tanto Py € sempre do tipo 1) e a variedade estdvel de P, é Ws(Py) = {(0,0, P) :
P >0}.

Vemos que este ponto ¢ uma sela instavel e s6 acontecerd a extincao das duas
espécies se, num dado momento, o sistema estiver num estado correspondente a
um ponto situado no eixo P, que corresponde a uma dire¢ao no espaco de fases
onde a concentracao de toxinas é qualquer e as populacoes ja foram extintas.
Desta forma, havendo qualquer quantidade de pelo menos uma das populacoes,
em hipotese alguma, havera a extingao de ambas.

Proposigao 4.4 Os autovalores de J(P2) sao: Ny = —1, Ao = —(7+7) e
A3 = 0(1 — ay). Assim,

e P, ¢ assintoticamente estdvel se e s se ay > 1.

e P, é do tipo 1 e sua variedade estdvel é o plano NP, isto é, W*(P,) =
{(0, N, P), N, P > 0} se, e somente se, ay < 1.
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P, sera assintoticamente estavel caso se tenha ay, > 1, isto é, caso a pressao
competitiva das nativas sobre as invasoras for alta. Isto significa que, sob estas
condicoes, se as invasoras forem suficientemente poucas, a invasao nao sera bem
sucedida. Por outro lado, se a pressao competitiva exercida pelas nativas for baixa
(e < 1), a invasao nunca serd eliminada por completo. Conclusdo: havendo
baixa competitividade da espécie nativa, uma vez presente, a espécie invasora
nao desaparecera. Nao consideraremos o caso oy = 1, pois neste caso P, nao é
hiperbolico e Py = P.

Proposicao 4.5 Os autovalores J(P3) sdo: \y =1 —a; — ¢(%), Ay = =0, A3 =
—71. Assim,

e P; ¢ assintoticamente estdvel se, e sd se, oy + ¢(v/T) > 1.

e Py € do tipo 1 e sua variedade estdvel é o plano 1P, isto é, W*(P;) =
{(0,1,P):1,P >0} se, e somente se ay + ¢(v/7) < 1.

A estabilidade de P ocorrerd se a; + ¢(%) > 1. Assim, quanto maior for
a taxa de produgao da toxina (v) e eficiéncia desta em destruir a espécie nativa
(B), menor precisa ser a capacidade de competigao por recursos das invasoras para
que eliminem as nativas completamente. Portanto, se a espécie invasora for uma
competidora fraca mas produzir uma toxina poderosa, ainda assim terad vanta-
gem sobre as nativas. Por outro lado, as plantas nativas, para sobreviverem, nada
podem fazer a nao ser diminuir a taxa (3, ou seja, aumentar sua resisténcia ao ve-
neno. Sua extincao depende muito mais da capacidade e dos meios que dispoem
as invasoras do que das suas proprias caracteristicas. Vemos que a producao de
veneno pelas invasoras é um recurso eficaz de que dispoem, independentemente
de caracteristicas externas. Esta arma quimica nao s6 garante sua sobrevivén-
cia como permite que uma espécie inicialmente pouco competitiva domine sobre
outras mais competitivas.

Caso as condi¢oes do problema determinem a existéncia de outros pontos
fixos estéaveis, menos favoraveis a I (como P, e Py), a invasao tera que se dar com
quantitades de [ e P suficientemente grandes para que o ponto inicial esteja na
bacia de atracao de Pj.

Para a andlise da estabilidade do ponto P, serd 1til a Regra dos Sinais de
Descartes.

Teorema 4.6 (Regra dos Sinais de Descartes) Seja p(r) = apr™ +ayz" ' +
. + a1 + a, um polindmio de coeficientes reais. Seja Oy 0 nimero de vezes
que 0s termos da sequéncia ag, @y, ..., An_1, Ay, formada pelos coeficientes de p(x),
trocam de sinal. Entdo

o O nimero de raizes reais positivas de p(x) € dp) — 2k, para algum inteiro
k tal que 2k < dp(z).

e O nuimero de raizes reais negativas de p(x) € Sy — 2k, para algum inteiro
k tal que 2k < dp(—z).
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Demonstragao: Veja demonstragdo em [20], paginas 13-20. O

Proposicao 4.7 O ponto Py = (1:‘?‘&2, li’a‘fzg, V(I_Cfl’)(:?flal%)) estd em R3. se,

e somente se, a; < l,as < 1 eag > 0, ou a7 > 1,9 > 1 e a9 < 0, onde
ap =v(1 —ay) + 7(1 — aqyaz) + v(ag — 1). Ainda,

e Sea; <1, an <1 eag>0, entao P, € estdvel.

e Seay; >1,as>1eay <0, entao Py € do tipo 1.

Demonstragdo: Inicialmente observamos que para que Py esteja em R?, o nu-
merador e o denominador de cada uma de suas coordenadas devem ter o mesmo
sinal e que a terceira coordenada de P, deve ser menor que 1. Isto acontece se,
e somente se, (a; > 1, ap > ley(l—ay)+7(1 —aqa) + v(ag — 1) < 0) ou
(g <lyas<leny(l—oay)+7(1 —aqas) + v(ag — 1) > 0). Agora, lembramos
da demonstragdo da Proposi¢ao 4.2 que escrevendo Py = (N, I, P) temos, entre
outras equagoes, ¢(P) =0e 1 —1 — asN = 0. Desta forma, a matriz jacobiana
do sistema é:

—N —Naoy 0
J(P4) = —(SOZQI —ol 0
—~P v —(yN+71)

Logo o polinémio caracteristico de J(Py) é
pa(N) = (YN +7+ X)) (N + AN +61) + NSI(1 — ara)).

Suponha que P, € R3. Dai, Ay = —(yN + 7) é um autovalor negativo de J(FP;)
e A2 € A3 sao raizes de:

q(A) = X2+ A(N +61) + NSI(1 — aqa).

Os coeficientes de g(A) sdo 1, (N+d1) e NOI(1—aqas). Se ag < 1e ag < 1 entdo
dqn) = 0 e d4—r) = 2, logo, pela regra dos sinais de Descartes, as duas raizes de
q(X) sdo reais e negativas, portanto P; é assintoticamente estavel. Se a3 > 1 e
ag > 1 entdo dyn) = 1 e d4—n) = 1 e dai, pela regra dos sinais de Descartes, g(\)
tem duas raizes reais, uma negativa e outra positiva. Logo, ps(A\) tem uma raiz
real positiva e duas reais negativas, e, portanto, P, ¢ do tipo 1. Nao ¢ necessério
analisar a estabilidade quando oy > 1 > as ou as > 1 > «y, pois nestes casos
P, ¢ RY. O

A 1ltima proposicao nos diz que, para que haja coexisténcia entre as espécies,
a competicao entre elas deve ser fraca (aq, ap < 1), pois se fosse forte ou desigual,
o ambiente se tornaria muito hostil e uma eliminaria a outra (ay, @ > 1 implica
na existéncia dos atratores Py e P§). Ainda mais, da terceira condi¢do para que
Py seja estéavel, dada por, ag = (1 — ) +7(1 — agae) + v(ae — 1) > 0 segue que

v+ T
v

v(l—ag) <y(l—ag)+7(1 —ajn) <v+7=ay>1—
—_—— N——

<1 <1
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Isto significa que além de ter um limitante superior (1), a resisténcia da espécie
nativa, ap, tem também um limitante inferior, que depende das taxas de produ-
¢ao e decaimento (v e 7) da toxina e também da taxa de absorcao da toxina (7).
Assim, a espécie nativa, devido a producao da toxina pela invasora, mesmo de-
vendo ter baixa a sua pressao competitiva, nao pode té-la muito pequena; e este
limite inferior é ditado pelas propriedades da toxina. Com este fato, a invasora
pode aumentar a eficiéncia de sua toxina (maior v e menor 7, por exemplo) e
assim limitar o intervalo (1 — #, 1) onde deve estar ay até tornar impossivel a
coexisténcia sob baixa concentracao de fitotoxina.

Um resumo da anélise da estabilidade feita até o momento pode ser visto na
Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Estabilidade dos pontos fixos Py, Py, P3 e Py.

ay <1-Pytipol | as>1- P estavel
o <1 P, estavel Py ¢ R3
(se ag > 0)
a;+o(v/T) <1 P, tipo 1 P, estavel
P3 tlpOl P3 tlpOl P3 tlpOl
o <1 P, estavel Py ¢ R3
(se ag > 0)
ar + o(v/7) > 1 P; tipo 1 P, estavel
P5 estavel P5 estavel P5 estavel
P4 ¢ Ri_ P4 tlpO 1
a; > 1 (se ap) < 0)
P; estavel P tipo 1 P, estavel
P5 estavel P5 estavel

4.4.1 Analise do ponto F;

Na analise do ponto Ps, inicialmente nao estaremos preocupados com a exis-
téncia dele no espaco de fases. Vamos supor que isto acontece e analisar sua
estabilidade. Para isto, necessitamos do Critério de Routh-Hurwitz para polino-
mios de grau trés, Teorema 4.8. Precisaremos também dos seus corolarios. Uma
demonstracao do Critério de Routh-Hurwitz pode ser encontrada em [35]. A
demonstracao dos seus corolérios é imediata.

Teorema 4.8 (Critério de Routh-Hurwitz para polinémios de grau trés)
Sejam Ai,\y € A3 as raizes do polindmio de coeficientes reais p(\) = A3 + ay\? +
as\ + az. Entdo Re()\;) <0 parai=1,2,3 se, € sd se,

ap > O, as > O, ai1as — as > 0.

Corolario 4.9 Sejam A,\y e A3 as raizes do polinémio de coeficientes reais
p(A) = ag\® + a1 \? + as\ + as, com ag > 0. Entio Re(\;) <0 parai=1,2,3 se,

83



€ 80 se,
ar >0, a3 >0, ajay —agasz > 0.

Corolario 4.10 Sejam Ai,A2 e A3 as raizes do polindmio de coeficientes reais
p(A) = ag\® + a1 \? + as\ + as, com ag > 0. Entio Re(\;) > 0 parai=1,2,3 se,
€ S0 se,

ar <0, a3z3<0, aias— agaz < 0.

Podemos utilizar Proposi¢ao (4.11) para calcular diretamente os coeficientes
do polinémio caracteristico de uma matriz 3x 3. Para demonstra-la, basta agrupar
os termos de p(A) com mesmo grau.

Proposigao 4.11 Seja a = [a;j] uma matriz real de ordem 3 x 3. O polindmio
caracteristico de A é:

pa(N) = N — tr(A)N? 4+ B(A)X — det(A)
onde B(A) € dada por

B(A) = A1 + Ago + Agz = agoass — ao3ase + a11033 — G13031 + Q11020 — (12021

Por meio desta tltima proposicao e o Critério de Routh-Hurwitz, obtemos,
em termos dos elementos da matriz jacobiana de um campo em um ponto fixo, as
condicoes necessarias e suficientes para que o ponto seja assintoticamente estavel.

Corolario 4.12 Sejam f € CY(U) um campo no aberto U C R™, g € U um
ponto de equilibrio hiperbdlico de f, e f'(xo) a matriz jacobiana de f em .
Entao xqy € assintoticamente estdvel se, e so se,

tr(f'(zo)) <0, det(f'(xo)) <0, det(f'(xo))—tr(f (xo))B(f'(x0)) >0. (4.12)

Admitindo por um momento a existéncia de Ps5 em Ri, vamos provar sua

instabilidade quando det(J(Ps)) > 0 e mostrar que, neste caso, o seu indice de
estabilidade ¢ sempre 2 (Teorema 4.13), ou seja, que se det(J(P5)) > 0, entao P;
¢ do tipo 1. Em seguida, o Corolario 4.14 nos dard uma condicao que implica
em det(J(Ps)) > 0. Finalmente, no Teorema 4.15, mostramos que a estabilidade
de P5 depende apenas de se ter det(J(P5)) < 0. Com isto, toda a andlise da
estabilidade deste ponto, quando ele esti em Ri, fica dependendo apenas do
sinal de det(J(Ps)).

_ (_ v—1P_  P(yt+azs7)
Teorema 4.13 Se o ponto Ps = ('yP+ua2’ ey

e se det(J(Ps)) > 0 entdo Ps € do tipo 1.

. 3
, P) estd no espaco de fase R3.

Demonstracao: Pela Proposicao 4.11, o polinémio caracteristico de Ps é

ps(A) = X = tr(J(Ps))X* + B(J(P5))A — det(J (F5))
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por hipotese, temos —det(J(P5)) < 0 e, como Ps € R3, entdo —tr(J(Ps)) =
N + I + N + 7 > 0. Assim, os sinais dos coeficientes de p5(\) sdo + + £— e
os sinais dos coeficientes de ps(—\) sdo — + F—. Logo, nao importa o sinal de
B(J(Ps)), sempre teremos dp;n) = 1 e 6y —x) = 2. Dai, pela regra dos sinais de
Descartes, ps(\) tem exatamente uma raiz real A\; positiva e as outras duas A, e
A3 ou sao reais negativas ou sao complexas conjugadas. Se Ay e A3 forem reais
negativas, P5 é do tipo 1. Suponha que elas sao complexas conjugadas. Entao
Re(A3) = Re(A3). Como Ay > 0, se Re(A2) > 0 entdo Re();) > 0 parai=1,2,3.
Dai pelo Corolario 4.10, segue, em particular, que

—t’/‘(J(P5)) <0

o que é um absurdo. Logo nao pode ocorrer Re(A\y) > 0. Portanto Re(\y) =
Re()A3) < 0 e neste caso Ps também ¢é do tipo 1. O

Corolario 4.14 Se o ponto Ps = (w”aj:y];, i(;isi?,P) estd no espago de fase R?.

e se ayag > 1 entao Ps € do tipo 1.

Demonstragao: Suponha que P; € R e que ajan > 1. Ao determinarmos Ps
(veja demonstragao da Proposi¢ao 4.2), vimos suas coordenadas satisfaziam:

1-N—-al —¢(P)=0 e 1-T—ayN=0
Assim, escrevendo Ps = (N, I, P), a matriz jacobiana do sistema em P é:

~N —Na; -NZ
J(P5) = | —danl  —61 0 (4.13)
—~P v —(yN +71)

Logo, como ¢'(P) > 0 (pois ¢ é crescente) e ajag > 1, temos
det(J(Ps)) = NOI [¢'(P)(vP + vas) + (YN + 7) (a1 — 1)] > 0

Portanto, pelo Teorema 4.13, Ps é do tipo 1. 0]

3

7, entao ele € assintoli-

Teorema 4.15 Se o ponto Ps estd no espaco de fase R
camente estdvel se, e so se,

det(J(Py)) < 0.

Demonstragao: Se P; estd em Ri e ¢ assintoticamente estavel, entao, pelo
Corolario 4.12, det(J(Ps))

< 0. Reciprocamente, suponha que det(J(Ps5)) < 0. Para garantir a estabilidade
de P5, basta mostrar que a matriz jacobiana J(Ps) satisfaz as condigoes (4.12).
A segunda delas esta satisfeita por hipotese. A primeira também esta satisfeita
pois Ps € R? implica tr(J(Ps)) = —N — 61 — yN — 7 < 0. Resta mostrar entio
que det(J(Ps))—tr(J(Ps))B(J(Ps)) > 0. Da expressao do determinante de J(Ps)
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dado pela equacao (4.4.1), temos
det(J(Ps)) = NI [¢'(P)(vP + vas) + (YN + 7) (g — 1)] . (4.14)

Como det(J(P5)) < 0 por hipotese, necessariamente devemos ter ajas < 1.
Ainda, como P5 € R3, de (4.14) temos

¢'(P)yP + ¢'(P)vaz + (YN + 7)(anaz — 1) <0
= ¢'(P)yP < (YN + 7)(1 — aqae) — &' (P)vag

= —¢/(P)yP > —(vN + 7)(1 — aq) + ¢/ (P)vawy. (4.15)
Da matriz jacobiana J(Ps) dada em (4.13), temos
B(J(P5)) = NoI(1 — ayas) — ¢'(P)yPN + (YN + 7)(N + 61).
Dai segue que
det(J(Ps)) — tr(J(P5))B(J(F5))
— NOSI(#(P)(vP + vas) + (YN + 7)(aras — 1))
H(N 461 + YN + 7)(NSI(1 — aran) — ¢/(P)yPN + (YN + 7)(N + 1))
= NOIY(P)(yP + vas) — NOI(YN +7)(1 — aya)
+(N +6I +vN + 7)(NSI(1 — ayas) + (YN + 7)(N + 61))
~(N + 61 +9N +7)¢/(P)yPN
= NOI§ (P)vay
+(N +0I)(NOI(1 — aqag) + (YN + 7)(N 4 61)) 4+ (vN + 7)*(N + 61)

—¢'(P)yPN(N +~yN + 7).
Como Ps € R} e aqap < 1, de (4.15) e da tltima igualdade, temos

det(J(P5)) — tr(J(Ps))B(J(Ps))
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> NOI¢ (P)vag+ (N +01)(NOI(1 — aqaz) + (YN + 7)(N 4+ 61)) + (N + 7)2(N + 61)
—(YN + 7)(1 — aya0)N(N + YN + 7) + ¢/ (P)vasN(N + 7N + 7)

= NI (P)vag + (N +6I)(NSI(1 — ajas) + (YN + 7)(N + 61)) + (yN + 7)1
+ajag(YyN + 7)N(N +yN + 1) — (YN + 7)N? + ¢/'(P)vagN (N + YN + 1)

= ¢'(P)vagN(0I + N +yN 4+ 7) + 6I(NSI(1 — cyag) + (YN + 7)(N + 61))
+N(NOI(1 — aqas) + (YN +7)01)) + (YN + 7)%61 + aqaa(yN + 7)N(N +yN + 1) > 0.

Portanto, a terceira condicao esté satisfeita, e assim, P5 é estavel. O

A seguir, baseado nas equacoes que a coordenada P de P5 deve satisfazer,
iremos obter alguns critérios para saber quando Ps5 estard em ]Ri”r ou nao.

Proposicao 4.16 (i) Se ayas > 1 entio Ps € R3. se, e s0 se, existe uma raiz P
da equacdio (4.8) satisfazendo 1 < P <2 a;+¢(P) > 1 eay > 1+ axp(P).

(i1) Se ajag < 1, entao Ps € Ri se, e s0 se, existe uma raiz P da equagao
(4.8) satisfazendo 1 < P <Y a1 +¢(P) <1 eay <1+ ap(P) .

Demonstragao: Basta observar que, para que

P = ( v—7P  P(y+asT) )_ (1—a1—¢>(P) 1—ao+azp(P) v(l1—as+azd(P)) )
5 — yP+vas’ yP+vas - l—ajon l—aqjon ’ y(1—a1—¢(P))+1(1—ar1a2)

esteja em R3, o numerador e o denominador de cada uma de suas coordenadas

devem ter o mesmo sinal e que a terceira coordenada de Pj5 deve ser maior ou

igual que 1. 0J
Proposicao 4.17 O nimero de pontos
P — (1—a1—¢(P) 1—as+az¢(P) v(l—az+az¢(P)) )
5 — l—ajon l—aqon ’ y(1—a1—¢(P))+1(1—a1a2)

pertencentes ao espago de fases R € igual ao nimero de raizes da equagao
€+ (P —1)*)(K3P — Ky) + 8(YP + vag) =0 (4.16)

no intervalo [1,v/7].

Demonstracao: O nimero de pontos

P = (1—a1—¢(P) 1—ao+azp(P) v(l—as+azd(P)) )
5 l—aias l1—aian P y(1—a1—¢(P))+71(1—aiaz)

pertencentes ao espago de fases R3 ¢ o ntmero de raizes da equagao

V(1 — as + axp(P))

P = 0o —o(P) + 7(1 - )

(4.17)

no intervalo [1,v/7], jA que P > 1em Pse N = 7;:};2 > 0 implica P < v/r.

Na demonstracao da Proposicao 4.2, vimos que (4.17) é equivalente a (4.16). O
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Lema 4.18 O nimero de raizes P > 1 da equacgio (4.16) é exatamente o nimero
de raizes u > 0 do polindémio

g(u) = Kzu® + (K3 — Ko)u® + (K3 + B7)éu+ §(K3 — Ky + B(y + vaz)) (4.18)

Demonstracgdo: Defina g(P) = (£ + (P — 1)*)(K3P — Ky4) + B(vP + vas). Se
P > 1 é uma raiz de g(P) =0, entdo u = P — 1 > 0 é uma raiz de g(u + 1) = 0.
Mas g(u+1) = (£ + u?)(Ks(u + 1) — Ky) + B(y(u+ 1) + vag) = Kzu® + (K3 —
K)u?+ (K3+ 7)éu+E&(Ky— Ky + B(y+vas)) = g(u), logo u é raiz ndo negativa
de (4.18). Reciprocamente, se u > 0 é uma raiz de (4.18), entdo ¢ uma raiz de
g(u+1)=0. Logo, P=u+ 1> 1 é uma raiz de (4.16). O

Observagao: Lembrando que K3 = v(1 — a3 — 8) + 7(1 — aja) e Ky =
V(1 — ag + azf3), o termo independente no polinémio g(u) em 4.18 é

(K3 — Ky + B(y+rvag) = (v(1 —a1) + 7(1 — aqa) + v — 1)) = Eag

onde qg ¢ a constante relacionada a existéncia de Py em R? (ver Proposigao 4.7).
Desta maneira, o polinémio g(u) se reescreve como

g(u) = Ksu® + (K3 — Ky)u? + (K3 + f7)éu + ag

1—a;—¢(P) l—as+as¢(P) v(1—ag+azp(P)) )
l—aias 7 l—aia2 ’7(1—&1—¢(P))+T(1—O(10(2)

pertencentes ao espaco de fases Ri € igual ao niumero de raizes no intervalo
[1,v/7] da fun¢édo

Lema 4.19 O nimero de pontos Ps = (

(4.19)

h(z) = ¢(x) — (m(’)’(l —ay) +7(1 — ajan)) + v(as — 1))

YT + Vog
definida em [1,+00). Ainda, h(x) assim definida é de classe C' e satisfaz:
Qo

() b)) =

(i) h(%) = (v + aa7)((5) + a1 — 1);
Yo+ 6—-1)+1(ay —1) —Kj3

1) lim h(x) = = ;
fii) lim h(z) - .

(iv) W(x)=¢'(x) + (arap — 1).

v(y 4 aor)
(v + vay)

1—a1—¢(P) l-astasé(P)
l—aiag 7 l1—aiae ’

) pertencentes ao espago de fases Ri é o nimero de raizes

Demonstragao: Jasabemos que o ntimero de pontos Ps = (
v(l—as+azp(P))
V(-1 —¢(P))+7(1—ar02)

da equacao

V(1 — ag + ap(P))

P = e —o(P) + (1 — )

(4.20)
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no intervalo [1,v/7]. Mas (4.20) ¢é equivalente a

Py(1—a; — ¢(P)) + P1(1 — ajas) = v(1 — ap + axp(P)) &

Py(1 — o) + P1(1 — aqag) + v(ag — 1) = vapd(P) + vPo(P) <

$(P) = (P(’Y(l —a) +;%13;242)) + v(an — 1))

Definindo h(z) como acima, vemos que (4.20) é equivalente a h(P) = 0. As
propriedades de h sao imediatas. O

Analisando a Tabela 4.1, vemos que o espaco de parametros esta dividido em
pelo menos 6 regioes hiperbolicas, cada uma com um comportamento qualitativo
diferente. Com as ferramentas acima, no proximo teorema iremos provar a nao
existéncia de P5 em Ri, ou sua instabilidade, em algumas dessas regioes.

Teorema 4.20 (i) Se oy > 1> ay entdo Ps ¢ RY.

(ii) Se ap > 1> g+ ¢(v/7) e avay > 1, entio Ps ¢ RY.

(i) Seay > 1, az >1 eag <0, entao Ps ¢ R3.

(iv) Seay > 1, ag > 1 eag > 0, entdo exatamente um ponto Ps estd em Ri e

€ do tipo 1.

(v) Seas >1>ay e+ ¢(v/7) > 1, entdo hd somente um ponto Ps € RY,

que € do tipo 1.

Demonstracgao:

(1)

(i)

Suponha a; > 1 > ay. Temos dois casos. Se ajas > 1, pela Proposicao
4.16, temos que Ps esta em R? se, e s6 se, a;+¢(P) > 1 e ag > 1+ an¢(P).
A primeira destas condigbes é satisfeita pois a; > 1 e ¢(P) > 0. Porém
a segunda condicao nao é satisfeita, uma vez que oy < 1 implica ay <
1 + ax¢(P). Logo, se aqas > 1, entdo P5 ¢ R3. Agora, suponha que
ajaz < 1. Pela Proposico 4.16, P5 pertence a R? se, e s6 se, oy +¢(P) < 1
e ay < 1+as¢p(P). A primeira destas condigoes nao é satisfeita, pois ay > 1.
Logo Ps ¢ RY.

Suponha as > 1 > ag + ¢(v/7) e sy > 1. Entao, pela Proposicao 4.16,
Ps pertence a RY se, e s6 se, ay + ¢(P) > 1 e as > 1+ azp(P), mas ¢
imediato verificar que a primeira destas condigoes nao ocorre, uma vez que
P <v/7 implica ¢(P) < ¢(v/7) e dai ay + ¢(P) < oy + ¢p(v/7) < 1.

Suponha oy > 1 e as > 1 e ag < 0. Vamos analisar a existéncia de raizes
de h. Pelo Lema 4.19, temos h'(x) = ¢'(x) + M(alo@ —1) > 0, logo

yr+raz)
> 0, segue que h nao tem raizes maiores

h & crescente. Como h(1) = 72

que 1. Pelo Lema 4.19, P5 ¢ R3.
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(iv) Suponhaa; > leay > leag > 0. Temos que h'(z) = gb’(x)—l—(”v(lifig

1) > 0, portanto h sera crescente e terd, no maximo uma raiz real. Como
h(1) = -5 < 0 e h(%) = (v + a27)(¢(%4) + a1 — 1) > 0, pelo Teorema
do Valor Intermediario, h tem de fato uma raiz, e ela pertence ao intervalo
[1,v/7]. Pelo Lema 4.19, existe um tnico P; € R3 e, pelo Corolario 4.14,

P é do tipo 1.

(041042—

(v) Suponha que ay > 1> aj e oy + ¢(v/7) > 1. Como v > 7 por definigao,
temos ap = y(1 — a1) + 7(1 — agan) + v(ae — 1) > (1 — o) + 7(1 —

ajas) + 1(ag — 1) = (v + 7a2)(1 — ay) > 0. Logo h(1) = 7;532 <0e
h(%) = (v + a27)(0(%) + a1 — 1) > 0, de modo que h tem uma raiz no
intervalo [1,v/7]. Resta mostrar que esta raiz ¢ unica. Dividiremos a prova
em dois casos.

Suponha que aj;ay > 1. Entdo h'(z) = ¢'(z) + %(alag —1)é

positiva, portanto h é crescente e tem uma tnica raiz maior que 1. Pelo
Lema 4.19, existe um tnico P;5 € Ri e, pelo Corolario 4.14, P5 é do tipo 1.

Suponha agora que ajas < 1. Vamos analisar quantas raizes u positivas
tem a equacdo (4.18). Temos (K3 — K4+ B(y + vas))§ = ap > 0. Ainda,
K3+ py=~v1—a1)+7(1—ajas) > 0. Logo, os dois ultimos coeficientes de
g(u) sdo positivos. Para analisar os dois primeiros coeficientes, novamente
consideramos dois casos. Suponha K3 > 0. Entao, os sinais dos coeficientes
de g(u) sdo + £ ++, logo dg4¢) = 0 ou 2, de modo que ou g(u) nao possui
nenhuma raiz positiva ou possui duas raizes positivas. Porém, se g nao
possuisse nenhuma raiz, pelo Lema 4.18, a equagao (4.16) nao possuiria
nenhuma raiz e, dai, pelo Lema 4.19, h(x) nao teria nenhuma raiz, o que é
um absurdo, pois provamos anteriormente que h tem pelo menos uma raiz.
Assim, g possui duas raizes positivas, o que, pelos lemas anteriores, implica
em h(x) possuir exatamente duas raizes maiores que 1. J4 vimos que uma
delas estd no intervalo [1,v/7]. Como h(%) > 0 e lim,_ h(z) = _TK‘ < 0,
a outra raiz de h ¢ maior que v/7 e daf existe apenas um ponto Ps € R3.
Finalmente, suponha K3 < 0. Até o momento, sabemos que os sinais dos
coeficientes de g(u) sdo — £ ++. Mas note que como 5 > ¢(v/7), (pois
é o valor assintotico de ¢(P) com P — oo), temos que a; + > 1. Dali,
g > 1—aq > 0. Assim, temos K; = v(1—ag+fagy) > v(l—as+(1—aq)as) =
v(l — ajag) > 0. Portanto, K3 — K, < 0. Assim, os sinais dos coeficientes
de g(u) sao — — ++, de modo que ¢g tem uma tnica raiz e, dai, h também
tem uma unica raiz, que é aquela no intervalo [1,v/7]. Sendo ayas < 1,
nao podemos usar o Corolario 4.14 para provar que P; é do tipo 1. Mas,
observe que neste cenario onde ap > 1 > a1 e ag + ¢(v/7) > 1, temos Ps
e P estaveis, Py ¢ R‘i e P, do tipo 2. Pelo Teorema 2.27, a fronteira de
A(P,) e de A(P;) deve conter pelo menos um ponto do tipo 1. O tinico que
pode satisfazer isto ¢ Ps. Isto termina a demonstragao. U

Adicionando-se as informagoes fornecidas pelo dltimo teorema a Tabela 4.1,
temos a Tabela 4.2, que esta quase completa, isto é, o espaco de parametros esta
decomposto em regioes hiperbolicas (regides no espago de parametros nas quais
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todos os pontos de equilibrios sdo hiperbdlicos), cuja unido é densa no espago de
parametros, e em quase todas estas regioes, temos uma descrigao da estabilidade
de cada ponto de equilibrio.

Tabela 4.2: Estabilidade dos pontos fixos

ay <1-Ptipol oy > 1 - P estavel
ag <0 ag >0 arog <1 | aqag >1
a; <1 P4¢R3_ P, estavel P4¢R3_ P4¢Ri’_
a1+ ¢(v/T) <1 | Pytipol | Py tipo1 | P, estavel | Py estavel
Pg tlpO]_ P3 tlpOl P3 tlpOl Pg tlpO]_ P3 tlpO]_
P ? B 7 b7 P ¢ ]Ri
ag <0 ag >0
a; <1 P4€R3_ P4€StéVel P4¢Ri_
a;+o(v/T)>1| Pytipol | Py tipo 1 P, estavel
P5 estavel P; estavel | Ps estavel P5 estavel
P ? P ? P tipo 1
ag <0 ag >0
a; >1 P4¢]Ri P4t1p01 P4¢R§r
P5 estavel P tipo 1 P, estavel | P estavel
P5 estavel P5 estavel | P; estéavel
P ¢ R? P; ¢ R? | Pstipo 1

Antes de prosseguir com anélise da estabilidade nas regioes ainda estudadas,
no Teorema (4.21), estabelecemos condigoes suficientes para que Ps seja estével.

Teorema 4.21 Suponha que o ponto Ps estd no espaco de fase ]Ri.

o Se K3 >0 (0 que equivale a an + 3 < 1+§(1 —ay) ), entao uma condi¢dao
sufictente para Ps seja estdvel é

IK3vBE(y + Taw) (1 — ajas)
1 )

(K3 — Ky)* < (4.21)

o Se K3 <0 (o que equivale a an + 3 > 1+§(1 —ay) ), entao uma condigao
sufictente para Ps seja estdvel é

TBE(1 — aqap)
atf<lt T\/Qu(u —7)(y+Tag)

Demonstragao: Queremos obter condicoes sobre os parametros que garantam
que

(4.22)

det(J(Ps)) = NI [¢'(P)(vP 4 vas) + (YN + 7) (a1 — 1)] < 0 (4.23)
Escrevendo Ps; = (N, I, P) sabemos que N é dado por N = WVPjr—TVZQ. Dai,
N Y —7P)+ 1(vP + vay) _ V(’}/—I—TOJQ)' (4.24)
VP + vay VP 4+ vay
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Ainda, para P > 1, temos ¢(P) = %. Logo, como em P5, P > 1, temos

26(P — 1€+ (P —1)%) — B(P - 1)*2(P — 1) 26(P —1)¢

= € (P 1pp RGCE
(4.25)
Sabemos também que a terceira coordenada P de Pj é raiz da equacao
€+ (P —1)*)(K3P — Ky) +£B(vP + vag) = 0. (4.26)
Dai, obtemos
2 _ _SPOYP +vas)
(E+(P—-1)) = (K P—Ky) (4.27)

Logo, de (4.27) e (4.25), temos

2B6(P —1)(vP + vag) _ 2B8(P — D(yP + vay)

_ 212 £2B2(yP+ras)? '
EP-1P) GG

¢'(P)(vP + vay) =

(P 1)(KP — Ky
=T BE(P +vay) (4.28)

Assim, substituindo (4.24) e (4.28) em (4.23), temos

2(P —1)(K3P — K4)?  v(y+ 1)

det(J(F5)) = NI EB(VP + vas) P +vay

NoI

 EB(YP +van)
Assim, como Ps = (N, I, P) € R3, det(J(Ps)) serd negativo se, e somente se,

[2(P — 1)(K3P — Ky)* + Bv(y + Tas) (anas — 1)] .

vBE(y + Tan) (1 — aqag)
2

(P—1)(K3P — K)* < = Ky (4.29)
onde P € [1,v/7] é uma raiz da equacao (4.26). Pelo Teorema 4.15, a condicdo
(4.29) é necessaria e suficiente para que Ps seja estavel. Podemos impor aos
parametros condigoes suficientes para que (4.29) ocorra. Considere a fungao

r(z) = (z — 1)(Ksx — Ky)? (4.30)

definida para x > 1. Entao, uma condi¢ao suficiente para que (4.29) ocorra é que
o méaximo de 7(x) num intervalo compacto contendo P seja menor que Kj. Temos
dois casos a considerar: K3 > 0e K3 < 0. Como K3 =v(1—a;—f)+7(1—aja9),
estes casos equivalem, respectivamente, a oy + 3 < 1 + 5(1 —aj) e a; + >
1+ %(1 — aja). Note que ajas < 1 pois, do contrario, pelo Corolario (4.14), Ps
seria do tipo 1.

Suponha que K3 > 0, ou equivalentemente, o+ < 1+§y(1—a1a2). Sabemos
que 1 < P < v/t edai K3 < K3P. Da equagao (4.26), como todos os seus
termos exceto possivelmente K3P — K sao positivos, temos K3P — K4 < 0. Logo
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K3P < K,. Dai temos P < K,/Kj3 e, por transitividade, K, > K3 > 0. Assim, as
duas unicas raizes de r(z), 1 e K,/ K3 (raiz dupla), sdo positivas e P pertence ao
intervalo [1, K,/ K3]. Como lim, 1 r(z) = £00 e como 1 é raiz simples de r(z),
segue que r(x) possui um maximo local positivo em algum ponto xy € (1, K;/K3)
e que, neste ponto, r'(z9) = 0. Como '(z) = (Ksz — K4)(3K3z — (2K3 + K4)),
segue que xry = % Assim, basta exigir h(%) < K, para que se tenha
(4.29). Isto é o mesmo que

2
9—}(3(K3 — K4>2 < KQ

0 que equivale a

IK3vBE(y + Taw) (1 — 051042>'

(K3 — K4)2 < 1

(4.31)

Suponha agora que K3 < 0, ou seja, a; + 5 > 1+ 5(1 — a1ap). Afirmamos
que K4 > 0. De fato, como ajan < 1, temos a; + 5 > 1+ 5(1 —aaz) > 1. Logo,
8 >1— o e dai

Ki=v(l—as+af) >v(l —as+a(l —ay)) =v(l —ajas) > 0. (4.32)

Portanto, a raiz dupla K3/K, de r(x) é negativa e a outra raiz é 1. Pelos mesmos
argumentos do caso anterior, teremos, r crescente a partir de x = 1, e dai,
r(z) > r(1) =0 para todo x > 1. Como P € [1,v/7], e r é crescente, para se ter
r(P) < K, é suficiente ter r(v/7) < K. Mas,

()= (5= D(Ke= — Ky)?

= =D~ e = B) 71— ) — (v (1~ o + s5)))?

2
v
= W=7y +7a)(l — a1 = 5))*
Logo, r(v/1) < K, é equivalente a

;z(y - T)((’y + Ta2)(1 —aq — 5))2 < Vﬂf(w + 7'0(;)(1 — Oé1042)

TBE(L — ana)
2v(v — 1) (v + Tag)

TBE(1 — aran)
== fl< T\/QV(V —7)(y+ 1)

(]_—011—5)2<
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Como estamos supondo K3 < 0, que equivale a ay + 5 > 1+ %(1 —oag) > 1,
temos que r(v/7) < K se, e s0 se,

T6E(1 — )
Q1+ﬁ<1+7\/2y(y_7)(7+7@2)' (4.33)

Isto termina a demonstracao. [l

Da mesma forma que o discriminante de um polinémio de grau dois fornece
um critério para contar as raizes reais e complexas daquele polindémio, temos um
resultado analogo para polindmios de grau trés. Este é o contetido da Proposicao
(4.22), cuja demonstragao pode ser encontrada em [19].

Proposicao 4.22 Considere o polindomio cubico de coeficientes reais
p(z) = az’ + ba® + cx + d (4.34)

Seja
A = 18abed — 4b*d + b*c* — dac® — 27ad? (4.35)

Temos 0s sequintes casos:
e Se A >0, entdo p(x) tem trés raizes reais distintas.

e Se A =0, entao p(x) tem uma raiz miltipla e todas as suas raizes sao reais.

e Se A <0, entio p(x) tem uma raiz real e duas raizes complexas (nao reais)
conjugadas.

Defini¢ao 4.23 A constante A, € definida como sendo o discriminante (4.55)
do polinémio

g(u) = Ksu® + (K3 — K)u? + (K3 + By)éu+ (K3 — Ky + B(y + vas)) (4.36)

Iremos agora estudar a existéncia e estabilidade de P5 naqueles subconjuntos
do espaco de parametros que ainda nao haviam sido analisados, que correspon-
dem aquelas células da Tabela 4.2 onde nao consta conclusao alguma sobre Fs.
Utilizaremos fortemente as implicagoes topologicas dadas pelos Teoremas 2.26 e
2.27 do Capitulo 2. Consideramos apenas as regioes hiperboélicas do espaco de
parametros, isto é, as regioes onde todos os pontos de equilibrio sao hiperbdlicos.
Tal restricao nao traz perda de generalidade ao estudo, pois a uniao destas regioes
¢ um subconjunto denso no espaco de parametros, ja que as regioes sao definidas
por desigualdades estritas e suas fronteiras sao hipersuperficies de codimensao
um no espago de parametros. Considerando estas regides, a hipdtese (A1) do Ca-
pitulo 2 esté satisfeita. Como a hipotese (A2) também é genérica, podemos supor
que ela é valida. Veremos que os resultados nao irdao contradizer esta hipotese. A
partir dos resultados a seguir, concluiremos todas as solugoes do sistema em R?
convergem para um ponto fixo, o que garante que o sistema satisfaz a hipotese
(A3), de modo que podemos usar todos os teoremas do Capitulo 2, observando
também que o campo associado ao sistema (4.7) é de classe C'.
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Lema 4.24 Para todo € > 0, o paralelepipedo C. = [0,1] x [0,1] x [0,% + €] €
positivamente invariante pelo fluzo de (4.7) e, para todo p € R?., w(p) € nao-vazio,
compacto, conexo, invariante e estd contido em C..

Demonstracgao:

Inicialmente, observamos que os planos N P e I P sao invariantes e estao conti-
dos, respectivamente, em A(P,) e A(P;). Logo, precisamos nos preocupar apenas
com o subconjunto R de R dado por R={(N,I,P)eR3:N >0,1>0, P>
0}.

Para mostrar que C, é positivamente invariante, mostremos que o campo, em
cada ponto da fronteira de C, aponta para o interior de C,. A fronteira de C, que
nos interessa é dividida em quatro faces: C; = {1} x (0,1] x[0, Z+¢, Cy = (0, 1] x
{1} x[0,%24¢], C3 = (0,1] x (0, 1] x {£+¢€} e Oy = (0,1] x (0,1] x {0}. Os vetores
normais a C, Cy, C3 e Cy, apontando para fora de C,, sao, respectivamente,
n = (1,0,0), ny = (0,1,0), ng = (0,0,1) e ny = (0,0, —1).

Se (N,I,P) € Cy,entao N =1e 0 < I <1. Dai
(f(N,I,P),n;) = N(1 = N — a1l — ¢(P)) = N(—anl — ¢(P)) < 0.
Da mesma forma, se (N, I, P) € Cy, temos
(F(N,1,P),ns) = 6(1 — I — asN) = §(—asN) < 0

Se (N,I,P)e (s, entdio P=%+€e>0e0<N,I <1. Assim
(f(N,I,P),n3) :VI—’)/NP—TP:I/]—’}/NP—TZ =v(I—-1)—yNP <0
T
Finalmente, se (N, I, P) € Cy, entao P = 0 e dai

(f(N,I,P),ng) = —vI+~yNP+ 7P =—vI <0

Assim, em todos os casos, o campo calculado em um ponto da fronteira de
C. aponta para dentro de C,, o que mostra que uma solucao nao pode sair de
Ce, j4 que o campo é tangente a cada curva integral. Assim, C, é positivamente
invariante pelo fluxo.

Para mostrar que, para todo p € Ri, w(p) é ndo-vazio, compacto, conexo
e invariante, basta observar que em todo ponto (N,I,P) € Ri — C,, o vetor
f(N,I,P) aponta para C.. A demonstracao deste fato é anéloga & demonstragao
acima de que C, é invariante. Com isto, a semi-orbita positiva F;; de todo ponto
p € R} — C. esta contida em algum compacto de R%. Como C. ¢é invariante e
compacto, o mesmo acontece para os pontos p € C.. Pelo Teorema 1.15, segue o
resultado.

- 3
Finalmente, mostremos que w(p) C C. para todo p € R3.
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Considere a fungao Vi(N,I,P) = N e o aberto H; = (1,+00) x (0 + 00) x
(0, +00). Para todo (N, I, P) € Hy, temos

(VVi(N,I,P), f(N,I,P)) = N(1 =N —a;] — $(P)) < —a1] — $(P) < 0 (4.37)
Pelo Corolario 1.19, segue que w(q) N Hy = 0.

Analogamente, considerando Vo(N,I,P) = I e Hy = (0,+00) x (1 4+ 00) x
(0, 4+00), obtemos do Corolario 1.19, que w(q) N Hy = 0.

Como C, é invariante, resta mostrar que w(q) N H3 = () para os pontos ¢ do
aberto Hy = (0,14 1r) x (0,1 +7) X (£ +¢,+00), onde 7 > 0 é qualquer (temos
que considerar os intervalos abertos (0,1 + r) para cobrir as regides onde N = 1
ou I = 1, que nao foram cobertas). Considere a funcao V3(N, I, P) = P. Para
todo (N, I, P) € Hs, temos

I 1 1
v <V( +T)<V( +T):Z+£<Z+E<P (4.38)
YN+7  AN+7 T T T T

T€ , T€ , )
desde que r < —. Assim, tomando r < —, (4.38) se verifica, e daf
v v

vl < P(YN +71) = (V3(N,I,P),f(N,I,P))=vI—~yNP—1P <0

para todos pontos em Hz. Logo, pelo Corolario 1.19, segue que w(q) N Hz = ()
para todo q € Hj.

Como provamos que w(q) # 0 para todo ¢ € R%, concluimos que se ¢ €

H; U Hy U Hs, entdo w(q) C C., pois, se w(q) N H; # () para algum i = 1,2, 3,
entdo, como H; é aberto, existe ¢ = ¢(t',q) € H;, com t' > 0. Dai, pelo que
provamos, w(q') N H; = (), o que contradiz o fato w(q) N H; # () que haviamos
suposto, pois w(q') = w(g). Como C. é invariante, concluimos que também
w(q) C C¢ para todo ¢ € C.. Isto termina a demonstragao. O

Com o Lema (4.24), temos que todas as trajetorias em Ri tem seu con-
junto w-limite em C,. Isto nao é suficiente para provar que todas elas convergem
para algum ponto de equilibrio, pois seu conjunto w-limite pode ser uma orbita
periddica ou um atrator estranho, ambos contidos em C.. Como estamos tra-
balhando somente na regiao hiperbolica do espago de parametros, nao podem
ocorrer atratores estranhos. Numericamente, verificamos que nao ha nenhuma
Orbita periddica (este fato ndo foi verificado analiticamente). Assim, podemos
enunciar o proximo resultado.

Teorema 4.25 Todas as solugoes de (4.7) iniciando em R‘i convergem para um
dos pontos fixos P;, i =1,2,3,4,5.

Satisfeita a hipotese (A3), podemos aplicar os resultados do Capitulo 2 sobre
bacias de atracdo e chegar a uma andlise qualitativa completa do sistema (4.7).
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Teorema 4.26 Sobre a existéncia de Ps em Ri e sobre a andlise de sua estabi-
lidade, temos os sequintes casos:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Suponha que ag < 1, ag + ¢(v/7) <1 e ag < 0. Entio hd duas possibilida-
des: ou existem exatamente trés pontos Ps em Ri, dois estdveis e o outro
do tipo 1, sendo sua variedade estdavel a fronteira entre as bacias de atrac¢ao
dos dois primeiros; ou entao, eriste apenas um ponto Ps em Ri, o qual €
estavel.

Suponha que ag < 1, ag + ¢p(v/7) <1 e ag > 0. Entao hd duas possibilida-
des: ou existem exatamente dois pontos Ps em Ri, um estdvel e outro do
tipo 1, sendo a variedade estdavel do sequndo a fronteira entre as bacias de
atracao do primeiro e do ponto Py; ou nao existe nenhum ponto Ps em Ri.

Suponha que ag > 1, aq + ¢(v/7) < 1 € aqae < 1. Entdo hd duas possibi-
lidades: ou existem exatamente dois pontos Ps em ]R‘L um estdvel e outro
do tipo 1, sendo a variedade estdvel do sequndo a fronteira entre as bacias

de atracao do primeiro e do ponto P»; ou nao existe nenhum ponto Ps em
R3 .
_l’_

Suponha que as < 1, oy < 1, a1 + ¢(v/7) > 1 e a9 < 0. Entao hd duas
possibilidades: ou existem dois pontos Ps € R3 | um estdvel e outro do tipo
1, e neste caso a variedade estdvel do sequndo € a fronteira entre as bacias

de atracao do primeiro e do ponto Py; ou nao existe nenhum ponto Ps em
R3.
Jr

Suponha que cs < 1, oy < 1, a1 + ¢(v/7) > 1 e a9y > 0. Entdao existe
somente um ponto Ps € Ri, que € do lipo 1, e sua variedade estdvel é a
fronteira entre as bacias de atracdo do primeiro dos ponto Py e Pj.

Demonstragao:

(1)

Considere as hipdteses ay < 1, a3 + ¢(v/7) < 1 e a9 < 0. Observamos
que neste arranjo de parametros nenhum dos pontos fixos do sistema que
estao em Ri é estavel, exceto possivelmente P5;. Portanto, como todas as
solucoes em R:i convergem para um ponto de equilibrio, devera existir pelo
menos um ponto P; em R? e este devera ser estavel. Suponha inicialmente
que K3 > 0. Lembrando que K3 — Ky + B(y + vas) = ap, vamos mostrar
que o nimero de mudancas no sinal dos coeficientes do polinémio g(u) =
K3u® + (K5 — Ky)u? + (K5 + vy)&u+Eag € 040, = 3. Inicialmente, note pelo
Lema 4.19, que h(1) = %> 0 e que h(v/7) = (v + c27) (o1 + ¢(v/7) —
1) < 0. Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe P* € (1,v/7)
tal que h(P*) = 0. Pela Proposicao 4.17, P* ¢ raiz da equacao (4.16).
Dali segue que K3P* — K; < 0. Como K3 > 0 e P* > 1, segue que
K3 — K4 < 0. O terceiro coeficiente de g(u), K3 + 3, é positivo, pois
K3 +~6=~(1—a;)+ 7(1 — ajaz). Portanto, os sinais dos coeficientes de
g(u) sao + —+— e daf dg4¢,) = 3. Neste caso, se A, > 0, entdo g(u) nao tem
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(i)

raizes complexas e necessariamente tem trés raizes reais positivas. Estas trés
rafzes dao origem a trés pontos Ps. Ou estes trés estao em Ri ou apenas um
deles. De fato, se dois deles estiverem, como comentado acima, um deve ser
estavel. O segundo deles nao pode ser estével pois isto requeriria a existéncia
de um terceiro, do tipo 1, que estaria na fronteira entre as bacias dos dois
primeiros. O segundo também nao pode ser instavel, pois, neste caso, seria
do tipo 1, e dai sua variedade estavel seria parte da fronteira da bacia de
atra¢io do primeiro, logo existiria um subconjunto aberto de R? que néo
estaria na bacia de atragdo de nenhum ponto estavel. Se A, < 0, g(u)
tem duas raizes complexas e uma raiz real u positiva, a qual corresponde
a raiz P* de h, que d4 origem ao tnico ponto Ps em R?, o qual deve ser
estavel. Suponha agora que K3 < 0. Note entdo que h(1) = v > 0,
h(v/T) = (v + agT)(a1 + ¢(v/7) — 1) < 0 e que h(4+00) = — K3y > 0. Logo
existem P* € (1,v/7) e P** > v/7 tais que h(P*) = h(P**) = 0. Logo g(u)
possui pelo menos duas raizes reais positivas. Mas como K3 < 0, temos
K3 — K, <0, e dai os sinais dos coeficientes de g(u) sdo — — +—, portanto
dgwy = 2. Assim, g(u) possui exatamente duas raizes reais positivas. Uma
delas, correspondente a raiz P* € (1,v/7) de h(z), d4 origem ao tnico
ponto Ps em R?. A segunda delas, corresponde a raiz P** > v/7 de h(x)
e, portanto, nao da origem a um ponto P; em R?.

A demonstragao segue as mesmas idéias do item anterior. Note inicialmente
que, por enquanto, P, é o tnico equilibrio estavel em Ri. Se algum outro
Ps estiver em R? e for estavel, teremos duas bacias de atracdo, dai devera
existir outro, do tipo 1, cuja variedade estavel serd a fronteira entre as
bacias. Por outro lado, se algum outro Ps estiver em R? e for instavel,
sabemos que deverd ser do tipo 1, e dai sua variedade estavel sera parte
da fronteira da bacia de atracao de Py, logo devera existir um outro ponto
estavel em R3. O estudo das raizes de g(u) e h(z) confirma esta previsao.
De fato, suponha inicialmente K3 > 0. O sinal de K3 — K, pode ser +.
Ja K3+ B e ag sdo positivos. Dai os sinais dos coeficientes de g(u) sdo
+ & ++. Logo, d4) = 0 ou 2. Dai, ou g(u) ndo tem raizes reais positivas
ou tem exatamente duas. Se ocorre a primeira possibilidade, entao nenhum
Ps estda em R3. Se ocorre a segunda, entdo, pelos argumentos topologicos
acima, ou cada uma delas d& origem a um ponto Ps; em ]R{i ou nenhuma
delas o faz. Suponha agora que K3 < 0. Entao os sinais dos coeficientes
de g(u) sdo — + ++. Daf dy4¢,) = 1 e, portanto, g(u) tem exatamente uma
raiz real positiva. Assim, h(x) tem uma tnica raiz maior que 1. Mas, como
h(v/T) = (v + o) (a1 + ¢(v/7) — 1) < 0 e h(oo) = _TKf*’ > 0, esta raiz é
maior que v/7, de modo que nenhum Ps estd em R3 .

Suponha que valham as hipoteses e K3 > 0. Entao K3+ 8y > 0 e qp =
K3 — Ky + B(y + vas) = v(1 — a1) + v(ag — 1) > 0. Dai os sinais dos
coeficientes de g(u) sdo + £ +4. Logo dg4) = 0 ou 2. Portanto, g(u) tem
zero ou duas raizes reais positivas. No primeiro caso, Ps ¢ Ri. No segundo
caso, suponha que uma das raizes dé origem a um ponto P; em Ri. Se este
ponto Ps for estavel entao temos duas bacias de atracao, pois P é estéavel,
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Obs:

dai deve existir outro ponto P5 do tipo 1 em Ri, cuja variedade estavel é a
fronteira das bacias. Por outro lado, se o ponto Ps em Ri originado da raiz
positiva de g(u) for do tipo 1, sua variedade estével passa a ser fronteira da
bacia de atracao de P, logo deve existir outro ponto Ps; estavel, para que
as solugoes que nao comecem na bacia de P, convirjam para um equilibrio.
Suponha agora que as hipoteses sao satisfeitas e que K3 < 0. Entao os
coeficientes de g(u) tem sinais — £ ++, logo dy¢,) = 1. Assim, g(u) possui
exatamente uma raiz real positiva e dai, h(z) possui exatamente uma raiz
real maior que um. Mas h(v/7) = (v + ao7)(a1 + ¢(v/7) — 1) < 0 e
h(oo) = ’71(3 > 0. Logo h(x) nao possui raizes no intervalo [1,v/7], de
modo que Ps ¢ RY.

Demonstraremos os itens (iv) e (v) baseando-nos na analise das combinagoes
resultantes dos casos K3 < 0 ou K3 > 0 e ag < 0 ou aqp > 0, com as
hipoteses comuns oy < 1, iy < 1 e oy + ¢(v/7) > 1. Temos que K3+ v =
v(1—a1)+7(1—ajas) > 0. Ainda, como K; = v(1 —ay+az) > 0, temos
que K3— K, < 0 quando K3 < 0. Notamos também que, como consequéncia
da hipotese, temos h(%) = (v + ao7)(oq + #(%) — 1) > 0. Diante disto,
escrevendo + para valores positivos e — para valores negativos, temos a
Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Escrevendo + para valores positivos e — para os valores negativos,
para contar as raizes de g(u) e h(z), iremos aplicar a Regra dos Sinais de Descartes
e o Teorema Valor Intermediario.

K3 Kz — Ky | K3+ By | a0 | Sgeu h(1) = 7758 | M%) | h(co) = —=s
apg<0e K3>0 + + + — 3oul + + —
ag<0e K3<0 - - + - 2 + + +
apg>0e K3 >0 + + + + | 20u — + —
ag>0e K3<0 - - + + 1 - + +

(iv)

Com base nos resultados da Tabela 4.3, analisemos a existéncia de raizes
de g(u) e de h(z) em cada caso.

Suponha que as > 1, a1 < 1, ay + ¢(v/7) > 1 e ag < 0. Mostraremos
primeiro o resultado para K3 > 0, quando, g(u) tem 3 ou 1 raizes reais
positivas, e h(x) tem uma raiz maior que 2. Se g(u) tiver apenas uma raiz
positiva, ela corresponde a raiz de h maior que ?. Neste caso, P5 ¢ Ri.
Se g(u) tem trés raizes positivas, uma delas corresponde a raiz de h ja
citada, e as outras duas, ou correspondem a duas raizes de h no intervalo
(1,%), ou correspondem a duas raizes de h maiores que %, pois os valores
de h nos extremos 1 e £ impedem que apenas uma raiz esteja entre os
mesmos. Neste caso, ou as duas raizes originam dois pontos Ps; em R?,
ou nao originam nenhum ponto Ps. Caso existam dois pontos Ps em Ri,
se um deles for estavel, o outro devera ser do tipo 1 e vice-versa, o que
prova nossa afirmac¢ao. Fagamos agora o caso K3 < 0, quando g(u) pode
ter zero ou duas raizes positivas. Se g(u) ndo possui raizes positivas, entao
Ps ¢ R3. Se g(u) possui duas raizes positivas, da mesma forma que no
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caso anterior, ou as duas dao origem a duas raizes de h no intervalo (1, %),
ou correspondem a duas raizes de h maiores que 2. De maneira analoga,

chegamos ao resultado.

(v) Seas > 1, q <1, s + ¢p(v/7) > 1 e ap > 0, entdo P, estd em R? e é
estavel, juntamente com P,. Portanto, deve existir pelo menos um ponto P
em Ri, do tipo 1, de modo que sua variedade estavel seja a fronteira entre
as bacias de atracao de P, e P;. Segue dai que h tem um raiz no intervalo
[1,%]. Se K3 > 0, da tabela, vemos que h tem outra raiz, maior que %.
Deste modo, g deve ter exatamente 2 raizes. Como uma raiz de h é maior
que £, segue que apenas uma raiz de g da origem a um ponto P5 em Ri,
o qual é do tipo 1, como ja haviamos mencionado. Finalmente, suponha
que K3 < 0. Entao, pela tabela, g(u) possui exatamente uma raiz, a qual
corresponde a raiz de h no intervalo (1,%), de modo que existe apenas um

ponto Ps em RY. O

Com este ultimo Teorema, preenchemos as lacunas deixadas na Tabela 4.2,
e temos agora uma descri¢ao completa do espaco de parametros (em sua regiao
hiperbolica, que é densa no mesmo espago de parametros): dados valores positivos
para os parametros oy, oo, 0, v, v, T, B e £, existe exatamente uma célula da
Tabela 4.4 que corresponde a estes valores em conjunto, de modo que é possivel
determinar quais pontos fixos estarao em Ri bem como a estabilidade de cada
um deles.

100



A 1 odny §7 INERE INERE

[9AR)SO &7 [oARYSO &€ [PARYSD &

[9AR)S9 S [oAR)SO & 1 odry &7 [9AR)SD &€
RERA A1 ody 7g IR <™
0< O 0> o

dT10dn 7 T
A1 odn 4 AT10odn 47 1 [oAR)So & T NP
[oAR)S? & [oARISe € [oAR)S? &€ [oARIS? &€ [oARISe €
SIOAR)SO &f I odny &g [ odny &g rodny | 1< (¢/2)p+ 10
RERA [PAR1S9 T RENA RENA >
0< O 0> 0o
d1odn 47 1 d1odn 471 d10dn 57 1
TP | AT | LAY | PARSOT T | PP | ARSI T | AR 4T T
T odny &g T odny &g T odny &g T odny tg T odny &g T odny &g T odny &g T odny &g
[oARYSO &f [oARISO & [oARISO & 1 odny &7 1 odny &7 1 odry &g Todnégy | 1> (/)¢ +
WP WP | NP | wawse Ty | eavise Ty | TNB'd RER 1>
I < %'lo 1> ¢lo 0< O 0> 0o
[9ARYS9 & - T < %O 1odnn ey -1> %

"R[N[9D CUISOUIL BU SIOAR)SY sojuod
SOp okdeIR 9P SRIdR( SB 9IYUS RIIDIUOIJ © 9 [9AR)S9 apepalIea e(no sojuod sojenbe eorpur ered J eIl y "se[ned se sepo) 1od 0119qod

9 owsaw 0 9 ‘soxjowrered ap odedss op oerdos ewin e 9puodsorIod BR(R) BP RN[@I BPR) - SOXY sojuod SOp 9pepIqrIsy ' PR,

101



Observando a Tabela 4.4, vemos que em algumas células, consta apenas um
ponto de equilibrio estavel. Portanto, quando os parametros corresponderem
aquela célula, todas as solugoes irao convergir para o equilibrio estavel correspon-
dente.

Em outras células, pelo contrario, vemos que ocorre o fenomeno da biestabili-
dade, isto é, existem dois pontos fixos estaveis, como na terceira célula da segunda
linha, quando Py e Pj sao estaveis. Neste caso, existirao solucoes convergindo para
Py e outras convergindo para Ps.

Do ponto de vista biologico, ¢ interessante observar que em cada um destes
cenérios que apresenta biestabilidade, um dos atratores é mais favoravel a es-
pécie N e o outro atrator é mais favordvel a I. Na quarta célula da primeira
linha, por exemplo, Py é um atrator mais favoravel a N, ji que corresponde a
coexisténcia sob baixa concentracao da fitotoxina, e Ps é o atrator favoravel a I,
pois corresponde a coexisténcia sob alta concentracao da fitotoxina. Ainda neste

L . . _ _ 1—
cendrio, se analisarmos as coordenadas de P, = (1£a?é27 1ia‘i‘fm, 7(1_;1’)(”‘()‘1210{1@2))
_ (l—a1—¢(P) l—asta2¢(P) v(l—as+az9(P)) 4
e Ps = ( oras ' Toaies ,7(1_a1_¢(P))+T(1_a1a2)), vemos que P, é o atrator

mais proximo do ponto P, = (1,0,0) (que corresponde a existéncia apenas de N),
pois ¢(P) > 0. Da mesma maneira concluimos que Ps é o equilibrio estavel mais
proximo de Py = (0,1,v/7).

Desta forma, podemos dizer que em todos os cenarios nos quais o sistema
apresentar biestabilidade, uma das bacias de atracao sera favoravel a N e a outra
serd favoravel a I. Observando mais uma vez a Tabela 4.4, vemos que em todos
os cendrios, exceto dois apenas, o equilibrio estavel favoravel a N hora serd P,
hora serd P,. A excecao ocorre na segunda coluna das linhas 1 e 2, quando um
dos pontos Ps é favoravel a N. Ja os pontos favoraveis a I serao sempre ou P
ou Fs.

Diante destas consideracgoes, e com a Tabela 4.4 em maos, podemos ter um
pouco de intui¢do sobre o coeficiente ag = y(1 — o) + 7(1 — aqa) + v(ag — 1).
Observe que, mantendo os demais parametros constantes, todas as transicoes
de ayp > 0 para ag negativo prejudicam a espécie N. De fato, na transicao da
primeira linha, Py, que era estavel, deixa de estar em Ri e da lugar a Ps, estavel,
o qual vimos que é menos favoravel a N do que P;. Na segunda linha ocorre a
mesma, coisa. Na terceira linha, o que muda é o ponto na fronteira das bacias
de atracao de P, e P3. Quando ag > 0, este ponto de fronteira é Ps, o qual esta
proximo de P3. Quando ag se torna negativo, o ponto de fronteira passa a ser Py,
que como, vimos, estd mais proximo de P, do que o ponto Ps anterior. De certo
modo, se supormos que a curvatura da fronteira nao se altera, esta transicao na
terceira linha desloca a fronteira entre as bacias em dire¢ao a P, ou seja, diminui
o tamanho da bacia de atracao de P,. Agora, notamos que 27:2 =—7—Tay <0.
Assim, se I aumenta sua competicao, ag diminui, o que confirma a intuicdo de
que um decrescimento em ag é prejudicial a N. Ainda, d,,a9 = v — 7y > 0 pois
7 é muito menor que v e a; ou esta entre 0 e 1 ou é pouco maior que 1 apenas.
Assim, um acréscimo em s acarreta um acréscimo em ag, ou seja, ag aumenta
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se N passa a competir mais.

Podemos concluir que o elo entre a estabilidade dos pontos favoraveis a IV,
P, ou P, ou Ps, esta relacionado com a pressao competitiva que a espécie nativa
exerce (aw). Se ela for boa competidora (g > 1), P é estével e ndo Py, de modo
que ha a possibilidade dela eliminar a invasao. Se a mesma espécie competir
fracamente, porém alguma outra condi¢ao nos parametros lhe for favoravel (oo <
1 e ag > 0), ocorre o contrario, de modo que P, é estavel. Por fim, se até esta
condicao favoravel for retirada, ou P5 serd estavel ou nao haverd ponto estavel
favoravel a N.

A ligacao entre a estabilidade dos equilibrios P3 e Ps, favoraveis a I, é feita
pelos parametros relacionados a sua pressao competitiva e eficiéncia da toxina:
Em cada uma das transi¢oes de a; + ¢(%) > 1 para a; + ¢(%) < 1, P3, que era
estavel, perde sua estabilidade e, ou um dos P;5 se torna estavel, o que ainda é
favoravel a I, ou nao ocorre biestabilidade, e a bacia desaparecera. Isto é ruim
para a invasora, porque as solucoes necessariamente irao para pontos P, ou FPj,
0 que é um insucesso maior para esta espécie. Portanto, relacionamos, desta vez,
a segunda regiao referida acima com a espécie invasora.

Vemos entao que toda transicao dos parametros do sistema entre dois cenéa-
rios que apresentam biestabilidade, ird apenas “deslocar” o ponto terminal das
trajetorias, nao alterando a regiao onde esta trajetoria estara contida.

Iremos dizer que estas duas regioes serao, a primeira, a bacia de
atracao favoravel & nativa e a segunda, a bacia de atracao favoravel a
invasora.

O préximo passo, entdao, é determinar a influéncia dos parametros sob o ta-
manho das bacias de atracao nos cenarios em que ocorre biestabilidade.

4.5 A influéncia dos parametros sobre as bacias
de atracao

Nesta secao faremos um estudo da influéncia de cada parametro do modelo
sobre o tamanho e forma das bacias de atracao nos cendrios de biestabilidade.
Tal estudo é importante pois pode fornecer estratégias de controle que aumentem
ou diminuam as bacias de atracao de um determinado ponto de equilibrio. Por
exemplo, se pudermos influir sobre uma caracteristica da espécie nativa que é
descrita por um dos parametros, podemos estudar se o aumento no valor deste
parametro ird aumentar ou diminuir a bacia de atracao do ponto favoravel a ela,
e entao com base na resposta, tomar as medidas convenientes.

Para realizar este estudo, procedemos da seguinte maneira:

(i) Fixamos valores para os parametros que correspondam a um cenario que
apresente biestabilidade e seja interessante do ponto de vista biologico;
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(ii) Escolhemos o parametro a ser estudado;

(iii) Determinamos outros dois valores para o parametro escolhido, um menor
que o fixado no item (i) e outro maior, tomando o cuidado para que a mu-
danca de um valor para outro nao acarrete em uma bifurcacdo no sistema;

(iv) Para cada um dos trés valores do parametro escolhido, determinamos gra-
ficamente as bacias de atracao dos dois equilibrios;

(v) Observando os gréficos, analisamos a influéncia do parametro sobre o ta-
manho e forma das bacias, isto é, qual bacia aumenta com o aumento no
valor do parametro e etc.

Apresentaremos inicialmente o método que utilizamos para realizar as simu-
lagoes numéricas do item (iv). Em seguida, apresentaremos os cenérios do espaco
de parametros escolhidos e os resultados que obtivemos e sua discussao.

4.5.1 O método numérico

Para o sistema estudado, devido aos seus autovalores, nao foi possivel determi-
nar as bacias de atracao usando o método do Capitulo 3, onde determinamos a va-
riedade estavel que era a fronteira entre as bacias. A dificuldade foi consequéncia
do sistema deste capitulo possuir trés dimensodes. A variedade estavel que forma
a fronteira entre as bacias é uma superficie de dimensao dois. Imagindvamos que,
ao integrar, para tempo negativo, varias solugoes na variedade estavel em torno
do ponto da fronteira, teriamos um bom esbog¢o da variedade estavel. Contudo,
devido a um dos autovalores estaveis do ponto da fronteira apresentar moédulo
muito maior que o outro autovalor estavel, todas as trajetorias reversas seguiam
na direcao do autovetor associado autovalor de maior médulo, mesmo aquelas que
iniciavam muito proximas da direcao do outro autovetor. Deste modo, o esboco
ficou muito prejudicado e nao nos forneceu uma boa visualizagao da fronteira das
bacias. Na Figura 4.1, vemos um exemplo disto. Este problema relacionado ao
modulo dos autovalores ja é conhecido hé algum tempo [14]. Como comentado
também em |[6], para sistemas ndo-lineares de dimensao maior que dois, a de-
terminacao das bacias de atracao, por meio das variedades estaveis que formam
a fronteira, requer métodos eficientes para obter as variedades estaveis. Muito
se tem feito nesta direcao. Citamos, como referéncia, os trabalhos de Osinga e
Guckenheimer, que usam técnicas distintas [21, 14].

Para contornar o problema e estudar as bacias de atracao, implementamos
em C + + um programa que efetua alguns cortes das bacias de atragao e os
fornece graficamente (veja o codigo no Apéndice 2). O procedimento adotado
estd descrito a seguir.

O conjunto no espaco de fase ]Ri que contém todos os pontos fixos é o pa-
ralelepipedo C' = [0,1] x [0,1] x [0, %]. Em cada simulacdo, a fim de uma boa
visualizacao, efetuamos quatro cortes em C, paralelos ao plano NI. Os cortes
tem a mesma distancia vertical um do outro. Sao eles
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Figura 4.1: Tlustragdo do método do Capitulo 2 aplicado ao modelo deste Capitulo.
Inicialmente (& esquerda), pelo método das aproximagcoes sucessivas, determinamos uma
superficie que ¢é localmente, uma aproximacao da variedade estavel e tomamos alguns
pontos nesta superfie, em torno do ponto de equilibrio, como condicoes iniciais. Em
seguida (ao meio), utilizando o método da trajetoria reversa, integramos o sistema,
para tempo negativo, com condigao inicial em cada um dos pontos tomados. Ao final (a
direita), todas as solugdes seguiram a mesma trajetoria da solugdo iniciando na direcdo
do autovetor associado ao autovalor negativo de maior médulo, exceto, apenas, aquelas
que iniciaram exatamente na direcao do autovetor associado ao outro autovalor negativo.
Assim, obtivemos apenas duas trajetoérias na variedade estavel, o que ndo nos fornece
um esboco representativo para o estudo das bacias de atracao.

e Cyp=1[0,1] x [0,1] x {0};

oCﬁ:mJMQQHx{éj
.@zmyxm@w{%h

.@:muxpuxé}

Cada corte C; determina um quadrado no plano z = ji =2z,7=0,1,2,3.
Para cada valor de z = z; fixado, divide-se aregiao 0 < N < 1,0 <[ <lez =z
em uma rede quadrada 100x100 e integra-se o sistema dez mil vezes, cada vez
com condicao inicial em um dos quadrados da malha. Ao final de cada integracao
associa-se um numero ¢ a posicao final daquela solucao, correspondente ao ponto
fixo P, para o qual aquela solucdo convergiu. Ao plotar, associa-se uma cor a
cada ponto. Colocamos preto para a regiao das condic¢oes iniciais que convergem
para o ponto favoravel a I e branco para as que convergem para o ponto favorével
a N. Assim, cada um dos quatro cortes estava dividido em duas regides. Uma
de cor preta, correspondente a secao transversal da bacia de atracao favoravel
a I, e outra de cor branca, correspondo a secao transversal da bacia de atracao
favoravel a N. Na Figura 4.2, podemos ver uma ilustracao do resultado final
deste método.
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Figura 4.2: Tlustracao do resultado final do método, com os quatro cortes transversais
ao paralelepipedo C' = [0,1] x [0, 1] x [0, ¥], paralelos ao plano NI. Em cada corte, a
regido em preto representa as condigcoes iniciais que estdo na bacia de atragao favoravel
a I, que neste exemplo, é a bacia de atracdo do ponto P3 = (0,1,%). A drea em branco
representa as condigoes iniciais que convergiram para P, = (1,0,0), favoravel a N.
Podemos ver, na fronteira de um dos cortes, o ponto Py, cuja variedade estavel é a
separatriz entre as bacias de P e Ps.

Para efetuar a integracao numérica das equagoes do sistema, utilizamos o
método Runge-Kutta de 4a ordem, que, para um sistema da forma

Z_i = f($>y>
é dado por
k1 hf (s Yn);
ky = hf($n+%7yn+kg_l)§
ks = hf(xn+%7yn+kg_2)§
l{?4 = hf(ﬂfn + h, Yn + k’g);
Ynt1 = Yn+ (k1 + 2ky + 2ks + ky) + O(RP).

4.5.2 Os cenarios no espaco de parametros

Para realizar as simulagoes numeéricas e estudar a influéncia dos parametros
do sistema, consideramos os mesmos em regides do espaco de parametros (que
chamamos de cenarios) onde o sistema apresenta biestabilidade. Realizamos as
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simulagoes em trés cenarios de biestabilidade distintos. Em cada um deles, es-
tudamos a influéncia de alguns parametros do sistema sob as bacias. Poucos
parametros do sistema tém seu valor estimado na literatura. Em [34], afirma-se
que, para as espécies Festuca idahoensis (nativa) e Centaurea maculosa (inva-
sora), os valores de v estao entre 0,3 e 0,5, os de 7 entre 0,05 e 0,09 e os de ¢
entre 0,6 e 1,2. Os valores assumidos pelos parametros, quando nao dentro des-
tas faixas, foram postos muito proximo das mesmas. Os cenarios escolhidos, os
parametros estudados em cada cenério e os valores que os parametros tomaram
em cada simulagao estao relacionados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Cenarios da Tabela 4.4 nos quais a influéncia dos parametros sob o tamanho
das bacias de atracao foi estudada e valores dos parametros em cada simulacao.

Equilibrios Estaveis Valores dos Parametro Valores do
(cenario na Tabela 4.4) parametros fixos estudado parametro estudado
Pgepg (1121,2,0[22172,6:1,1/:0,5 720,01,7’20705
Linha 3, Coluna 2 v=0,8,5=0,19, £ =0,02 T eT=0,3
Pgepg 041:172,0[2:1,2,6:1 V:071,V:0,5
Linha 3, Coluna 2 v=0,8, 7=0,05 =0,19, £ = 0,02 v er=20,9
P4€P3 a1:079,5=1,V:0,5 a2:0,82,a2=0,9
Linha 2, Coluna 3 v=0,8,7=0,055=0,39, (=1 o e as =0,99
P46P3 041:0,9,0[2:0,9,V:0,5 51075,5:1
Linha 2, Coluna 3 ~v=0,87=0,055=0,39 =1 ) ed=2
Pie P a1 =0,9, a5=0,9,6d=1,vr=0,5 v=0,4,7v=0,8
Linha 2, Coluna 3 7=0,055=0,39, =1 y ey=13
Pye Ps a1 =0,70,=1,2,0=1,v=0,5 £=0,1,£=0,3
Linha 1, Coluna 6 v=0,8, 7=0,05 6=0,3 13 e&=0,5
P26P5 a1:077,a2:1,2,5:1,1/:0,8 ﬂ:0,262,5:0,275
Linha 1, Coluna 6 v=0,3,7=0,05£=0,3 B e =0,3

A seguir, apresentamos e analisamos os resultados de cada simulacao. As
figuras correspontes as simulacoes estao na subsecao seguinte as discussoes.

O cenéario I - P, e P; estaveis

O primeiro dos cenérios que surge naturalmente é aquele correspondente a
competicao forte, descrito na segunda coluna da terceira linha da Tabela 4.4.
Este cenario é caracterizado no espaco de parametros pelas desigualdades a; > 1,
as > 1, e ag < 0. Os equilibrios estaveis sao P, favoravel a N, e P, favoravel
a I. A fronteira entre as duas bacias ¢ a variedade estavel do ponto P,;. Do
ponto de vista biologico, é natural considerar este cenario pois ele corresponde ao
anico cenario de biestabilidade no modelo sem fitotoxina, estudado no Capitulo
3. Naquele estudo, vimos que quanto maior for a taxa de competicao de uma
espécie maior serd a bacia de atracao do ponto favoravel a ela. Vimos também
que o parametro ¢ influencia na curvatura da fronteira entre as bacias. Agora,
além de competir fortemente, a espécie [ dispoe de uma vantagem a mais, a
producao de uma fitotoxina inibidora do crescimento da espécie N, o que deve
diminuir as chances da sobrevivéncia da mesma, que também compete fortemente
pelos recursos.
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Neste cenério, iremos analisar a influéncia dos parametros 7, que é a taxa de
decaimento da fitotoxina, e v, que é a taxa de produgdo da fitotoxina. Biologi-
camente, as questoes podem ser postas como: o que acontece com a chance de
sobrevivéncia de cada espécie quando se aumenta a taxa de decaimento da fito-
toxina? E o que acontece quando se aumenta a taxa de producao da fitotoxina?

Influéncia do parametro 7

Para analise da influéncia do parametro 7 fixamos os valores dos parametros
conforme a primeira linha da Tabela 4.5. Para 7, tomamos como base o valor
7 = 0,05. Nestas condigoes, temos ag = —0,082. Apo6s determinarmos as bacias
de P, e P; usando o método descrito acima, efetuamos novas simulagoes, mudando
os valores de 7 para tau = 0,01 e tau = 0, 3, conforme a primeira linha da Tabela
4.5.

Observando a Figura 4.3, vemos que um aumento no valor de 7 acarreta num
aumento da &rea branca, que corresponde a bacia de atracao de P,, favoravel a
N. Portanto, os resultados confirmam o que ja era esperado do ponto de vista bi-
ologico: se a fitotoxina decai rapidamente no ambiente, a chance de sobrevivencia
de N ¢ maior.

Influéncia do parametro v

A fim de investigar a influéncia do parametro v, fixamos os valores dos pa-
rametros conforme a segunda linha da Tabela 4.5 e fizemos trés simulacoes com
diferentes valores para v, que assumiu os valor v = 0,1, v = 0,5 e v = 0.9. Os
resultados podem ser vistos na Figura 4.4. Vemos que um aumento em v, a taxa
de producao da fitotoxina, acarreta num aumento da bacia de atracao de Ps.
Vemos ainda, que o aumento é bem consideravel nos niveis de toxina nao nulos.

O cenario IT - P, e P; estaveis

O segundo cenério considerado ¢ aquele correspondente a terceira coluna da
segunda linha da Tabela 4.4. Neste cenério temos as < 1, a3 < le a1 +¢(v/7) >
1, de modo que Py, favoravel a N, e Pj, favoravel a I, sao estaveis.

Neste cenario, a competicao interespecifica entre as espécies é baixa, de modo
que se nao houvesse a producao de fitotoxina, este cenario teria apenas um equi-
librio estavel, o ponto P;. Contudo, quando analisamos a estabilidade de P,
vimos que a producao da toxina é um recurso valioso para a espécie I, pois,
mesmo competindo fracamente, ela pode eliminar a espécie N, com auxilio do
efeito nocivo da toxina. Assim, este é um importante cenario do modelo, ja que o
mesmo apresenta biestabilidade exclusivamente devido a caracteristica que o di-
fere do modelo do Capitulo 3, a insercao da equacgao e dos termos correspodentes
a fitotoxina.

Sendo assim, analisamos, neste cenario, o efeito de trés parametros sobre o
tamanho e forma das bacias de atracao de P, e P5. Inicialmente, analisamos a
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influéncia de as e de 9. No Capitulo 3, isto foi feito no cenério de competicao
forte. Agora, num modelo com uma equacao a mais e neste novo cenario de bies-
tabilidade, podemos nos perguntar se a influéncia destes parametros é a mesma
que vimos ser no Capitulo 3.

Em seguida, por se tratar de um cenario onde a presenca da fitotoxina torna
possivel a extincao da espécie N, analisamos a influéncia da taxa de absorcao da
fitotoxina pela espécie N, descrita pelo parametro ~.

Influéncia do parametro a»

Para analisar a influéncia do parametro as, realizamos trés simulagoes, com
os valores dos parametros conforme a terceira linha da Tabela 4.5.

Na Figura 4.5, temos os resultados destas simulacoes. Podemos concluir que
um aumento na pressao competitiva de N, as, acarreta num aumento da ba-
cia de atracao do ponto de coexisténcia P, que neste cenério é favoravel a N.
Comportamento idéntico ao modelo sem a fitotoxina.

Vemos, contudo, que a mudanca é pouca quando o nivel inicial da fitotoxina
aumenta.

Influéncia do parametro o

As simulacoes para estudo da influéncia do parametro ¢ foram feitas com os
valores dos parametros descritos na quarta linha da Tabela 4.5.

A Figura 4.6 exibe os resultados destas simulagoes. Podemos ver que o para-
metro 0 influencia na curvatura da fronteira entre as bacias de atracao. Quando
0 > 1, a projecao da fronteira nos planos horizontais z = z; tem curvatura po-
sitiva, e quando 0 < 1 ocorre o contrario. Este comportamente é semelhante
a0 visto no modelo sem a fitotoxina. Naquele modelo, vimos que ¢ influenciava
apenas na curvatura da fronteira, e um aumento em ¢, por exemplo, podia ser
favoravel ou prejudicial a uma mesma espécie, dependendo das condicoes inici-
ais. Porém, agora, temos uma dimensao a mais, e¢ pelos resultados na Figura
4.6, podemos ver que um aumento em d, apesar de apenas mudar a curvatura da
projecao da fronteira sobre o plano P = 0 (primeira linha de graficos na Figura
4.6), acarreta num aumento consideravel da bacia de atra¢ao de P3 nos niveis de
P # 0. Deste modo, a mudanga na curvatura nao tem importancia comparada
com a mudanca no tamanho da bacia, para niveis altos de P. Portanto, para
condicbes iniciais com presenca de fitotoxina, um aumento em 0 é favoravel a I.

Influéncia do parametro v

As simulacoes para examinar a influéncia de v, foram feitas com os valores
relacionados na quinta linha da Tabela 4.5.

Na Figura 4.7, vemos que o aumento em 7 implica no aumento da bacia de
atragao de Py, ou ainda, numa diminui¢ao da bacia de atracao de P;. Ou seja,
ao aumentar a taxa de absorcao da fitotoxina pela espécie N, favorecemos a
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espécie N e diminuimos as chances dela ser extinta pela espécie I. A principio,
esta conclusao parece ser contraria a intuicao. Porém, observando os termos das
equacoes do sistema, vemos que vy nao tem nenhuma relagao com o efeito da toxina
sobre a espécie N. Ou seja, estd implicito no modelo que o efeito causado pela
toxina nao depende da taxa de absorcao da mesma, mas sim da quantidade de
toxina presente no meio. Por isso, aumentando v, aumentamos a taxa de retirada
de toxina daquele meio, e acabamos por diminuir o efeito nocivo da mesma sobre
a espécie N, este é causado pela toxina quando esta esta ‘fora’ de N. Assim, se
uma espécie ¢ prejudicada pela presenca de uma toxina, mas nao ha interrelacao
entre este prejuizo e a taxa de absorcao da toxina, uma estratégia é aumentar
a taxa de absorcao, de modo que haja menos toxina no meio e esta espécie seja
menos prejudicada.

O cenario III - P, e P; estaveis

O dltimo cenario considerado corresponde a sexta coluna da primeira linha
da Tabela 4.4, onde temos s > 1, ay + ¢(v/7) < 1 ayay < 1. Os atratores sao
P, e um ponto Ps.

Este é um cenario onde N compete fortemente (g > 1), I compete fracamente
(cy < 1) e produz uma fitotoxina cuja eficacia, somada a for¢a competitiva da
espécie, nao torna possivel a extin¢do de N (ag+¢(v/7) < 1). Se I nado produzisse
a fitotoxina, apenas P, seria estavel e [ seria extinta. Porém, com a producao da
fitotoxina, o ponto Ps, que representa a coexisténcia das duas espécies sob alta
concentracao da fitotoxina, é um atrator. Assim, mesmo competindo fracamente
e produzindo uma fitotoxina nao muito eficaz, é possivel que I nao seja extinta
e sobreviva numa capacidade muito proxima de sua capacidade de suporte (Ps é
proximo de Pj). Isto torna este cenario interessante do ponto de vista biologico
e mostra como a producao da fitotoxina, mesmo esta nao sendo muito eficaz, é
um recurso poderoso do qual a espécie I dispoes.

Neste cenario, analisamos a influéncia dos parametros 5 e £, que descrevem o
efeito nocivo que a fitotoxina causa em N.

Influéncia do parametro ¢

Nas simulacoes para analisar a influéncia de &, fixamos os pardmetros com os
valores descritos na sexta linha da Tabela 4.5.

Os resultados podem ser vistos na Figura 4.8. Concluimos que um aumento
em ¢ implica num aumento da bacia de atracao de P, favoravel a N, o que ja
era esperado, uma vez que & descreve o tempo de resposta, quando P aumenta,
para o efeito ¢(P) alcancar valores proximos do maximo f3, isto é, quanto maior
¢, maiores valores de P s@o necessarios para que ¢(P) esteja proximo de .

Influéncia do parametro /3

Para analisar a influéncia de [, foram realizadas as simulacoes usando os
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valores descritos na dltima linha da Tabela 4.5.

Na Figura 4.9, vemos os resultados, e podemos concluir que um aumento em
[ implica num aumento da bacia de atracao de Ps. De fato, isto também ja era
esperado, ja que [ é o valor maximo que ¢(P) alcanca.
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Figuras com os resultados das simulacoes

Figura 4.3: Resultados das simulagoes com o parametro 7 variando, e os demais
fixados conforme a primeira linha da Tabela 4.5. Em cada coluna de graficos, de
cima para baixo, temos os cortes nos planos z; = [0,1] x [0, 1] x jz=, j =0, 1,2, 3.
A area em preto corresponde a condicdes iniciais que convergiram para P e a area
branca corresponde as que convergiram para P,. Na primeira coluna, 7 = 0.01.
Na segunda, 7 = 0.05. Na terceira, 7 = 0.3.
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Figura 4.4: Resultados das simulacoes com o parametro v variando e os demais
fixados conforme a segunda linha da Tabela 4.5. Em cada coluna de graficos, de
cima para baixo, temos os cortes nos planos z; = [0,1] x [0,1] x jz=, j = 0,1,2, 3.
A 4rea em preto corresponde a condicdes iniciais que convergiram para P e a area
branca corresponde as que convergiram para P». Na primeira coluna, v = 0, 1.
Na segunda, v = 0,5. Na terceira, v = 0, 9.
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Figura 4.5: Resultados das simulacoes com o parametro as variando e os demais
fixados conforme a terceira linha da Tabela 4.5. Em cada coluna de graficos, de
cima para baixo, temos os cortes nos planos z; = [0,1] x [0,1] x jz=, j = 0,1,2, 3.
A 4rea em preto corresponde a condicdes iniciais que convergiram para P e a area
branca corresponde as que convergiram para P,. Na primeira coluna, as = 0, 82,
na segunda, as = 0,9 e na terceira, as = 0,9.
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Figura 4.6: Resultados das simula¢des com o parametro § variando e os demais
fixados conforme a quarta linha da Tabela 4.5. Em cada coluna de gréficos, de
cima para baixo, temos os cortes nos planos z; = [0,1] x [0,1] X jz=, j = 0,1,2, 3.
A 4rea em preto corresponde a condicdes iniciais que convergiram para P e a area
branca corresponde as que convergiram para P,. Na primeira coluna, 6 = 0,5,
na segunda, 0 = 1 e na terceira, 6 = 2.
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Figura 4.7: Resultados das simulacoes com o parametro v variando e os demais
fixados conforme a quinta linha da Tabela 4.5. Em cada coluna de graficos, de
cima para baixo, temos os cortes nos planos z; = [0,1] x [0,1] x jz=, j = 0,1,2, 3.
A 4rea em preto corresponde a condicdes iniciais que convergiram para P e a area
branca corresponde as que convergiram para P». Na primeira coluna, v = 0,4,
na segunda, v = 0, 8 e na terceira, vy =1, 3.
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Figura 4.8: Resultados das simulacoes com o parametro £ variando e os demais
fixados conforme a sexta linha da Tabela 4.5. Em cada coluna de graficos, de cima
para baixo, temos os cortes nos planos z; = [0,1] x [0,1] x j3&, 7 =0,1,2,3. A
area em preto corresponde a condigoes iniciais que convergiram para P3 e a area
branca corresponde as que convergiram para . Na primeira coluna, £ = 0,1,
na segunda, £ = 0, 3 e na terceira, £ = 0, 5.
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Figura 4.9: Resultados das simulacoes com o parametro g variando e os demais
fixados conforme a sétima linha da Tabela 4.5. Em cada coluna de graficos, de
cima para baixo, temos os cortes nos planos z; = [0,1] x [0,1] x jz=, j = 0,1,2, 3.
A 4rea em preto corresponde a condicdes iniciais que convergiram para P e a area
branca corresponde as que convergiram para P,. Na primeira coluna, g = 0, 262,
na segunda, 8 = 0,275 e na terceira, 5 = 0, 3.
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4.5.3 A respeito de bifurcagoes no sistema

Nas discussoes acima, a respeito da influéncia dos parametros sobre as ba-
cias de atracao, observamos, pelas figuras, que o aumento no valor de certos
parametros acarreta num aumento em uma das bacias de atracao. Uma questao
interessante é a seguinte: o que acontece com as bacias apos sucessivos aumentos
no valor de um dos pardametros?

Uma das respostas é que, em alguns cenarios, para mudancas significativas
nos parametros, acontece uma bifurcacao no sistema, e um dos pontos estaveis
deixa de ser estavel e sua bacia de atragao desaparece, de modo que a outra bacia
de atracao passa a ser todo o espaco de fase, pois o sistema passa a possuir apenas
um equilibrio assintoticamente estavel.

Estas bifurcacoes correspondem a transicoes entre as células da Tabela 4.4.
Um exemplo onde isto acontece e no estudo da influéncia do parametro 3. Nas
simulagoes, tomamos os valores dos parametros correspontes ao Cenario 111, des-
crito pela sexta coluna da primeira linha da Tabela 4.4. Neste cenario, P, e P
sao estaveis e a fronteira entre as bacias de atracao deles é a variedade estavel
de outro ponto Ps5, que é do tipo 1. Neste cendario, ao diminuirmos o valor de
£ = 0,275 para 8 = 0,262, observamos um aumento na bacia de atracao de P,
(veja Figura 4.9 na pagina anterior). Ao diminuirmos S um pouco mais, para
£ =0,2615, ocorre uma bifurcacao. O ponto P5 deixa de ser estével e ocorre uma
transicao na Tabela 4.4 para a quinta coluna da primeira linha, onde apenas P, é
estavel. O que ocorre nesta bifurcacao é que ao diminuir 3, o ponto Ps5 estéavel se
aproxima do ponto P5 de fronteira, até que os dois colapsam, isto é, o polinémio
do qual P é raiz, que neste caso, tem duas raizes que definem pontos P5 em Ri,
passa a ter uma raiz dupla. Ainda, esta mudancga em suas coordendas acontece
de tal forma que quando a raiz do plinémio passa a ser dupla, ela é menor que 1,
e dai o ponto definido por ela deixa de existir no espaco de fase do modelo, pois
P é caracterizado por sua terceira coordenada ser maior que 1. Deste modo, a
fronteira que restringia a bacia de atracao de P, deixa de existir em Ri, 0 que
torna P, globalmente estavel. Na Figura 4.10 podemos ver o que acontece.

Outro comportamento observado é que nem todas as bifurcacoes ocorrem de
maneira que uma das bacias de atracao desapareca, ou seja, pode ocorrer uma
transicao que nao seja de um cenéario de biestabilidade para outro no qual s6 ha
um equilibrio estavel. Vejamos o caso do mesmo cendrio citado acima, no estudo
do parametro [3, s6 que agora aumentando o valor do mesmo.

Na Figura 4.9 (na pagina anterior), vemos que um aumento no valor de g,
de f = 0,275 para § = 0,3 implica no aumento da bacia de atracao de Ps. Ao
aumentarmos [ um pouco mais, para § = 0,31, ocorre uma outra bifurcacao.
Nesta, o ponto Ps colapsa com o ponto Pj, no sentido de que, para algum valor
de B entre 0,3 e 0,31, as coordenadas de P5 e P53 sao as mesmas. Esta bifurcacao
corresponde a uma transicao na Tabela 4.4 da sexta coluna da primeira linha
para a quarta coluna da segunda linha, onde P, e P3 sao estaveis. Neste caso,
a bacia de atracao favoravel a I deixa de ser a bacia de P5; e passa a ser a
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Figura 4.10: Posi¢oes dos pontos de equilibrio no espago de fase para diferentes valores
de B. A esquerda, = 0,275. Ao centro, quando 3 = 0,262, o ponto estavel Psp se
aproxima do ponto de fronteira Ps4. A direita, quando 3 = 0, 2615, os dois pontos se
encontram, e saem da regiao P > 1, e P» se torna globalmente estavel.

Figura 4.11: Posic¢oes dos pontos de equilibrio no espago de fase para diferentes valores
de 5. A esquerda, 8 = 0,275. Ao centro, quando 8 = 0,3, o ponto estavel Psp se
aproxima de P3. A direita, quando 8 = 0,31, apés os dois pontos se encontrarem, P3
passa a ser o equilibrio estével favoravel a I.

bacia de P3. Um aumento na eficiéncia da fitotoxina, (5, além de aumentar a
bacia de atracao de Ps, que corresponde a coexisténcia sob alta concentracao de
fitotoxina, faz com que as coordenadas Ps se tornem cada vez mais proximas das
coordendas de P3, de modo que aumenta a concentragao de fitotoxina na qual as
duas espécies coexistem (matematicamente, P — %) e diminui o nivel ao qual
a espécie N coexiste com I, até este nivel chegar a zero (matematicamente, a
primeira coordenada de P5 tende a zero). Estes fatos podem ser vistos na Figura

4.11.

4.6 Conclusoes

Ao fazer a anélise da estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo pro-
posto para descrever a dindmica de invasao de plantas mediada por alelopatia,
deparamo-nos com a dificuldade em estimar o sinal da parte real dos autovalores
da derivada no ponto Ps. Porém, com o auxilio das ferramentas fornecidas pela
teoria de bacias de atracao, pudemos efetuar a analise de estabilidade do mesmo
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e ir além, obtendo a descricao da estabilidade dos pontos fixos em todo o espago
de parametros, gracas as implicacoes topologicas dos teoremas sobre bacias de
atracao. Com isto, pudemos compreender profundamente a dinamica descrita
pelo modelo e o papel de cada parametro, compreendendo a influéncia de cada
na configuracao e tamanho das bacias de atracao. Ainda, ao verificar o efeito cau-
sado por perturbagoes suficientemente grandes nos parametros, compreendemos
um pouco sobre as possiveis bifurcacoes do sistema e as suas diferencas. Ressal-
tamos mais uma vez que as ferramentas relacionadas as bacias de atracao foram
imprescindiveis e os resultados obtidos a partir do uso das mesmas foram muito
mais completos do que seria sem elas. Assim, cremos que as mesmas podem ser
usadas por outros pesquisadores que se deparem com modelos de qualquer area,
descritos por sistemas autonomos nao-lineares de dificil analise.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Apos rever a teoria de Bacias de Atracao em Sistemas Dinamicos Continuos,
aplicamos suas consequéncias a dois modelos de dinamica de populacoes. Cremos
que nao s6 os resultados de bacias de atracao sao tteis para uma melhor compre-
ensao do fenomeno da biestabilidade em modelos de dinamica populacional, como
também as consequéncias dos mesmos, de maneira indireta, possibilitam a reali-
zacao de uma analise qualitativa muito mais completa do que se faz usualmente,
devido a dificuldade de trabalhar com polinémios de grau maior que dois. Assim
sendo, esperamos que o presente trabalho possa ser util aqueles que se depararem
com sistemas autonomos nao-lineares que apresentem biestabilidade.
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Apéndice A

Significado dos parametros dos
Capitulos 3 e 4

Capitulo 3
Parametro | Significado
Q pressao competitiva exercida pela espécie I sobre a espécie N
16 pressao competitiva exercida pela espécie N sobre a espécie [
) razao entre as taxas de reproducao das espécies [ e NV
Capitulo 4
Parametro | Significado
aq pressao competitiva exercida pela espécie I sobre a espécie N
Qo pressao competitiva exercida pela espécie N sobre a espécie [
) razao entre as taxas de reproducao das espécies [ e N
v taxa de producgao da fitotoxina P
vy taxa de absorcao da fitotoxina P pela espécie N
T taxa de decaimento natural da fitotoxina P
o] nivel de saturagao do efeito nocivo ¢(P)
19 “velocidade” com a qual ¢(P) atinge seu nivel de saturacao

123



Apéndice A

Codigo do programa para
determinar a Variedade Estavel

A seguir, o codigo, na linguagem do software Mathematica, do programa que
determina a variedade estavel combinando o método das aproximacoes sucessivas
e o método da trajetoria reversa.
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= Campo SIMPLES f = (f1, {2, f3) e Pontos Fixos
a;=1.2;a,=1.2;6=1;v=0.5;,¥y=0.8;,t=0.05;8=0.19; £=0.02;
¢lz_] :=B(z-1)"2/ ((z-1)"2+¢&);
(*Show[Plot[phil[x],{x,0,2}],Plot[phi2[x],{x,0,2}]]%*)
fl[x_, y_, z_] i=x(l-x-a1y-¢[Max[1l, z]])
f2[x ,y ,z ] :=8y (l-y-azx)
£3[x_,y ,2z_]:=vy-¥xz -tz
fi{x_,y_,z}] :={fl[x, y, z], £2[x, y, z], £3[x, y, z]1}; f[{x,y, z}]

E

pfs = Solve[{f[{x, y, z}] == {0, 0, 0}}, {x, vy, z}];
pli_] :={x, y, 2z} /. pfs[[i]]; Print[Table[p[i], {i, Length[pfs]}]]

0.19 (-1 +Max[1, z])?
l-x-1.2y- ,(1—1.2x—y)y,O.5y—0.052—0.8xz}
0.02 + (-1 +Max[1, z])?

({0, 0, 0}, {0., 1., 10.}, {0.454545, 0.454545, 0.549451}, {1., 0, 0}}

= Derivada de f e lineariza¢io em p, Polindmios, AutoValores, AutoVetores, Jacobianas e Restos de TODOS
OS PONTOS

fx)=f(p)+jf(p) (x-p)+R(p,x)
Jflx_, y_, z_] 1= 0yx,y,23,1y {£1[x, ¥, 2], £2[x, y, 2], £3[x, y, z]};
Simplify[jf([x, y, z]] // MatrixForm;

JF[ponto_] := jf[x, y, z] /. x -> ponto[[1]] /. y -> ponto[[2]] /. z -> ponto[[3]];
Simplify[JF[p[3]]] // MatrixForm

-0.454545 -0.545455 0.

-0.545455 -0.454545 0 J

-0.43956 0.5 -0.413636

R[ponto_, {hl_, h2_, h3 }] :=
f[ponto + {hl, h2, h3}] - f[ponto] - JF[ponto].{hl, h2, h3};
Simplify[R[p[3], {x, y, z}]]

{0. +0.454545 x + 0.545455 v +

0.19 (-1 +Max[1, 0.549451 +z])2
(0.454545 +x) |0. -x-1.2y -

0.02 + (-1+Max[1, 0.549451 +z])?
0.+ (-5.55112x107"7-1.2 x) y-1.vy%, 0. -o.8xz}
JD[matriz_] := JordanDecomposition[matriz];
AutoVetores[ponto_] := Transpose[Simplify[JD[JF[ponto]][[1]], propl && prop2]];
AutoValores[ponto_] :=
Table[Simplify[JD[JF[ponto]][[2]], propl && prop2] [[i, i]], {i, 1, 3}];
Print["AutoVetores=", AutoVetores[p[3]], ", AutoValores=", AutoValores[p[3]]]

AutoVetores=
{{0.705236, 0.705236, -0.0726924}, {0., 0., 1.}, {-0.427657, 0.427657, 0.796379}}
’ AutoValores={-1., -0.413636, 0.0909091}

PO
= Mudan¢a de BASE —> f'(p) = C; BC;™!, B = [0 0 ), P atrator,

Qrepulsor e Decomposigédo EstavelxInstavel NOVA

PontoTemAutovaloresComplexos[ponto_] :=
Simplify[If[Element[Eigenvalues[JF[ponto]], Reals], 0, 1], propl &&prop2];
PontoTemAutovaloresComplexos[p[3]]

0
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2| apendice_codigo_variedade_estavel.nb

ClassificaAutoValores[ponto_] :=
If [PontoTemAutovaloresComplexos[ponto] == 0, {0, 0, 0}, Simplify[Table[Which[And[i < 3,
AutoValores[ponto] [[1i]] == Conjugate[AutoValores[ponto] [[i + 1]]1]], 1,
And[i > 1, AutoValores[ponto][[i]] == Conjugate[AutoValores[ponto] [[i - 1]]1]],
2, True, 0], {i, 1, 3}], propl &&prop2]]; ClassificaAutoValores[p[3]]

{0, 0, 0}

matrizCl[ponto_ ] := If[PontoTemAutovaloresComplexos[ponto] == 0,
Simplify[JordanDecomposition[JF[ponto]][[1]]], Transpose[
Table[Which[ClassificaAutoValores[ponto] [[i]] == 1, Im[AutoVetores[ponto] [[i]]],
True, Re[AutoVetores[ponto] [[1]]]], {i, 1, 3}]]]; matrizCl[p[3]] // MatrixForm

0.705236 0. -0.427657
0.705236 0. 0.427657
-0.0726924 1. 0.796379 )

matrizBl[ponto ] := If[PontoTemAutovaloresComplexos|[ponto] == 0,
Simplify[JordanDecomposition[JF[ponto]][[2]]],
Table[Which[ClassificaAutoValores[ponto] [[i]] == 1, Re[AutoValores[ponto] [[i]]] +
Im[AutoValores[ponto]][[i + 1]], ClassificaAutoValores[ponto] [[i]] == 2,
Re[AutoValores|[ponto] [[i]]] + Im[AutoValores[ponto]][[i - 1]], True,
Re[AutoValores[ponto] [[1]]]], {i, 1, 3}]]; matrizBl[p[3]] // MatrixForm

-1. 0 0
0 -0.413636 0
0 0 0.0909091

ListaAutoValoresEstaveis[ponto_] :=
Simplify[Table[Simplify[Re[AutoValores[ponto] [[i]]] < 0], {i, 1, 3}],
propl && prop2] ; ListaAutovaloresEstaveis[p[3]]

ListaAutovaloresEstaveis[{0.454545, 0.454545, 0.549451}]

indicesAutoValoresEstaveis[ponto ] :=
Flatten[Position[ListaAutoValoresEstaveis[ponto], True]];

indicesAutoValoresInstaveis[ponto_] :=
Flatten[Position[ListaAutoValoresEstaveis[ponto], False]];

Print["indicesAutoValoresEstaveis[p", 3, "]:", indicesAutoValoresEstaveis[p[3]],

", indicesAutoValoresInstaveis[p", 3, "]:", indicesAutoValoresInstaveis[p[3]]]
indicesAutoValoresEstaveis[p3]:{1, 2}, indicesAutoValoresInstaveis|[p3]:{3}
matrizC[ponto_] := Transpose[Table[If[ii <= Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]],

Transpose [matrizCl[ponto]] [ [indicesAutoValoresEstaveis[ponto] [[ii]]]],
Transpose [matrizCl[ponto]] [ [indicesAutoValoresInstaveis[ponto] [[
ii - Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]]]11]1]1]1, {ii, 1, 3}11]1;
matrizC[p[3]] // MatrixForm

0.705236 0. -0.427657 )
0.705236 0. 0.427657
-0.0726924 1. 0.796379
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apendice_codigo_variedade_estavel.nb |3

U[ponto_, t_] := Table[If[ii <= Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]] &&
jj <= Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]],
MatrixExp[matrizBl[ponto] t][[indicesAutoValoresEstaveis[ponto] [[ii]],
indicesAutoValoresEstaveis[ponto] [[j3]111], 01, {ii, 1, 3}, {33, 1, 3}1:
V[ponto_, t ] :=Table[If[ii > Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]] &&
jj > Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]],
MatrixExp[matrizBl[ponto] t][[indicesAutoValoresInstaveis[ponto] [[
ii - Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]]]],
indicesAutoValoresInstaveis[ponto] [ [
jj - Length[indicesAutoValoresEstaveis[ponto]]1]]]1]1, 0], {ii, 1, 3}, {33, 1, 3}1;

Print["U(t)=", U[p[3], t] // MatrixForm, ", v(t)=", V[p[3], t] // MatrixForm]
el t 0 0) 00 0
U(t)= 0 e-0-413636¢t ¢ |, v(t)=|0 0 0
0 0 0 0 0 @0-0909091t

G[ponto_, {x_, y_, z_}] := Simplify|[

Inverse[matrizCl[ponto]].R[ponto, matrizCl[ponto].{x, y, z}]1]1; G[p[3], {x, v, z}]
{0.-0.77576 %" +x (-7.87129x107"7 - 0.427657 z) - 1.47587x 107" 2+ 0.0259332 2 + 0.708982
(0.+0.705236x+0.0388779 z + (0.454545 + 0.705236 x - 0.427657 z) (0. -1.55152 % -

0.0855314 z - (0.19 (-1 +Max[1, 0.549451 - 0.0726924x+1.y+0.796379z2])?) /
(0.02+ (-1 +Max[1, 0.549451 - 0.0726924 x + 1. y+0.796379z])%))),
0.+1.00341 %" +x (5.55112x 107" - 0.564189y-0.474178 z) +
x (9.76506 x 10717+ 0.530548 z) +
1.83095x107Y z +
(2.77556 x 10717 + 0.342125 y) z +
0.240289 z% + 0.982634
(0. +0.705236x+0.0388779 z + (0.454545 +0.705236 x - 0.427657 z) (0. - 1.55152 x -
0.0855314 z - (0.19 (-1 +Max[1, 0.549451 -0.0726924x+1.y+0.796379z2])%) /
(0.02+ (-1 +Max[1, 0.549451 -0.0726924x+1.y+0.796379z2])%))),
0.-1.27928 %" +x (-1.29803x10'°-0.7052362) -2.43381x10 "7 z +
0.0427657 z% -
1.16916 (0. +0.705236 x+0.0388779 z + (0.454545 + 0.705236 x - 0.427657 z) (0. -1.55152 x -
0.0855314 z- (0.19 (-1 +Max[1, 0.549451 -0.0726924x+1.y+0.796379z2])%) /
(0.02+ (-1 +Max[1, 0.549451 - 0.0726924 x + 1. y+0.7963792])%)))}

Iteragdes Sucessivas u(t,a) =

Ui.a + jot Ut-s).g(u(s,a)ds—["V(t-s).g(u(s, a)dseCoordenadas Originais

S2[ponto_, j_, t , {x_,y_, z_},u_] :=U[ponto, t].{x, y, z} +Expand[
t
JU[ponto, t - ss] .Evaluate[G[ponto, S2[ponto, j-1, s, {x,y, 2}, u] /. s> ss]] dlss] -
0

Integrate[V[ponto, t - ss].Evaluate[G[ponto, S2[ponto, j-1, s, {x,y, 2}, ul] /. s> ss],
{ss, t, »}, Assumptions -» {propl &&prop2}];
S2[ponto_, 0, t_, {x_,y_,z },u]={0,0,0};

S2CoordOriginais[ponto_, j_, t , {x_,y_,z_},u ] :=
ponto + matrizC[ponto].S2[ponto, j, t, (*Inverse[ C;[ip]].*){x, y, z}, ul;

(*com Inverse é certox)

VEst[ponto_, j_, x , y , z_] :=

Simplify[S2CoordOriginais([ponto, j, t, {x, y, 2z}, ul] /. t -> 0, propl && prop2];
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SNum[ponto_, j_, t , {x_,y_,z },ul] := N[U[ponto, t].{x, y, 2z} +Expand[
t
JU[ponto, t - ss] .Evaluate[G[ponto, S2[ponto, j-1, s, {x,y, 2z}, u] /. s> ss]] dlss] -
o

Integrate[V[ponto, t - ss].Evaluate[G[ponto, S2[ip, j-1, s, {x,y, 2}, u]] /. s> ss],
{ss, t, »}, Assumptions -» {propl && prop2}], 64] ;
SNum[ponto_, 0, t , {x_,y_,z_},u]={0,0,0};

SNumCoordOriginais[ponto_, j_, t , {x_,y_,z },u] :=
N[ponto + matrizC[ponto] .SNum[ponto, j, t, (*Inverse[ C;[ip]].*){x,y, z}, u], 64];

VEstNum[ponto_, j_, x_, y_, z_] :=
Simplify[SNumCoordOriginais[ponto, j, t, {x, y, z}, u] /. t -> 0];

(*APROXIMAGOES VARIEDADE ESTAVELx)

VEstNum[p[3], 1, %, y, z]

{0.454545 + 0.705236 x, 0.454545 + 0.705236 %, 0.549451 - 0.0726924 x + 1. y}
VEstNum[p[3], 2, %, y, z]

= EDO’s
k=3;

(*1 PlotStyle—» {Dashing[{0.06}],Thickness[.02]}2 PlotStyle-
{Dashing[{0.028}] ,Thickness[.02]}3 PlotStyle-»
{Dashing[{0.007}],Thickness[.02]}4 PlotStyle-» {Dashing[{}],Thickness[.02]}%)

SolsSist[{x0_, y0_, z0_}, tempo_] :=
NDSolve[{x'[t] == £1[x[t], y[t], z[t]], ¥’ [t] == £2[x[t], y[t], z[t]],

z'[t] = £3[x[t], y[t], z[t]], x[0] == x0, y[0] == y0, z[0] = 20}, {x, y, z},
{t, 0, tempo}, Method -» {"ExplicitRungeKutta", "DifferenceOrder" - 8} (%,
WorkingPrecision—-128,PrecisionGoal-»128,, InterpolationOrder-Allx)];

SolSistVolta[{x0_, yO_, z0_}, tempo_] :=
NDSolve[{x'[t] == -f1[x[t], y[t], z[t]], ¥y’ [t] = -£2[x[t], y([t], z[t]],

z'[t] = -£3[x[t], y[t], z[t]], x[0] = x0, y[0] =y0, z[0] == 20}, {x, y, 2z},
{t, 0, tempo}, Method -» {"ExplicitRungeKutta", "DifferenceOrder" - 8}

(*, ,WorkingPrecision—-64,PrecisionGoal-»32,Method-»StiffnessSwitching]*)];

PlotaSolSist[{x0_, y0O_, z0_}, tempo_] :=
Show[ListPointPlot3D[{p[k]}, PlotStyle » {RGBColor[1l, 0, 0]}],
ListPointPlot3D[{{x0, yO, z0}}, PlotStyle » {PointSize[0.015], RGBColor[1l, 0, 0]}],
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t], y[t], z[t]} /. SolSist[{x0, y0, z0}, tempo]],
{t, 0, tempo}, PlotStyle » {RGBColor[1l, 0, 0], Thickness[0.003]}],
PlotRange - All, BoxRatios -» {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"}];
PlotaSolSistVolta[{x0_, y0O_, z0_}, tempo_] :=
Show[ListPointPlot3D[{p[k]}, PlotStyle » {RGBColor[1l, 0, 0]}],
ListPointPlot3D[{{x0, y0, z0}}, PlotStyle » {RGBColor[0, O, 0.5]}],
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t], y[t], z[t]} /. SolSistVolta[{x0, y0O, z0}, tempo]],
{t, 0, tempo}, PlotStyle » {RGBColor[0, 0, 0.5], Thickness[0.003]}],
PlotRange - All, BoxRatios -» {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "2"}];

PlotaFluxo[tempo , hl ] := ParametricPlot3D[v[{x, y, tempo}], {x, -hl, hl}, {y, -hl, hl},
PlotRange - All, BoxRatios » {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "2"}];
(xdelta=1/1;{{p[k][[1]]-delta,p[k][[1]]+delta},
{p[k]1[[2]]-delta,p[k][[2]]+delta},{p[k][[3]]-delta,p[k][[3]]+delta}}«)

(* Variedade #) v2[{x_, y_}] := {0.4545454545454546" + 0.7052360670238417" x,
0.45454545454545453" + 0.7052360670238416" x,
0.5494505494505494"° - 0.07269236230503862" x+ 1. y}; v2[{x, y}]

{0.454545 +0.705236 %, 0.454545 +0.705236 x, 0.549451 -0.0726924 x+1. vy}
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(*PlotaSol[{x0_,y0_,z0_}, tempo_]*)PlotaSolSist[v2[{1/100, 1/100}], 100]

Show [PlotaSolSist[v2[{1/100, 1/100}] + {0, 1/100, 1/100}, 100],
PlotaSolSist[v2[{1/100, 1/100}] - {0, 1 /100, 1/100}, 100]]

Orbitas Positivas e Negativas

Circ[hl_, o_] := {hlCos[o], hlSin[o]};
CondI[i_, npontoscirc_, hl_] :=v2[Circ[hl, i 2 Pi / npontoscirc]];
OrbitaPosit[i_, npontoscirc_, hl_, tempo_] := SolSist[CondI[i, npontoscirc, hl], tempo];
OrbitaNegat[i_, npontoscirc_, h1_, tempo_] :=
SolSistVolta[CondI[i, npontoscirc, hl], tempo];

(* ver Diferenca entre COORD das condicoes iniciais na Variedade e p[k]x)
VerDifInic[npontoscirc_, hl_] :=
For[i = -1, i < npontoscirc -2, Print[N[p[k] - CondI[i, npontoscirc, hl], 15]], i++];
(* GRAFICO condicoes iniciais na Variedadex)PlotaCondInic[npontoscirc , hl ] :=
Show[ListPointPlot3D[{p[k]}, PlotStyle » {PointSize[0.03]}],
ListPointPlot3D[Table[CondI[i, npontoscirc, hl], {i, 1, npontoscirc}],
PlotStyle » {PointSize[0.02], RGBColor[1l, 1, 1]}], PlotaFluxo[0, hl],
ParametricPlot3D[v2[{x, y}], {x, -hl, hl}, {y, -hl, hl}], PlotRange - All,
BoxRatios » {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "2"}];
(* ver se condicoes iniciais convergem para ponto de equilibrio =*)
Final[i_, npontoscirc_, hl_, tempo_] :=
Flatten[{x[tempo], y[tempo], z[tempo]} /. OrbitaPosit[i, npontoscirc, hl, tempo]];
Converge[erro_, npontoscirc_, hl_, tempo_] :=
Select[Flatten[Table[Final[i, npontoscirc, hl, tempo] - p[k], {i, 0, npontoscirc}]],
Abs[#] > erro &]; (*GRAFICO final das CONDINICIAIS NA VARIEDADEx*)
range := 2x10% (-7); PlotaFinal [npontoscirc_, hl_, tempo_] :=
Show[ListPointPlot3D[{p[k]}, PlotStyle » {PointSize[0.02]}],
ListPointPlot3D[Table[Final[i, npontoscirc, hl, tempo], {i, 1, npontoscirc}],
PlotStyle » {PointSize[0.03]}], PlotRange -» All
(x»{{p[k][[1]]-range,p[k] [[1]]+range}, {p[k] [[2]]-range,p[k] [[2]]+range},
{p[k]1[[3]]-range,p[k][[3]]+range}}*),
BoxRatios » {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"}]
(* VerDifInic[npontoscirc_,hl_] *) VerDifInic[20, 10 (-3)];
(* PlotaCondInic[npontoscirc ,hl_] *)PlotaCondInic[30, 10" (-2)]
(* Converge[erro_,npontoscirc_,hl_ ,tempo_] x)Converge[l0~-12, 20, 10~ (-7), 25]

(* Final[i_,npontoscirc_,hl_,tempo_] *)Final[10, 20, 10~ (-7), 5/100] -p[k]

(* PlotaSol[{x0_,y0_ ,z0_},tempo_] CondI[i_,npontoscirc_,hl_] x)
PlotaSol[CondI[10, 20, 10~ (-7)], 5/ 100]

(* PlotaFinal[npontoscirc_,hl_,tempo_] x)PlotaFinal[20, 10* (-7), 10]

METODO (depois que verificou - se a convergencia)
retalho[npontoscirc_, hl_, tempo_] := Show[Table[ParametricPlot3D[
Evaluate[{x[t], y[t], z[t]} /. OrbitaNegat[i, npontoscirc, hl, tempo]],
{t, 0, tempo}, PlotPoints -> 10000], {i, O, npontoscirc-1}],
PlotRange -» All (*Allx), BoxRatios » {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "2"}];

EspacoFase[npontoscirc_, hl_, tempo_] := Show[ListPointPlot3D]
Flatten[Table[{p[jl}, {j, 1, Length[pfs]}], 1], PlotStyle » {PointSize[0.016]}],
retalho[npontoscirc, hl, tempo], PlotRange » {{0, 1}, {0, 1}, {0, v/ t}}
(*Allx) , BoxRatios -» {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"}];

(* retalho[npontoscirc_,hl_,tempo_] x)retalho[40, 10~ (-3), 1]

EspacoFase[4, 10~ (-3), 100]
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Nivel[tempo_, npontoscirc_, hl_] := ListPointPlot3D[Table[
Flatten[{x[tempo], y[tempo], z[tempo]} /. OrbitaNegat[i, npontoscirc, hl, tempo]],
{i, 1, npontoscirc}], PlotStyle » {RGBColor[0, O, 0]},
PlotRange -» A11(%{{0,1},{0,1},{0,1}}*), BoxRatios » {1, 1, 1}]

Show[Nivel[4, 10, 10~ (-7)], Nivel[5, 20, 10~ (-7)], Nivel[6, 30, 10~ (-7)]]
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Apéndice A

Codigo do programa para
determinar as Bacias

A seguir, o codigo, na linguagem C++-, do programa que determina os cortes
nas bacias de atragao.
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using namespace std;
#include <stdio.h>
#include <iostream>
#include <math.h>

#define dim 3

/*constantes*/
#define alphal 1.2
#define alpha2 1.20
#define delta 1.00
#define v 0.5
#define gama 0.80
#define r 0.05
#define beta 0.19
#define xi 0.05

/*sistema*/
voild sistema (double *x,double *dxdt,double phi p)
{
if (x[2]>=1) phi_p=(beta* (x[2]-1)*(x[2]-1))/ (xi+(x[2]-1)*(x[2]-1));
else phi p=0;
dxdt [0]= x[0]*(1-x[0]-alphal*x[1]-phi p);
dxdt[1]= delta*x[1]*(l-x[1l]-alpha2*x[0]);
dxdt[2]= v*x[l]-gama*x[0]*x[2]-r*x[2];
return;

int main (void)
{ /* define as fungoes do programa */

void rungekuttad (double *xvelho, double *xnovo, double *xponto, double t, double
deltat, int dimensao,double phi);

void sistema (double *vl1, double *v2, double fi);

/* define as varidveis do programa */

double
xvelho[dim],xnovo[dim],aux[dim],xponto[dim], k1l [dim], [dlm] k3[dim], k4 [dim], xzero[dim]
,pf2[dim],pf3[dim],pf4[dim],pf5a[dim],pfSb[dim], pN[dlm] Fldim],pI[dim],dPN[dim],dPF[d
m],dPI[dim],dP2[dim],dP3[dim],dP4[dim],dP5a[dim], dPSb[dlm]

int 1i,j,npassos,npassosx,npassosy,npassosz, kx, ky,kz, k,cont, tent; double
tempo,deltat, ttotal,phi p,dx,dy,prec;

FILE *ef, *arquivo; bool pontos,p([7],bA,bB,nconv; char* nome[l0];

/*Escreve os Pontos Fixos*/
pf2[0]—1 O pf2[11=0.0; pf2(2]=0.0;

pf3[0]= pf3[1]1=1.0; pf3[2]=v/r;

pfd[0]= (1 alphal)/(l alphal*alpha2) ;
pfd4[l]l=(l-alpha2*pf4[0]);
pfd[2]=(v*pfd[1])/ (gama*pf4 [0]+x) ;

pf5a[0]=-0.2791; pfba[l]=-0.74881; pf5al[2]=-1.37004;
pf5b[0]=-10.0; pf5b[1l]=-10.0; pfSb[2]=-10.0;

cout<<"pd=("<<pfd[0]<<", "<<pfd[l]<<", "<<pf4d[2]<<") \n ";
/*Descreve os atratores de N, de I e a Sela da Fronteira
pPN=

pI=

pE=*/

/* comego da integracao, definicoes dx e dy, etc*/
deltat=0.0001; ttotal=500; npassos=(int) (ttotal/deltat)+1 /*numero de passos no
tempo*/; prec=0.001;

npassosx=100;
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npassosy=100;

dx=(double)l/npassosx;
dy=(double) 1l/npassosy;
//npassosx=int (1/dx) ;
//npassosy=int (1/dy) ;

cout<<"numero de passos em cada integracao: "<<npassos<<"\n";
cout<<"numero de passos em x e em y: "<<npassosx<<"; dx,dy="<<dx<<"\n";
npassosz=4; // madximo é 10 (numero de planos no eixo z, que estd dividido

igualmente de 0 a v/r)
//arquivo = fopen ("dados.txt","w"); //? antigo
for (kz=1; kz<=npassosz; kz++) {

xzero[0]=0.0;xzero[1]=0.0;xzero[2]=0.0;

nome[l]="zl.txt";nome[2]="2z2.txt";nome[3]="2z3.txt";nome[4]="2z4.txt";nome[5]="2z5.txt";n
ome[6]="z6.txt";nome[7]="2z7.txt";nome[8]="2z8.txt";nome[9]="2z9.txt";nome[10]="210.txt";
xzero[2]= ((v/r)*(kz-1))/(npassosz-1); cout<<" \n";cout<<"\n"<<"z="<<xzero[2]<<"\n";
ef = fopen (nomelkz],"w");
fprintf(ef,"# z = %.21f",xzero[2]); fprintf (ef,"\n");

for (ky=1; ky<=npassosy; ky++){ xzero[l]l=ky*dy;
for (kx=1; kx<=npassosx; kx++){ xzero[0]=kx*dx;

xvelho[0]=xzero[0];
xvelho[l]=xzero[1l];
xvelho[2]=xzero[2];

//comeca o metodo - tent mede a tentativa de convergencia
cont=1; //cont conta as tentativas

for (tent=1; tent<=1l; tent++) {

tempo=0.;

//integracao
for (7=0; j<npassos+1l;j++) {
rungekuttad (xvelho,xvelho, xponto, tempo,deltat,dim,phi p);
tempo=tempo+deltat;
/* tentativa dinamica de convergencia - a cada tempo de 50000%*/
if ((3J+1)%(1000)==0){ //frequencia 1000 foi a melhor comparada com 5000, 100,
10000, 25000, 50000 - 1000 corresponde a 0.1 no ttotal
//cout<<"x0,y0 = "<<xzero[0]<<" ,"<<xzero[l]<<", t="<<(j+1)*deltat<<": ";
for (i=0; i<dim; i++) dP2[i]=fabs(pf2[i]-xvelho[i]);
for (i=0; i<dim; i++) dP3[i]l=fabs (pf3[i]-xvelho[i
i] i
o

for (i=0; i<dim; i++) dP4[i]=fabs(pf4[i]-xvelhol
for (i=0; i<dim; i++) dP5alil=fabs (pfba
for (i=0; i<dim; i++) dP5bli]=fabs (pf5b
// convergiu para p2 ?
if ((dP2[0]*dP2[0]+dP2[1]*dP2[1]+dP2[2]*dP2[2])<prec*prec) {//fprintf(ef," 2.0 ");
//cout<<"perto de p2; \n";
cout<<"x0,y0 = "<<xzero[0]<<" ,"<<xzero[l]<<", t="<<(j+1)*deltat<<": ";
break; break;}
// convergiu para p3 ?
else {
if ((dP3[0]*dP3[0]+dP3[1]1*dP3[1]+dP3[2]*dP3[2])<prec*prec) {//fprintf(ef," 3.0
"); //cout<<"perto de p3; \n";
cout<<"x0,y0 = "<<xzero[0]<<" ,"<<xzero[l]<<", t="<<(j+1)*deltat<<": ";
break; break;break;}
// convergiu para p4 ?
else {

[1i]-xvelh
[i

]
1)
1) 7

[i1) s
[i1)

]-xvelho
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if ((dP4[0]*dP4[0]+dP4[1]*dP4[1]+dP4[2]*dP4[2])<prec*prec) {//fprintf (ef,"
2.5 "); //cout<<"perto de p4; \n";
cout<<"x0,y0 = "<<xzero[0]<<" ,"<<xzero[l]<<", t="<<(j+1)*deltat<<": ";
break; break;break;break;}
// convergiu para pb5a ?
else {
if ((dP5a[0]*dP5a[0]+dP5a[l]*dP5a[l]+dP5a[2]*dP5a[2])<prec*prec)
{//fprintf(ef," 3.5 ");// cout<<"perto de p5a; \n";
cout<<"x0,y0 = "<<xzero[0]<<" ,"<<xzero[l]<<",
t="<<(j+1) *deltat<<": ";
break; break;break;break;break;}
// convergiu para p5b ?
else {
if ((dP5b[0]*dP5b[0]+dP5b[1]*dP5b[1]+dP5b[2]*dP5b[2])<prec*prec)
{//fprintf(ef,™ 6 ");// cout<<"perto de pb5b; \n";
cout<<"x0,y0 = "<<xzero[0]<<" ,"<<xzero[l]<<",
t="<<(j+1) *deltat<<": ";
break;break;break;break;break; break;}
// ndo convergiu ?
else { //cout<<"ainda nao convergiu \n";
//fprintf (ef," -1 ");break;break;break;break;break; break;
}

}
}//termina a tentativa dinamica de convergencia
} //termina a integracao

/* verifica para qual ponto a solucao convergiu*/

for (i=0; i<dim; i++) dP2[i]l=fabs(pf2[i]-xvelho[i]);
for (1i=0; i<dim; i++) dP3[i]=fabs(pf3[i]-xvelho[i]);
for (i=0; i<dim; i++) dP4[i]=fabs(pfd[i]-xvelho[i])
for(i=0; i<dim; i++) dPbali]l=fabs(pfbali]-xvelho[i
[ [i

1):
for (i=0; i<dim; i++) dP5b[i]l=fabs(pfbb[i]-xvelho[i]);
// convergiu para p2 ?
if ((dP2[0]1*dP2[0]+dP2[1]1*dP2[1]+dP2[2]*dP2[2])<prec*prec) {fprintf(ef," 2.0 ");

cout<<"x=("<<xvelho[0]<<", "<<xvelho[l]<<", "<<xvelho[2]<<") convergiu para p2;

\n";
}
// convergiu para p3 ?
else {
if ((dP3[0]1*dP3[0]+dP3[1]*dP3[1]+dP3[2]*dP3[2])<prec*prec) {fprintf(ef,"™ 3.0 ");
cout<<"x=("<<xvelho[0]<<", "<<xvelho[l]<<", "<<xvelho[2]<<") convergiu para
p3; \n";

}
// convergiu para p4 ?
else {
if ((dP4[0]*dP4[0]+dP4[1]*dP4[1]+dP4[2]*dP4[2])<prec*prec) {fprintf(ef," 4.0
")
cout<<"x=("<<xvelho[0]<<", "<<xvelho[l]<<", "<<xvelho[2]<<") convergiu
para p4; \n";
}
// convergiu para pb5a ?
else {
if ((dP5a[0]*dP5a[0]+dP5a[l]*dP5a[l]+dP5a[2]*dP5a[2])<prec*prec)
{fprintf(ef,”™ 5.0 ");
cout<<"x=("<<xvelho[0]<<", "<<xvelho[l]<<", "<<xvelho[2]<<")
convergiu para p5a; \n";

}
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// convergiu para p5b ?
else {
if ((dP5b[0]*dP5b[0]+dP5b[1]*dP5b[1]+dP5b[2]*dP5b[2])<prec*prec)
{fprintf(ef,”™ 6.0 ");
cout<<"x=("<<xvelho[0]<<", "<<xvelho[l]<<", "<<xvelho[2]<<")
convergiu para p5b; \n";
}
// n&o convergiu ?
else {
if (cont < 8) {cont=cont+l; cout<<"tentativa="<<cont<< "\n";
tent=tent-1; }
else {
fclose (arquivo) ;return 0;
}
}

}
}//termina a tentativa de convergencia

}//termina em x (kx)

fprintf (ef,"\n") ;cout<<"terminou a "<<ky<<"a fileira dos x \n";
}//termina em y (ky)

fclose (ef) ;

}//termina em z (kz)

void rungekuttad (double *xvelho, double *xnovo, double *xponto, double t, double
deltat, int dimensao,double phi p) {

void sistema(double *x,double *dxdt,double phi p); int i; double kl[dimensao],
k2 [dimensao], k3[dimensao], k4[dimensao], aux[dimensao];

sistema (xvelho, xponto,phi p);

for (i=0;i<dimensao;i++) {
k1l[i]=deltat*xponto[i]; /*k1*/
aux[i] = 0.5*k1[i] + xvelho[i]; }

sistema (aux,xponto,phi p);

for (i=0;i<dimensao;i++) {
k2 [i]=deltat*xponto[i]; /*k2*/
aux[i]=k2[1]1*0.5+xvelho[i]; }

sistema (aux,xponto,phi p);

for (i=0;i<dimensao;i++) {
k3[i]=deltat*xponto[i]; /*k3*/

i]

aux[i]=k3[i]+xvelho[i]; }

sistema (aux,xponto,phi p);

for (i=0; i<dimensao; i++) {
k4 [i]=deltat*xponto[i]; /*kd*/
xnovo [i]=xvelho[i]+ (k1 [1i]+k2[1]+k2[1i]+k3[1]+k3[i]+k4[i])/6.; }
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