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Lista de Simbolos

parametro que reescalona a taxa de mudanga na riqueza agricola
quando comparada a taxa de mudanca na riqueza industrial.

taxa de crescimento na riqueza agricola, sendo dependente da qualidade ambiental.
coeficiente de rendimentos decrescentes na agricultura.

indice de pregos industriais (2 dimensées ou 3 dimensdes) ou taxa de crescimento
para a indidstria ao relacionar-se com a agricultura tradicional (4 dimensoes).

indice de precos agricolas.

taxa de depreciagao linear do capital industrial (2 dimensdes e 3 dimensoes) ou
taxa constante de depreciacao da industria (4 dimensoes).

taxa de deprecia¢do quadratica do capital industrial (2 dimensoes e 3 dimensoes) ou
taxa de depreciacao linear da industria (4 dimensoes).

taxa de recuperagao economica da agricultura.

taxa de recuperacao econdémica da industria.

capacidade de uso base da ecosfera pela agricultura.

coeficiente de recuperacao da ecosfera.

taxa de restauracao ou reabilitacao da ecosfera.

taxa de degradacao da ecosfera.

posicao da ecosfera em relacao a condicao de maximo da ecosfera “natural”.

taxa de crescimento da agricultura normal devido a atividade agricola
tradicional para x fixo.

taxa de crescimento da agricultura auxiliar devido a atividade agricola
auxiliar para x fixo.

taxa de retornos decrescentes para a agricultura normal na auséncia de industria
e agricultura auxiliar.
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taxa de retornos decrescentes para a agricultura auxiliar na auséncia de industria
e agricultura tradicional.

coeficiente de termos de troca entre agricultura tradicional e indtustria.

coeficiente de termos de troca entre agricultura auxiliar e industria.

taxa da competitividade da agricultura auxiliar atuando na agricultura tradicional.
taxa da competitividade da agricultura tradicional atuando na agricultura auxiliar.
taxa de degradacao da ecosfera devido as atividades agricolas normais.

taxa natural de restauracao para a ecosfera.

taxa de custo liquido para a agricultura normal restaurar a ecosfera.

taxa de esforco para restaurar a ecosfera pela agricultura normal.
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Resumo

OLIVEIRA, Anna Paula Machado de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro
de 2013. Uma Abordagem da Teoria de Sistemas Dinamicos para Sustentabili-
dade. Orientador: Kennedy Martins Pedroso. Coorientadores: Alexandre Miranda Alves
e Mehran Sabeti.

Nesta dissertacao estudamos sistemas de equacoes diferenciais ordinarias que descre-
vem a interacao entre ecosfera, industria e agricultura. O objetivo é mostrar que esses
modelos sao sustentaveis, ou seja, que eles apresentam Dissipatividade e Persisténcia Uni-
forme. Os sistemas trabalhados foram propostos por Agyemang e outros [1], Apedaille e
outros 3] e Solomonovich e outros [16] e [18].
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Abstract

OLIVEIRA, Anna Paula Machado de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, february,
2013. An Approach to Theory of Dynamical Systems for Sustainability. Adviser:
Kennedy Martins Pedroso. Co-advisers: Alexandre Miranda Alves and Mehran Sabeti.

In this dissertation we study systems of Ordinary Differential Equations that describe
the interaction between Ecosphere, Industry and Agriculture. The purpose of this work
is to show that these models are sustainable, ie, they present Dissipativity and Uniform
Persistence. The systems were proposed by Agyemang and others [1], and Apedaille [3]
and Solomonovich and others [16] and [18].



Introducao

O conceito de sustentabilidade vem sendo amplamente discutido e a preocupagao com
um desenvolvimento economico, industrial ou agricola que nao agrida o meio ambiente é
cada vez maior. Nesse contexto, foi realizado em junho de 2012 a Conferéncia das Nacoes
Unidas sobre Desenvolvimento Sustentavel no Rio de Janeiro, conhecida como Rio + 20,
cujo principal objetivo foi o de renovar o compromisso politico dos paises participantes
com o desenvolvimento sustentavel.

O objetivo desse trabalho é estudar modelos descritos por equagoes diferenciais ordi-
narias, cujas variaveis sao: a ecosfera que representa, em geral, a qualidade do ambiente;
a agricultura representando atividades agricolas e extrativistas que geralmente estao lo-
calizados nas economias rurais; e a industria que refere-se a producao de manufaturados,
podendo incluir servicos que estao geralmente associados com economias urbanas. No
espaco de fase desses sistemas, procuramos atratores globais que tenham todas as co-
ordenadas positivas, porque essa é a principal caracteristica dinamica que atribuiremos
ao conceito de sustentabilidade. Para garantir a existéncia desses atratores, usamos a
Teoria da Persisténcia que lida principalmente com a topologia de semifluxos em espacos
métricos localmente compactos. Essa sofisticada teoria vem sendo desenvolvida ha menos
de trinta anos, ou seja, trata-se de uma teoria recente e um campo fértil de pesquisa
tanto para Matemaéatica Pura quanto para Matemaética Aplicada. Nesse trabalho, também
evidenciamos algumas limitagoes das teorias classicas (analise local seguida de construgao
de fungbes de Lyapunov) para responder aos questionamentos naturais sobre os modelos.

O presente trabalho contribui, utilizando-se do vocabulério de sistemas dinamicos,
para uma descricao mais precisa do conceito de sustentabilidade. Os modelos estuda-
dos retratam situacoes concretas, onde a sustentabilidade é traduzida como um principio
segundo o qual o uso dos recursos naturais e economicos por atividades agricolas e indus-
triais, para a satisfacao de necessidades presentes, nao pode comprometer a satisfacao das
necessidades das geracoes futuras.

No capitulo 1 apresentaremos os principais tépicos de Teoria da Persisténcia que serao
utilizados nos capitulos posteriores. Iniciamos com defini¢coes béasicas de EDO, tais como
fluxo e conjunto 6mega-limite, para mais tarde definirmos dissipatividade e os varios tipos
de Persisténcia. Esses conceitos serao de extrema importancia para os modelos trabalha-
dos nos capitulos seguintes. A partir dai, nosso objetivo se torna encontrar condigoes para



que se tenha uma equivaléncia entre estas definicoes de Persisténcia apresentadas. Fina-
lizamos com duas secOes nas quais mostraremos como garantir Persisténcia em modelos
Kolmogorov de dimensdo n em R} = {(x1,22,...,2,) € R";2; > 0 para 1 < i < n}, que
chamaremos de cone positivo de dimensao n. A importancia dessas duas tltimas secoes
esta no fato de que sao elas que tornam a teoria mais aplicavel, algo que pode-se observar,
por exemplo, nos capitulos 2 e 3. A base da parte inicial desse capitulo foi principalmente
os artigos [5], [6] e [8]. Para as duas ultimas se¢oes utilizamos [10] e [11].

No capitulo 2 analisaremos o modelo de duas equacoes envolvendo somente agricul-
tura e industria, onde a ecosfera é considerada em equilibrio. Comecamos apresentando
algumas propriedades desse sistema (positividade e dissipatividade), depois procuramos
pontos de equilibrio na fronteira de R%r, formada pelos semieixos positivos, e classificamos
localmente os equilibrios encontrados via Teorema de Hartman-Grobman. Ao tentarmos
encontrar os equilibrio no interior de ]R%r da forma usual nos deparamos com o seguinte
polindmio de grau 5

08%y° + (26%a — 26 B )y*
(= By — 45Baga + Bbnd + 2528
+oag — BES + 05%a® — 208y + BEY)Y°
+(2603a — 2B&ad + 20y + 262 Ba — aghnd + apbnyy
+2B&ary — 20 Bay + apéd + 25bnad
—2Bbnay — 20 Ba*ay — aply — 26%ag)y?
+(=282apa + 6% + 2cpbnary + Ba’éy — 206%y — £6% + 2apad + 2£0y
—&v? + dada® — 2apbnad + 6 — 2apé
ay + Ba*bnd + 26apary — Ba*&d — Ba’bny)y
—aa?éy — £6%a + 2E5ary + apa’bny + a6 — apa’bnd — Ev%a = 0.

que contém 9 parametros, fazendo com que encontrar uma raiz satisfatéria a situacao
apresentada, seja bem dificil. O objetivo entdo, passa a ser mostrar que o fluxo solucao
do nosso sistema ¢é sustentavel, ou seja, que esse fluxo é persistente uniforme e dissipativo,
pois isso garante a existéncia de um atrator global no interior de R%. Utilizamos o artigo
[3] como embasamento para esse capitulo.

No capitulo 3 apresentamos o modelo de 3 equacoes envolvendo ecosfera, industria
e agricultura. Novamente comecaremos com algumas propriedades inerentes a esse sis-
tema, como dissipatividade, e procuraremos equilibrios na fronteira de R? classificando-os
localmente posteriormente utilizando o Teorema de Hartman-Grobman. Utilizando um
teorema especifico para o caso de 3 dimensoes apresentado no capitulo 1, concluiremos
que o sistema é persistente uniforme e consequentemente, sustentavel. Para esse capitulo
utilizamos os artigos [16], [17] e [18].

No capitulo 4 temos o modelo de 4 equacoes, que envolve ecosfera, industria e dois
tipos de agricultura. Nesse modelo, a agricultura é separada em agricultura tradicio-
nal ou normal que representa as mesmas atividades agricolas dos capitulos anteriores e
agricultura auxiliar, que retrata principalmente os recursos que podem ser retirados de
florestas e da vida selvagem. Mais uma vez iniciamos com algumas propriedades e se-



guimos encontrando e classificando localmente os equilibrios da fronteira de Ri, com 0s
quais nos deparamos diretamente. Nesse capitulo porém, a persisténcia ja é utilizada para
garantir que temos um tnico equilibrio em um dos semiespacos positivos que compoe a
fronteira. Apos isso, concluiremos que o sistema é persistente uniforme garantindo assim
a sustentabilidade. Esse capitulo foi baseado em [1].

No geral, o objetivo dos capitulos 2, 3 e 4 é o mesmo: exibir a Persisténcia Uniforme
dos respectivos sistema que, juntamente com a propriedade de dissipatividade, garantirao
a sustentabilidade dos modelos apresentados.



Capitulo 1

Persisténcia em Sistemas Dinamicos

O objetivo desse capitulo é apresentar a Teoria da Persisténcia, a qual lida principal-
mente com a topologia de repulsores e atratores para fluxos definidos em espagos métricos
localmente compactos. Uma aplicacao dessa teoria ocorre em sistemas de equacoes dife-
renciais ordinarias (EDO’s) néo lineares. Para iniciar o estudo do retrato de fase dessas
EDQO’s, um dos caminhos mais comuns da teoria classica nos diz que devemos encontrar
os pontos de equilibrio do sistema, classifica-los localmente e construir uma funcao de
Lyapunov que globalize essa classificacao. No entanto, para a maioria dos sistemas, exis-
tem dificuldades 6bvias até mesmo para encontrar os pontos de equilibrio. Se o interesse
é estudar subconjuntos fechados do espaco de fase que tenham fronteira invariante repul-
sora e atratores interiores globais, aqui é que inserimos a Teoria da Persisténcia. A seguir
damos algumas defini¢oes e resultados.

1.1 Conceitos Iniciais

Seja L um espaco métrico localmente compacto com métrica d. Para qualquer sub-
conjunto S de L, usaremos os simbolos int(S), 05 e S, para denotar respectivamente, o
interior, a fronteira e o fecho de S.

Definicao 1.1. Um fluzo continuo (autonomo) em E é um terno § = (E,R,7), onde E
¢ um subconjunto fechado de L, R € o conjunto dos niumeros reais e m € uma aplica¢ao
continua de B X R para E tal que

1. n(x,0) = x para todo x € E;

2. w(m(x,t),s) =m(x,t+s), para todo x € E e para todo s,t € R.

Vejamos exemplos de fluxo.

Exemplo 1.1. Considerando E =R e 7w(x,t) = e'x, temos que § = (E, R, 7) é um fluzo
continuo pois,



1. Vz € R temos, n(2,0) = ez = 1z = .
2. Vo € R temos, w(n(x,t),s) = esn(x,t) = e’(e'x) = e'T5x = w(x, t + 5).

Exemplo 1.2. Sob as hipdteses do Teorema de Picard (para mais informagoes veja Soto-
mayor [19]), temos que a solugcdo de uma EDO auténoma estd definida em um intervalo
mazimal I,,... Utilizando o Lema 2.1, que veremos mais a frente, concluiremos que sem-
pre podemos considerar Ln.. = R, fazendo com que a solucao da EDO autéonoma defina
um fluxo.

Definicao 1.2. Para qualquer x € E, definimos a érbita de x como
V(@) =A{n(z,1);t € R}.
Observacao 1.1. Considere a sequinte relacao:

x~y < Jtyg € Ry =m(x,ty)

Afirmamos que essa relacdo € de equivaléncia.
De fato,
e r ~ z pois z = 7(x,0).

e Se x ~ vy, entdo Jty € R;y = w(x, o).
Dai z = m(x,0) = w(mw(x,ty), —to) = 7(y, —ty). Portanto, y ~ .

e Sex~yeyr~ zentdo Iy, s € Ryy = m(x,t1) e z = 7w(y,ta)
Assim, z = 7(y, t2) = m(7(x, 1), 12) = 7(@, {1 + ta).

Logo, x ~ z.

Observe que a classe de equivaléncia de  coincide com a érbita de z, ou seja, T = v(x).
De fato,
yer s dyeRyy=mn(z,ty) ©ye€{n(x,t);t e R} & yey(x)

Sendo assim, como as 6rbitas sao classes de equivaléncia, ou elas sao disjun-
tas, ou elas coincidem.

Lema 1.1. Para todo x € E, y(x) é um conjunto conezo.

Demonstracao: Isso ¢ consequéncia da conexidade de R e da continuidade da 7.

Exemplo 1.3. Voltando ao exemplo 1.1, para cada o € R a orbita de § para xo €
Y(xo) = {m(zo,t);t € R} = {e'xg;t € R}.



Definicao 1.3. Seja M um subconjunto nao vazio de E. Dizemos que:

1. M ¢ invariante pelo fluro §, se para todo x € M a orbita que passa por x estd
contida em M.

2. M ¢ invariante isolado quando M ¢ invariante pelo fluxo § e existe A D M aberto
tal que nenhum outro conjunto invariante N C A satisfaca N D M.

Note que um conjunto invariante isolado é necessariamente fechado. De fato, seja M
um conjunto invariante isolado. Como M ¢ invariante segue que int(M) e M também
s3o invariantes (veja Bhatia [4], pagina 22). Se M ndo fosse fechado teriamos M O M,
M # M e M C A, uma contradicdo com a definicdo de invariante isolado.

Teorema 1.1. (Teorema da Alfandega) Sejam X, Y subconjuntos de um espaco mé-
trico L. Se'Y € conexo e tem pontos em comum com X e E — X, entdao algum ponto de
Y pertence a fronteira de X.

Demostragao: Veja [13] pagina 99.
[ |

Lema 1.2. Seja M C E. Se existem x € int(M) er € R tais que w(x,r) & int(M), entdo
existe s € R tal que w(x,s) € OM.

Demostragao: Seja x € int(M) tal que existe r € R que satisfaz w(x,r) & int(M).
Temos que x € y(x) e w(z,r) € y(x), dessa forma, temos pontos de vy(z) em int(M) e em
E —int(M). Como v(z) é um conjunto conexo, segue que existe um ponto de ~y(x) na
fronteira de M. Logo, existe s € R tal que 7(z,s) € OM.

Lema 1.3. Seja M C L. Se OM ¢ invariante por § entdo int(M) também € invariante
por §.

Demostragao: Suponhamos que int(M) ndo seja invariante, ou seja, existe x € int(M)
tal que y(z) ¢ int(M). Como v(x) ¢ int(M) temos que existe r € R tal que m(x,r) &
int(M). Pelo Lema 1.2, existe s € R tal que 7(x,s) € M. Como, por hipotese, OM é
invariante por §, temos que y(x) C OM resultando em = € OM, o que é um absurdo.
Logo, int(M) é invariante.

A partir daqui iremos supor que JF é invariante por § e vamos denotar a restricao de

$ a OF por 0F.



1.2 Definicoes de Persisténcia e suas Relacoes

Definicao 1.4. O fluzo § ¢ dito persistente fraco se para todo x € int(FE)

limsup d(m(z,t),0F) >0

t——+o0
Definigao 1.5. O fluzo § € dito persistente se para todo x € int(F)

liminfd(n(z,t),0E) > 0

t——+o0
Definicao 1.6. O fluro § € dito persistente uniforme fraco se existe g > 0 para todo
x € int(F) tal que

limsup d(n(z,t),0F) >

t—+o0
Definicao 1.7. O fluzo § ¢é dito persistente uniforme se eziste ¢ > 0 para todo
x € int(F) tal que

liminf d(m(z,t),0F) > eq

t—-+o0
Segue diretamente das defini¢oes acima que

PERSISTENCIA

FRACA \

PERSISTENCIA PERSISTENCIA

UNIFORME FRACA

PERSISTENCIA
UNIFORME

e

Defini¢ao 1.8. Seja x € E, definimos o conjunto w(z) = {y € E;3(t,) com t, — oo e
m(x,t,) — vy, quando n — oo}. O conjunto w(x) € chamado de conjunto w-limite de x.

Defini¢ao 1.9. Seja x € E, definimos o conjunto a(x) = {z € E;3(t,) com t, - —c0 e
m(z,t,) — 2z, quando n — oco}. O conjunto o(z) € chamado de conjunto a-limite de x.

Definigao 1.10. O conjunto estdvel W+(M) de um conjunto M invariante isolado é
definido por
WHM)={z € F:wx)#0w(x)C M}



Definicao 1.11. O conjunto instavel W~ (M) de um conjunto M isolado invariante é
definido por
W-(M)={x€ E:a(r)#0,alx) C M}.

Observagao 1.2. Nao estamos assumindo nenhuma estrutura especial para M, W+ (M)
ou W= (M), mas quando E € uma variedade diferencidvel e M €, por exemplo, um
ponto critico, orbita periodica ou superficie periddica com estrutura hiperbdlica, temos
que W (M) e W= (M) tém (localmente) estrutura de variedade. Para mais informagoes
veja Butler, Freedman e Waltman [5].

Definicao 1.12. O conjunto estdvel fraco W (M) de um conjunto M invariante isolado
¢ definido por
WHM)={z € E:w(x)N M # 0}.

Definigao 1.13. O conjunto instdvel fraco W, (M) de um conjunto M isolado invariante
¢ definido por
W, (M)={x€ E:a(x)nNM # 0}

w

Exemplo 1.4. Considere o fluxo cujo retrato de fase € representado na Figura 1.1. Tome
o conjunto M como a orbita periodica juntamente com o intertor da regiao por ela limi-

tada. Temos que M ¢é invariante isolado e que W (M) =M e W~ (M) = E.

Figura 1.1: Exemplo de um conjunto Invariante Isolado

Lema 1.4. Temos que
W (M) C W, (M)
W=(M)cC W, (M)

w

Demonstracao: Observe que



reWT(M) = zeFE, wa)#0ew(x)Cc M
= rz€Fewl@NM=w(x)#0
= xze W,/ (M).

A demonstracao referente a parte instavel é andloga.

A seguir temos o Lema de Butler-McGehee, ferramenta muito importante na demonstra-
cao do principal resultado que garante as equivaléncia, sobre certas condicoes, entre as
defini¢oes de persisténcia.

Lema 1.5 (Lema de Butler-McGehee). Seja M um conjunto compacto e invariante iso-
lado. Suponha que WH(M)\M # 0. Entao

W (M)\M # 0.

Demonstracao: Veja [6].

Observacao 1.3. Um resultado andlogo ao Lema de Butler-McGehee pode ser enunciado
para 0s conjuntos instdvel fraco e instdvel.

Observacao 1.4. No caso de fluros gerados por EDO’s, onde E é um subconjunto de
R™, primeiramente obtemos todos os conjuntos tnvariantes nos eixos, planos e hiperplanos
coordenados. Em seguida, obtemos critérios para que cada um desses conjuntos invari-
antes seja localmente instdvel apontando para o interior de E. Entao, usamos o Lema
de Butler-McGehee para mostrar que qualquer solu¢ao com condicoes iniciais no interior
de E tem seu conjunto w—Ilimite disjunto da fronteira de E, sendo assim equivalente a
definicao de Persisténcia.

Definicao 1.14. O fluzo § serd chamado dissipativo se para cada x € E, w(x) #0 e o
conjunto invariante Q(F) = U,cpw(x) tem fecho compacto.

Intuitivamente, a definicao de dissipativo nos pede que cada orbita do fluxo, a partir
de um certo ty (que depende da érbita), comece a fazer parte do interior de um compacto
fixado, do qual essa 6rbita nao sai mais.

Exemplo 1.5. Tomando E = R2 = {(z,y) € R? : © > 0,y > 0}, considere o fluzo cujo
retrato de fase é dado na Figura 1.2, onde existe somente um equilibrio que € um atrator

global. Temos que esse fluxo € dissipativo, pois o w— limite de qualquer ponto de ]Ri € o
proprio equilibrio atrator do exemplo.
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Figura 1.2: Retrato de Fase de um Fluxo que é Dissipativo

Chegamos entao finalmente a nossa definicao de sustentabilidade.

Defini¢ao 1.15 (Sustentabilidade). Diremos que o fluro § € sustentdvel quando for per-
sistente uniforme e dissipativo.

Defini¢ao 1.16. Sejam M e N conjuntos invariantes (nao necessariamente distintos).
Diremos que M € encadeado com N, e escreveremos M — N, se existe x € M U N tal
que x € W= (M)NWTH(N).

Definicao 1.17. Um sequéncia finita My, M, ..., M), de conjuntos invariantes isolados
serd chamada um cadeia se My — My — ... = My, (My — M, se k =1). A cadeia serd
chamada um ciclo se M = M;.

Como estamos supondo o fluxo invariante pela fronteira de F, chamaremos de 0F a
restricao de § a OF.

A seguir, vamos definir 6rbita heteroclinica, tipo de 6rbita que serd utilizada no pro-
ximo exemplo.

Definicao 1.18. Sejam M; e My dois conjuntos invarientes em E. Uma orbita heterocli-
nica de My e My € uma orbita que se aproxima assintoticamente de My quando t — —o0
e de My quando t — +00.

Exemplo 1.6. Considere M como o equilibrio da esquerda da Figura 1.3, N o equilibrio
da direita e L a orbita heteroclinica que sai de M e chega em N. Temos que W~ (M) =
L =W*(N). Considerando entdo, qualquer ponto pertencente a L, podemos concluir que
M ¢ encadeado com N.
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Figura 1.3: Exemplo de conjuntos Encadeados

Definigao 1.19. Dizemos que OF € isolado se ele admite uma cobertura M de Q(0F) de
conjuntos invariantes isolados compactos My, Mo, ..., My, dois a dois disjuntos tais que,
cada M; € também isolado por §. Chamamos M de cobertura isolada.

k
Definigao 1.20. Dizemos que 0F € aciclico se existe alguma cobertura isolada M = U M;

i=1
de Q(IF) tal que nenhuma subfamilia de {M;} forma um ciclo.

1.3 Condicoes Suficientes para Persiténcia Uniforme
Temos a seguir o teorema que apresenta, sobre hipoteses adicionais, a equivaléncia
entre as definicoes de Persisténcia.

Teorema 1.2. Seja § um fluxo continuo em E. Suponha que

1. § € dissipativo;
2. 0§ € isolado;
3. 0F € aciclico;

4. § € persistente fraco;

entdo § € persistente uniforme.



12

Demostragao: Veja [5].

Sendo assim, ap0s esse teorema temos:

PERSISTENCIA
FRACA
+

HIPOTESES

PERSISTENCIA PERSISTENCIA
UNIFORME FRACA

PERSISTENCIA
UNIFORME

A seguir temos duas se¢oes que mostram como podemos utilizar a teoria da Persisténcia
se estivermos trabalhando em R} = { = (21,2,...,2,) € R" : 2, > 0,1 < i < n}e
considerando que o fluxo ¢é solu¢ao de um sistema Kolmogorov n—dimensional de EDO’s,
que modela a interacao entre populagoes.

1.4 Persisténcia em Modelos Kolmogorov com Trés Equa-
coes
Nesta secao mostraremos um resultado que nos diz como podemos garantir Persis-

téncia em modelos Kolmogorov com 3 equacoes que seguem o paradigma presa-predador.
Utilizamos como principal referéncia [10].

Iniciemos definindo o que é um sistema Kolmogorov n—dimensional.

Definicao 1.21. Dizemos que um sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias em um
aberto U C R™ é Kolmogorov se ele for da forma

dt' =z;g:(z), 1<i<n, (1.1)

onde g; € uma funcao de classe Ct em U.

Para o caso especifico de dimensao 3, consideremos entao, a interacao entre 3 popula-
coes que pode ser modelada pelo seguinte sistema Kolmogorov.
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d

= = uf(uow)

dv

a vg(u, v, w) (1.2)
a;—z: = wh(u,v,w)

Com u(0) = ug > 0, v(0) = v9 > 0 e w(0) = wy > 0. Onde u é uma populagdo de
presas, w ¢ uma populacao de predadores e v pode ser tanto uma populagao de presas
quanto uma populacao de predadores.

Procuramos condicoes sobre as quais essas trés populagoes persistam, ou seja, condi-
coes sobre as quais o fluxo que é solucao do sistema 1.2 seja persistente.

Uma solucao com condicoes iniciais no cone positivo persistira, se nao existem pontos
w—limite na fronteira do cone positivo (ou seja, nos eixos ou planos coordenados). Observe
que como o sistema 1.2 é Kolmogorov, os eixos e planos coordenados sao invariantes.

Vamos entao, enunciar um teorema dando condicoes para a persisténcia do sistema
1.2.

Teorema 1.3. Suponha que

1. f, g, h sao C* em (u,v,w).

2. o0 ponto de equilibrio Ey = (0,0,0) € instdvel na direcdo u e assintoticamente estdvel
na direcao w.

3. existe um unico equilibrio da forma Ey; = (k1,0,0) que € assintoticamente estdvel
na direcao u.

4. nao existe equilibrio na parte positiva do eizo w.

5. Pode ou nao existir um equilibrio do tipo Es = (0,k2,0). Se ele existe é dnico,
assintoticamente estdvel na direcao v e nesse caso FEy € instdvel nessa diregao. Se
FEs nao existe entao Ey € assintoticamente estdvel na direcao v.

6. Todas as solugoes do sistema 1.2 com condicao inicial nao negativa sao limitadas
com o tempo.

7. Ey e Ey(se ele existir) sao pontos de sela.

8. No interior de cada plano coordenado, hd no mdzximo um equilibrio, o qual se existir
€ instavel na direcao positiva ortogonal a este plano e em torno do qual nao existem
orbitas periodicas.
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Entao o sistema 1.2 é persistente.

Demostragao: Veja [10].

1.5 Persisténcia em Modelos Kolmogorov com n Equa-
coes

Apresentaremos nesta secao uma forma de garantir a Persisténcia Uniforme de um
sistema Kolmogorov n-dimensional que modela a interacao entre populacoes. A relacao
entre essas populagoes pode ser de competicao, presa-predador ou mutualismo. Utilizamos
como referéncia o trabalho de Gard [11].

Considere entao, o modelo Kolmogorov de n espécies dado por
dl’i
dt

onde x = (x1, 29, ..,x,) e f; € C* em R", o fecho do cone positivo

=z fi(r), 1<i<n, (1.3)

RY ={zeR":2;, >0,1<i<n},
que é a regiao onde consideraremos o modelo 1.3.

Observe que a regidao R’} ¢ invariante pelo fluxo que ¢é solucao do sistema 1.3 ja que
esse sistema é Kolmogorov.

Considere agora, o seguinte subconjunto de M dado por

H; ={z € R} : z; = 0},
que também é invariante pelo fluxo.

Podemos definir a fronteira de R’} como:

OR" = CJ H;.
=1

Vamos agora apresentar um lema que nos apresenta uma forma mais préatica de des-
cobrir se um fluxo, no fecho de R”, é dissipativo.
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Lema 1.6. Considere o sequinte sistema de equagoes diferenciais no fecho de R} =
{(z1, 29, ..., x,) € R"z; > 0,0 <i<n}

CZ; = fi(z), 1<i<n, (1.4)

Suponha que existe um conjunto compacto B C Ri tal que, para cada xo € RY} existe um
tempo to, que depende de xo e B, de forma que a solu¢ao w(xo,t) do sistema 1.4, com
condi¢ao inicial x(0) = xg, satisfaz

m(xo,t) € B

para todo t > ty. Entao o fluxo dado por § = (K,R, ) € dissipativo.

Demonstragao:

Seja B C Rﬁ o conjunto compacto dado na hipotese tal que, para cada zg € R’} existe
um tempo tg, que depende de g e B, de forma que a solu¢do m(z,t) do sistema 1.4, com
condicdo inicial z(0) = zo, satisfaz

W(%o,t) €B
para todo t > t.

Lembrando que w(z) = {z € R",3(t,)|t, — o0 quando n — 0o e w(x,t,) — z}.
Tome t,, = to + n e assim, t,, — oo quando n — oo e 7(x,t,) € B, Vn € N.

Isso significa que a sequéncia {z,, = 7(z,t,)}wen € limitada, pois B é um conjunto
limitado. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass {x, },en possui subsequéncia convergente,
logo, 3z € RY tal que z, — 2, n € N. Dai, 7(x,t,) = 2 quando n € N'. Assim, z € w(x)
o que garante que w(x) # (.

Vamos mostrar agora que U w(z) ¢ limitado. Como B é limitado, segue que B
mERi

também é limitado. Mostremos entao que U w(z) C B.
z€RY

Seja y € w(x) assim 3(¢,) tal que ¢, — oo quando n — oo e mw(z,t,) — y. Como
t, — oo quando n — oo temos que dng € N n > ng = t, > t,.

Assim, n > ng = 7(x,t,) € B, logo y € B. Portanto U w(r) ¢ B. Como B é
zERTY
limitado, segue que, U w(x) é limitado e portanto 7(x,t) é dissipativo.
zERY
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Assumiremos que o sistema 1.3 é dissipativo , e para isso iremos supor que existe uma
vizinhanca compacta B C R’} tal que para algum t; € N,

x(t) e B
para todo t > ty, onde z(t) é a solucdo de 1.3 com condicao inicial dada por z(0) = .
Considere agora as seguintes constantes
M; = sup z;,
r€EB

.. Ofi
m;; = inf

zeB 81']‘

0fi
M,;; = su
! :EGE axj

(),

(),

a; = fi(0)
e escolha () dado por

Q C {i :existe j tal que gfj () >0,z € B}.

%

Suponha que existe uma escolha de nimeros positivos r;,j = 1,..,n tais que

ermji Z 0, 1 € Q, (15)
j=1

Finalmente, considere a seguinte igualdade que depende da escolha de r;,5 =1,..,n

/_L: Zriai— ZMinj (16)
=1

i€Qe  j=1
Lema 1.7. Considere o sequinte sistema de equagoes diferenciais em R
dz;
o = li@), 1<i<n (1.7)

cujo fluxo que € solugdo € dado por m(x,t) = (m1(x,t), ..., m(x, 1)) considerando a condigdo
inicial dada por (0) = x. Se, para todo 1 < j < n, existe m > 0 tal que

lim inf(7;(z, t) > m,
t—ro0

entao o fluro (e também o sistema) é persistente uniforme.
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Demonstragao: Temos que

d(z,0R") = min {d(z, H;)}.

1<i<n
De fato, para todo 1 <17 < n temos que
d(z,0R"}) <d(z,y) VYye€ H;
pois, H; C OR"}, dessa forma

d(z,0R") < min {d(z, H;)}.

1<i<n
Por outro lado, temos que existe k € {1,..,n} tal que miny<;<,{d(z, H;)} = d(z, H).
Suponhamos por absurdo que

d(z,0RY) < min {d(z, H;)}.

1<i<n
Assim, existe y € OR’} tal que

d(z,y) < d(z,Hy) = min {d(z, H;)}.

1<i<n

Como y € JRY, segue que existe [ € {1,...,n} tal que y € H;.

Sendo assim,

d(z, H)) <d(z,y) pois y € H,

e isso nos da que

d(z, H;) < d(z, Hy) = min {d(z, H;)},

1<i<n
o que é um absurdo.
Sendo assim,

d(z,0RY) = min {d(z, H;)}.

1<i<n

Considere R = {z € R" : ; = 0}. Temos que R} ¢é subespago vetorial de R",
Vi € {1,...,n}. Assim, para todo z = (21, ...,2,) € R"

d(z,R}") = d(z,p:)

onde p, é a projecdo ortogonal de z em R} e mais, p, = (21, ..., 2i-1, 0, Zi1, ..., 2,). Usando
a métrica do maximo temos

d(z,R}) = d(z,p.) = |zl
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Observe que se z € R’ entao p, € H; daf
d(z, H;) < d(z,p,) = d(z,R}).
Por outro lado H; C R} que implica que
d(z, H;) > d(z,R}).
Temos entao que
d(z, H;) =d(z,R}) = |zi| = 2.
Como 7(x,t) = (mi(x,t), ..., m(z, 1)) temos

d(m(x,t),0RY) = min {d(n(z,t), H;)} = m(x,1)

1<i<n

para algum k € {1,...,n}. Dai,

liminf d(7(x,t), OR") = liminf 7 (2, ) > m
t—o0

t—o00

por hipotese, o que nos da que o fluxo é Persistente Uniforme.

Segue entao o Teorema de Persisténcia.

Teorema 1.4. Suponha que o sistema 1.3 € dissipativo com B sendo um subconjuto com-
pacto correspondente e as constantes a;, m;; e M; definidas anteriormente. Se para al-
guma escolha de Q) erj,j =1,..,n satisdazendo 1.5, ji definido por 1.6 é positivo, entao
o sistema 1.3 € persistente uniforme.

Demonstracao: Veja [11]

1.6 Algumas Consideracoes

Nesse capitulo, apresentamos aos conceitos basicos referentes a Teoria da Persisténcia,
definindo os quatro tipos e persisténcia e trabalhando para chegar a equivaléncia entre
essas definicoes.

Exibimos um teorema que nos diz que sobre certas hipoteses sobre 0F, juntamente
com dissipatividade, persisténcia fraca implica persisténcia uniforme (Teorema 1.2). Se
qualquer uma das hipdteses nao é satisfeita, a conclusao do teorema nao é verdadeira, ou
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seja, o sistema pode persistir fracamente (ou simplesmente persistir) sem ser uniforme-
mente persistente. Exemplos de que essas hipoteses sao realmente necessarias podem em
encontradas em [8] e [10]. Os Teoremas 1.3 e 1.4 se mostram como mais um op¢ao para
garantir a persisténcia uniforme para alguns casos particulares.

As ferramentas aqui apresentadas serao muito uteis nos modelos de equacoes dife-
renciais ordinarias com os quais trabalharemos posteriormente. Utilizando a teoria da
Persisténcia garantiremos a sustentabilidade de cada sistema e consequentemente, a exis-
téncia de um atrator global.



Capitulo 2

Modelo com Interacoes entre
Agricultura e Industria

A transferéncia de riqueza entre a Agricultura e a Industria é topico central no de-
senvolvimento economico. Essa transferéncia ocorre através da variacao dos valores adi-
cionados a trabalho, propriedade intelectual, terra e capital.

Neste caso, entende-se a riqueza como o poder de compra para necessidades, con-
veniéncia e lazer. Essa riqueza provém dos ativos da Inddstria e da Agricultura, que
sao definidos como tudo aquilo que pertence a esses sistemas e possui valor financeiro
atribuido.

O paradigma presa-predador é usado na modelagem da relacdo entre a Agricultura e
a Industria conforme proposta de Apedaille e outros [3]. O sistema industrial é modelado
como o predador relativo ao sistema agricola, de onde extrai os ativos necessarios para a
fabricacao de seus produtos, ja a Agricultura usa a Ecosfera como fonte de energia para
manter sua produgao.

Neste capitulo, assumimos que a Ecosfera estd em estado de equilibrio, dessa forma
a captacao de recursos da ecosfera pela agricultura ¢ balanceada pela entrada de outros
componentes [3].

20
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2.1 O Modelo

Considere o seguinte sistema, proposto por Apedaille e outros em |3]:

dy Y z
T g . (2.1)
dt =ThE (a+y) (b+2)

com y(0) =y > 0 e 2(0) = zo > 0, ou equivalentemente,

dy (v —9)z
dar “y<&°_ﬁy+(a+y)(b+z))
dz

@i Z( §= +(a+y)(b+z)>

com y(0) =y > 0 e z(0) = 2z, > 0, onde

e y representa a riqueza agricola;

e 2 representa a riqueza industrial.

A seguir temos o significado de cada um dos parametros.

1t - parametro que reescalona a taxa de mudanca na riqueza agricola quando comparada
a taxa de mudanca na riqueza industrial.

ayp - taxa de crescimento na riqueza agricola, sendo dependente da qualidade ambiental.
[ - coeficiente de rendimentos decrescentes na agricultura.

0 - indice de precos industriais.

v - indice de precos agricolas.

¢ - taxa de depreciacao linear do capital industrial.

1 - taxa de depreciacao quadratica do capital industrial.

a - taxa de recuperacao econdémica da agricultura.
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b - taxa de recuperacao econémica da indastria.

Essas defini¢bes para os parametros foram obtidas em [17] e estamos supondo que
todos os parametros sao positivos.

~ . . _ dz __

Observe que se nao tivermos agricultura (y = 0) teremos % = z(—§ —nz), dessa forma
a variacao da industria é negativa e portanto a mesma também tendera a exting¢ao. Caso

~ . . . _ ~ dy L. .

nao tenhamos inddstria (z = 0) entao ¢ = uy(ao — By) e portanto a variagao da agricul-
tura depende dos valores dos parametros i, ag e [, que representam respectivamente, a
reescalonacgao da taxa de mudanca na riqueza agricola quando comparada a taxa de mu-
danca na riqueza industrial, a taxa de crescimento na riqueza agricola, sendo dependente

da qualidade ambiental e o coeficiente de rendimentos decrescentes na agricultura.

O Teorema da Existéncia e Unicidade garante que o sistema 2.1, com a condicao inicial,
possui solucdo tnica em um intervalo maximal [,,,,. Além disso, utilizando o préximo
lema, podemos supor que I,,.. = R, fazendo com que a Teoria desenvolvida no Caitulo 1
possa ser utilizada.

Lema 2.1. Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordindrias.

dx
- = F(x)
z(0) = xo.

Se F ¢ C' em um aberto A C R", entdo existe um campo continuo em A com as mesmas
trajetorias de F', cujas solucoes sao definidas em toda a reta.

Demonstracao: Veja |[7].

2.2 Positividade e Dissipatividade

Nessa secao, veremos duas importantes propriedades do sistema 2.1 que sao de fun-
damental importancia para garantir a sustentabilidade do mesmo.

Lema 2.2. Solugoes do sistema 2.1 com condicao inicial positiva mantém-se positivas.

Demonstracgio: Como o sistema 2.1 ¢ Kolmogorov, a fronteira de R2 ¢ invariante pelo
fluxo. Pelo Lema 1.3 temos que int(R?) também ¢é invariante pelo fluxo e daf segue o
resultado.
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Teorema 2.1. O sistema 2.1 ¢ dissipativo com regiao de atracao contida em

B={(y,z)eR2:0§y§%[%+ g—§+%max{v—5,o}],0§z§g}

d — d
Demonstracao: Sabemos que d_i = uy (ao — By + %) Assim d_?z{ <

d
pogy — pBy? + pk onde k = max{y — §,0}. Vamos entdo comparar d_?z com

dB

o= pagB — pBB? + pk = w(Q + B)(Qy — BB),

onde Ql >0, QQ >O, QngzkeQz—Qlﬁ:ao, (sek::Oentéoﬂl :OGQQZCM()).
Entao, se y(0) = B(0) temos que y(t) < B(t), para todo t > 0. Resolvendo a EDO

dB
pr w(Q + B) (s — BB) temos

Oy — O CoeHEnB+22)t
(t) = B+ Coe—r@iB+)t

Qs — Byo

onde Cy = 0t
1 0

Resolvendo o sistema
010, = k
Qg — Qlﬂ = Oy

vl oot/ 2 +45k
encontramos valores positivos para 21 e {2y dados por 2; = 2—]“2 e = ——.
ao+y/af+4p8k

Logo, temos que

. D 1ag ag 4
Assim,
. Qg 1 (7)) Oé(2) 4
0 <limsupy(t) < — = = | — + 4/ = + —max{y —6,0}|.
< HOopy()_ﬁ 5|3 Rl {v }
E portanto,
1 Q) Oé% 4
0<y(t) < z|—- +1/> + 5max{y—0,0}].
Temos ainda que%:z —S—nz—l—m%_zj%) assim,%g—fz—l—& Usando

a mesma argumentagao do caso anterior, conluimos que

)
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2.3 Pontos de Equilibrio na Fronteira de R?

O objetivo nessa secao é encontrar os pontos de equilibrio referentes ao modelo bi-
dimensional e classifica-los. Mostraremos que dois equilibrios sempre existem, e que, um
terceiro equilibrio pode existir dependendo dos valores de parametro. Esse terceiro equi-
librio representaria a coexisténcia entre agricultura e industria. Observe que procuramos
solugoes apenas no primeiro quadrante, ja que solugoes com coordenadas negativas nao
fazem sentido ao nosso modelo.

Para encontrarmos os pontos de equilibrio, lembrando que p # 0, devemos resolver o
seguinte sistema:

oo pr+ o datey) = 0

5y ) ) (2.2)

Z(‘g‘"”mw)(bm

Equilibrio trivial

Claramente, o ponto Fy(0,0) é um ponto de equilibrio do sistema acima pois esse
sistema ¢ Komogorov. Esse equilibrio representa a nao existéncia, tanto da agricultura,
quanto da industria.

Equilibrio na parte positiva do eixo y

Nesse caso, temos y # 0 e z = 0 o que torna claramente a 2* equacao valida. Com
essas condicoes a 1* equacao se torna

y(ap — By) =0
o
3

Portanto temos o seguinte equilibrio

Fy(%,o)

Esse equilibrio representa que temos a existéncia de agricultura mesmo se nao tivermos

Como y # 0 temos que y =
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a existéncia da inddstria.
Equilibrio na parte positiva do eixo z

Nesse caso temos y = 0 e z # 0 o que torna a 1* equagao valida. Com essas condic¢oes

a 2% equagao se torna
z( —&— nz) =0

Portanto nao temos equilibrio positivo nesse eixo, ou seja, caso nao exista agricultura,
também nao existira industria.

A%

Como z # 0 temos que z =

=|

2.4 Analise Local dos Pontos de Equilibrio da Fronteira
de ]R%r

Aplicando o Teorema de Hartman-Grobman (veja [19], pagina 226), vamos agora
classificar localmente os pontos de equilibrio ja encontrados através da matriz Jacobiana
J2(y, z) do sistema 2.1 que é dada por:

B (v —9d)az p(y — 6)by
7 e M(Oéo 20y + (a+y)2(b+z)> (a+y)(b+ 2)2
2(y,2) daz by
—&—2nz+

(a+y)2(b+ 2) (a+y)(b+ 2)?

Lema 2.3. O equilibrio Fy ¢ uma sela hiperbolica localmente instdvel na direcio y e

localmente assintoticamente estdvel na direcao z.

Demonstracao: Substituindo Fj em J; temos
o pag O
JQ(FO) - ( 0 _é )

Assim, os autovalores dessa matriz sao A\; = pag e Ao = —&. Como todos os parametros
sao positivos temos que essa matriz assume autovalores positivos e negativos, portanto
classificamos esse ponto como um sela.
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Para o equilibrio F,, podemos concluir o seguinte lema

Lema 2.4. Temos que:
(a)Se & > 7 +a/9’ entao o equilibrio Fy ¢ localmente assintoticamente estdvel.

b) Se < entao o equilibrio F, € uma sela hiperbolica localmente assintoticamente
Totem v
estavel na direcao y e localmente instdvel na direcao z.

Demonstracao: Substituindo F, em J, temos
B poo(y—9)
J <@70) — ( HGo (otafls )
6 0 €+ (a0 +aB)b

Os autovalores dessa matriz sao dados por A\; = —uag e Ay = €+

Segue
assim o resultado.

oco—l—aﬂ)b

Para os equilibrios de fronteira, temos entao a seguinte tabela:

- \ Equilibrio \ Classificacao Local
Trivial F5(0,0) Sela Hiperbolica
Assintoticamente Estéavel se

o
No semieixo positivo y | F, <%, O) £> (—i—ﬁ)
p a

e Sela Hiperbolica se

£ < ad
(ao + aﬁ)b
No semieixo positivo z - -

Vamos estudar agora a existéncia de um ponto de equilibrio nao trivial, ou seja, um
ponto de equilibrio que ocorre quando y # 0 e z # 0.

2.5 A Busca por Pontos de Equilibrio no Interior de R?

Utilizando a teoria cléssica, para encontrarmos os pontos de equilibrio no interior de ]Ri

devemos encontrar um equilibrio na parte positiva do plano yz. Neste caso, y # 0 e z #£ 0,
assim o sistema 2.2 se reduz a

(v —90)z
(a+y)(b+ 2)
5 (2.3)

Yy _
ot (a+y)b+z)

ag — By +
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que é equivalente a

Byla+y)b+2)+ (0 —7)z = ala+y)(b+z)

dy—nz(a+y)b+z) = &la+y)(b+=2) (2.4)
Reorganizando as equacoes:
By —ag)a+y)b+2)+ (6 —7v)z = 0
(2.5)

oy —(mz+&)(a+y)b+z) = 0

—b(By — ao)(y + a)
(By —ao)(y+a)+0—~

Antes de substituirmos, vejamos quais valores de y > 0 nos dao também z > 0.

Da primeira equacao concluimos que z =

i. Se 0 <y < G temos (By — ag) < 0 o que implica que —b(Sy — ao)(y + a) > 0.
Assim, para que z > 0 devemos ter (8y — ag)(y +a) + (§ —y) > 0 que é equivalente
a fy* + (Ba — ag)y + (0 — v — apa) > 0, cuja solugao é

Y>>
ou
Y <Y
onde
2
a— o — -0+
ylz—ﬂ 0+ (56L Oéo) +7 aa
28 28 B
e

 Pa—am Ba — ap 2 v —0d+aa
yz“w‘(w)* 5

Temos que y, é sempre negativo e que se v > ¢ entao y; > 0.

Nesse caso entao para termos z > 0 devemos considerar y; < % e assim tomarmos

y tal que
Qo

B

Y1 <y<
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ii. Sey > % temos (By — ao) > 0 o que implica que —b(By — ao)(y + a) < 0. Assim,
para que z > 0 devemos ter (By — ag)(y + a) + (6 — ) < 0 que é equivalente a
By* + (Ba — ag)y + (6 — v — apa) < 0, cuja solugao é

Yo <Yy <1

onde y; e Yo sao as mesmas constantes do caso anterior.

Novamente, temos que y, é sempre negativo e que se v > ¢ entao y; > 0.

Nesse caso entao para termos z > 0 devemos considerar ¢ < y; e assim tomarmos

B
y tal que
Qg

B

<y<uy

Observe que y = % nao nos interessa pois temos z = 0 nesse caso.

Podemos concluir assim o seguinte lema:

Lema 2.5. Suponha que v > § e que min{%,yl} <y< max{%,yl} entdo temos que
z > 0.

—b(By — o) (y + a)
(By — o)y +a) +6—~

oy —(mz+&)(a+y)(b+2) =0,

Substituindo o valor z = na equacao

e usando o Maple 16, encontramos a seguinte equacao polinomial de grau 5:

68%y° + (26%a — 26 B )y*
+(=pBbny — 46Bapa + Bbnd + 2623
+oag — BES + 05%a® — 206y + BEY)y°
+(20cka — 2B&ad + 20apy + 262 Ba — agbnd + by
+2B&ary — 20 Bay + ap€d + 2bnad
—2Bbnay — 20 Ba*ay — aply — 26%ag)y?
+(=282apa + 6% + 2apbnary + Ba’éy — 206y — £6% + 2ap€ad + 2£6y
—&v? + dada® — 2apbnad + 6 — 2apé
ay + Ba*bnd + 26agary — Ba*&d — Ba’bny)y
—apa?éy — £6%a + 2E5ary + apa’bny + a6 — apa’bnd — £y%a = 0.

Devido ao grande ntiimero de parametros envolvidos na equacao acima, garantiremos a
existéncia dos pontos de equilibrio através da Teoria da Persisténcia.
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2.6 Sustentabilidade do Modelo Agricultura-Industria

A Definicao 1.15 de Sustentabilidade dada no capitulo 1 nos diz que, um fluxo é
sustentavel quando for persistente uniforme e dissipativo.

A dissipatividade do sistema 2.1 foi dada no Teorema 2.1 e para garantirmos a persis-
téncia uniforme desse sistema, iremos utilizar a secao 1.5 dada no capitulo 1. Considerando
B o conjunto dado no Teorema 2.1, observe que

4
& a0+ max{y — 0,0}

1
My = sup y < +
" s 2[6 R
’ 5
My= sup z< -
(y,2)eB 5

Temos ainda que, se considerarmos o sistema 2.1 de forma que

n py(ao — By + W = yfi(y,2)
dz 3y B (2.6)
i Z(—f—ﬁz‘Fm) = 2fa(y,2)

temos que fi(y,2) = plao — By + m) e f2(y,2) = —={—nz + W assim se
considerarmos v > 9, ou seja, que o indice de precos agricolas é maior que o indice de

precos industriais, temos:

%32) = —pb — (a i(Z);(g )j S
I -
ana(z’ ZE (a + y;la(b +2) "

% - (a+yiyb+z)2 -

Observe que todas essas funcoes sao continuas em B, e assim, todas possuem maximo
e minimo em B. Dessa forma, considere
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8f1<y7 Z) _ : afl(ya Z) _ : { M(fy — 5)2 }
7 mn ————= — up — )
(a+y)%(b+2)

0w 0fw) [ o
(y,2) B Oz (v,2)€B Oz w2)eB | (a+y)(b+2)2 [’

da
mo; = inf ————~ = min ———— = min ,
T e Oy e Oy (1,2)€B { (a+y)2(b+ 2) }

Ofaly,2) _ min Afaly.2) . o 0y
(a+y)(b+2)? |

)
Teorema 2.2. Suponha que v > 90, my; +mo; > 0 e que pagy — & — 25 > 0. FEntao o

sistema 2.1 € persistente uniforme.

Demonstragao: Observe que a; = f1(0) = pag e as = f2(0) = —£. Considere o conjunto
@ definido na se¢ao 1.5 como @ = {1} e tome r; = 1 = ry. Para garantirmos persisténcia
uniforme segundo o teorema 1.4 devemos garantir que

rimyy + reMmao; = myp +mg; >0
e que

0
:&:MO‘O_S_2M22MQO_€_2E>O

Podemos entao, concluir finalmente o seguinte resultado:

Teorema 2.3 (2.3). O sistema 2.1, sobre as hipdteses do Teorema 2.2, é dissipalivo e
persistente uniforme, e portanto, sustentdvel.

2.7 Retratos de Fase para alguns valores de parametros

Mostraremos nessa secao alguns retratos de fase do sistema 2.1, para alguns valores de
parametro. Na Figura 2.1, apresentamos um caso em que y > §, que é uma das condi¢oes
do Teorema de Persisténcia desse capitulo. Nessa figura, podemos observar a existéncia
de um atrator no interior de R3.
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Na Figura 2.2, também temos um atrator no interior de Ri entretanto, a condicao
~v > § nao é satisfeita. Podemos concluir entao que para termos um atrator no interior de
Ri nao é necessario que a condigao v > § ocorra.

As demais figuras representam o que ocorre para outros valores de parametros valores
de parametros. Em todos os casos temos a existéncia de uma atrator.

Figura 2.1: Retrato de Fase para os valores u =1, 00 =2,86=1,7v=10,0 =5,{ =1,a =
I,b=1en=0.1

Figura 2.2: Retrato de Fase para os valores y = 1,09 = 2,8 = 1,7 = 10,6 = 20,¢ =
1,75,a=1,b=1en=0,1.
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Figura 2.3: Retrato de Fase para os valores y = 1,09 = 2,8 = 1,7 = 10,6 = 20,§ =
8,a=1,b=1en=0.

Figura 2.4: Retrato de Fase para os valores y = 2,09 = 2,8 = 1,7 = 10,6 = 20,£ =
8,a=1,b=1en=0.



33

Figura 2.5: Retrato de Fase para os valores = 0,5, a9 = 2,8 = 1,7 = 10,6 = 20,{ =
8,a=1,b=1en=0.

Figura 2.6: Retrato de Fase para os valores u = 2,09 = 4,8 =1,7 =0,33,0 = 2,§ =
1,8,a=1,b=1en=0.

2.8 Consideracoes Finais para o Modelo Agricultura -
Indtstria

Neste capitulo estudamos a dinamica do modelo de duas varidveis que descreve a
relagdo entre agricultura e inddstria. Encontramos os equilibrios que estavam na fronteira
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de R%r, e ao procurarmos equilibrios no interior desse conjunto, nos deparamos com uma
equacao de grau 5 que depende de muitos parametros, tornando o simples fato de encontrar
raizes complicado. Para contornar esse problema, utilizamos a teoria apresentada no
Capitulo 1, mais precisamente o Teorema 1.4, e garantimos que o fluxo gerado pelo sistema
é sustentavel desde que algumas condigcoes sobre os parametros sejam satisfeitas.

O modelo apresentado é o mais simples possivel, pois estamos considerando a ecos-
fera em equilibrio. Uma versao melhorada desse modelo procuraria relacionar mais esta
variavel, o que pode mudar os resultados até entao encontrados para a dinamica.

No proximo capitulo apresentaremos um modelo incluindo a variavel ecosfera, onde
esta poderé ser vista como uma presa para a agricultura e industria.



Capitulo 3

Modelo com Interacoes entre Ecosfera,
Agricultura e Industria

A relacao entre Ecosfera e Agricultura ¢ muito fragil, principalmente quando conside-
ramos os paises menos desenvolvidos, pois a falta de subsidios para as atividades agricolas
faz com que a degradacao do meio ambiente seja intensificada nesses paises.

O modelo que estudaremos neste capitulo tem como base os modelos propostos por
Solomonovich e outros [16], [17] e [18] e envolve a intera¢do entre Ecosfera, Agricultura e
Industria. Nosso objetivo é entender o comportamento da Ecosfera em relacao a Agricul-
tura ao longo do tempo, ou seja, de que forma a agricultura impacta o meio ambiente a
medida que o tempo passa.

Os valores dos parametros do modelo determinam o comportamento do sistema. Exis-
tem valores de parametros para os quais esse comportamento se torna menos previsivel
que o esperado, sendo assim, é sobre esses parametros que colocaremos condicoes para
que tenhamos os resultados desejados.

E importante ressaltar que nesses modelos, segundo Solomonovich e outros [17], a
ecosfera ¢ considerada um sistema interativo de vida, capaz de se reproduzir, regenerar
e entrar em extin¢ao. Dessa forma podemos considerar na ecosfera as seguintes carac-
teristicas: uma condicao maxima de existéncia, uma taxa de degradacao e uma taxa de
restauragao.

A relagao entre a Agricultura e a Inddstria é basicamente a mesma apresentada no
capitulo anterior, mas o diferencial é que neste modelo a Agricultura é vista como um
predador da Ecosfera.

39
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3.1 O Modelo

Solomonovich e outros [16] e [18] propuseram modelos que demonstram a interagao
entre ecosfera, industria e agricultura. Baseando-se nesses modelos temos o seguinte
sistema:

dx
dy ar r i
a " er /3“<”<e+x> 5)<a+y><b+2> (3.1)

dz oy
dat Z(_f_nz+(a+y)(b+z)>

com condicao inicial 2(0) = zo > 0, y(0) =yo > 0 e 2(0) = 2o > 0.
onde
e 1 representa riqueza ecosférica, referindo-se a qualidade da terra e do ambiente de
forma geral.
e y representa riqueza agricola.

e 2 representa riqueza industrial.

A seguir temos o significado de cada um dos parametros.

(- parametro que reescalona a taxa de mudanca na riqueza agricola quando comparada
a taxa de mudanca na riqueza induastrial.

a - capacidade de uso base da ecosfera pela agricultura.

B - coeficiente de rendimentos decrescentes na agricultura.
0 - indice de precos industriais.

~ - indice de precos agricolas.

¢ - taxa de depreciacao linear do capital industrial.

n - taxa de depreciacao quadratica do capital industrial.

a - taxa de recuperacao econdémica da agricultura.

b - taxa de recuperacao econdmica da industria.
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e - coeficiente de recuperagao da ecosfera.

u - taxa de restauragao ou reabilitacao da ecosfera.

v - taxa de degradacao da ecosfera.

w - posicao da ecosfera em relacao a condicao de maximo da ecosfera “natural”.

Consideraremos todos os parametros positivos.

Observe que se nao tivermos riqueza ecosférica (xr = 0) teremos % = py[—py —
Mﬁ] e L =z2(-¢—nz+ W) Dessa forma a variagdo da agricultura ¢ nega-

tiva e portanto a mesma tenderd a extincao a medida que o tempo passa o que levara
a industria a extingao também. Observe que, segundo nosso modelo, a industria nao
sofre influéncia direta da ecosfera, entretando depende implicitamente, pois a agricultura
depende diretamente da ecosfera.

Caso ndo tenhamos agricultura (y = 0) entdo % = z(u — wz) e & = 2(—£ — n2).
Dai temos que a indtstria tende a exitingao pois a variagao da industria é negativa e o
comportamento da ecosfera fica dependendo da taxa de restauracao ou reabilitacdo da

ecosfera e da posicao da Ecosfera em relacao a condicao de maximo da Ecosfera “natural”.

Por tltimo se tivermos z =0, ou seja caso nao haja riqueza industrial, concluimos
que “fi—f =z(u — vy —wr) e ,uy[ eﬂ, — By|. Nesse caso a variagdo da ecosfera nao se
altera, mas a variacao da agrlcultura passa a depender apenas da capacidade de uso base
e do coeficiente de recuperacao da ecosfera e do coeficiente de rendimentos descresentes

na agricultura.

3.2 Positividade e Dissipatividade

Veremos nesta secao, duas propriedades do sistema 3.1 que sao muito importantes
para garantir a sustentabilidade do mesmo.

Lema 3.1. Solugoes do sistema 3.1 com condicao inicial positiva mantém-se positivas.
Demonstragao: Como o sistema 3.1 é Kolmogorov, a fronteira de R? ¢ invariante pelo

fluxo. Pelo Lema 1.3 temos que int(R?}) também é invariante pelo fluxo e daf segue o
resultado.

Teorema 3.1. O sistema 3.1 ¢ dissipativo com regido de atracao contida em

| &

U 1|« a2 4
A=< (r,y,2):0<2x < —, 0<y< - |-+ + — max 9,0 0<z< -
{( Y, z) " Y [ﬁ =13 {7 - }]

2

|



38

Demonstracao: A demonstracao para as coordenadas y e z é a mesma feita no Teorema

dx
2.1. Para a coordenada x, temos que pr < ux — wz? e seguimos o mesmo raciocinio feito

no mesmo Teorema 2.1.

3.3 Pontos de Equilibrio na Fronteira de R?

Para iniciarmos a anélise da dindmica desse sistema, vamos encontrar os pontos de
equilibrio que pertencem a fronteira de Ri. Lembrando que p # 0, devemos entao resolver
o seguinte sistema para encontramos tais equilibrios.

z(u—vy —wz) = 0
|evm -+ (s e ~ 32
0y _
z(‘f‘””m -

Equilibrio trivial

Claramente, o ponto Fy(0,0,0) é um ponto de equilibrio do sistema acima. FEsse
equilibrio representa a nao existéncia de nenhuma das nossas “espécies”.

Equilibrio na parte positiva do eixo x

Nesse caso, temos © # 0, y = 0 e z = 0 0 que torna claramente a 2* e 3* equagoes
validas. Com essas condigoes a 1* equacao se torna

u—wr =20

Portanto, temos o seguinte equilibrio

Fm(ﬁ,o,O),
w
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que nos mostra que temos a existéncia da ecosfera independente da existéncia da agricul-
tura e da indtstria.

Equilibrio na parte positiva do eixo y

Nesse caso, temos x = 0, y # 0 e z = 0 0 que torna claramente a 1* e 3* equacoes
véalidas. Com essas condicoes a 2% equacao se torna

_/By = 07

o que é um absurdo, ja que 5 > 0 e queremos y > 0.

Portanto, nao temos equilibrio positivo nesse eixo, ou seja, se nao tivermos ecosfera e
indistria, nao teremos agricultura.

Equilibrio na parte positiva do eixo z

Nesse caso, temos x =0, y = 0 e z # 0, o que torna a 1* e 2* equagoes validas. Com
essas condicoes a 3* equagao se torna

2(={—nz) =0

Como z # 0 temos que z = —

Portanto, nao temos equilibrio positivo nesse eixo, ou seja, se nao houver existéncia
da ecosfera e da agricultura, nao havera existéncia da industria.

Equilibrio na parte positiva do plano xz

Temos que x # 0, y = 0 e 2z # 0; assim, o sistema 3.2 se reduz a

ur —wr? = 0
—fz2—-n22 = 0
Da segunda equacao concluimos, como z # 0, que z = —= e assim nao existe ponto

de equilibrio nesse plano com todas as coordenadas positivas. Ou seja, podemos concluir
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que ha existéncia de ecosfera e industria se nao houver agricultura.
Equilibrio na parte positiva do plano xy

Temos que = # 0, y # 0 e z = 0; assim, o sistema 3.2 se reduz a

u—vy —wr = 0

ar
e+x

—Py =0

ax

Ble+ x)

(_(m)_w) _o,

x2+x<%—z+e)—%:0.

Como y # 0, temos y = . Substituindo esse valor na 1* equacao temos:

que é equivalente a

wh  w

Resolvendo essa equagao, encontramos a seguinte raiz positiva:

. 1 Vo . n 1 /va . 2+ ue
rT=——v — —u+ew — | = —u+ew —
2w \ B 2w\ B w

E assim, encontramos o seguinte ponto de equilibrio com coordenadas positivas:

oz
F:E A7—A7 = A7A7 .
y(x Ble+ 1) 0) (4.0

A existéncia desse equilibrio nos mostra que é possivel termos ecosfera e agricultura mesmo
sem a existéncia de industria.

Equilibrio na parte positiva do plano yz

Temos que x = 0, y # 0 e 2z # 0; assim, o sistema 3.2 se reduz a,
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_ﬁy_(a—i-y)(b—i-z) =0
oy B
ot (a+y)(b+2)

Observe que, como y > 0 e z > 0 e os paramentros sao positivos, segue que a 1?
equagao nunca serd satisfeita.

Portanto, nao existe equilibrio positivo nesse plano, ou seja, nao ha existéncia de
agricultura e industria se nao houver ecosfera.

3.4 Analise Local dos Pontos de Equilibrio da Fronteira
de R?

Definimos a estabilidade do ponto de equilibrio através do sinal das partes reais do
autovalores associados ao sistema linearizado aplicado nos pontos criticos. Valor positivo
para alguma parte real de algum autovalor significa instabilidade. Valores negativos para
todas as partes reais de todos os autovalores significa estabilidade assintotica. Vamos
agora estudar a estabilidade local dos pontos de equilibrio ja encontrados.

A matriz Jacobiana é dada por

a1y —vx 0
_ a1 22 23
J3(x7y7 Z) - O 50,2 )
a/:
(a+y)%(b+ z2) 83
onde
a;p = u — vy — 2wx
azn = [ | 55 T ;
o et o (a+ g6+ 2)
oax v az
= -2 -0
2 =M (e+x) By+<e+$ >(a—|—y)2(b—|—z) ’
(93 = [ T by
23 e+ (a+y)(b+ 2)?
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oby
(a+y)(b+ 2)?

asz — —5—27]Z+

Para o equilibrio Fj, temos o seguinte lema:

Lema 3.2. O equilibrio Fy € nao hiperbolico e localmente instdvel. Na realidade Fy é um
ponto de sela assintolicamente estdvel na direcao z e instdvel na direcao x.

Demonstracao: Aplicando J3 em Fj temos

u 0 0
J3(Fop)=1 0 0 0
0 0 —=¢
Assim, os autovalores dessa matriz sao A\; = u, Aa = 0 e A\3 = —£. Como todos os

parametros sao positivos, temos que essa matriz assume um autovalor nulo que nos diz que
esse ponto é nao hiperbolico e também possui autovalores positivos e negativos, portanto
classificamos esse ponto como um sela.

Analisando agora F,, temos

Lema 3.3. O equilibrio I, é um ponto de sela hiperbolica localmente instdavel na direcao
y € localmente assintoticamente estdvel nas direcoes x e z.

Demonstracao: Aplicando J; em F, temos

a2
Jg(FI) = O el:JO—é&-uu
0 0 —=¢
Os autovalores dessa matriz sao dados por \; = —u, Ay = £~ e A3 = —¢&. Como

ew+u
todos os parametros sao positivos, temos que essa matriz assume autovalores positivos e

negativos, portanto classificamos esse ponto como uma sela.

Lema 3.4. Temos que:
(a) Se & > %9 __ entio F,, € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel;

(b) Se & < 2 entio F,, ¢ um ponto de sela hiperbdlico.

Demonstracao: Aplicando J3 em F}, temos

u— vy — 2T —vT 0
J3<me) = (gi;?)JZ /”L[eojrm:f B 25:&] /J(’Y (eix) B 5) b(aig))
0 0 —&+

b(a+7)
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Usando o fato de que u — vy —wz =0e 25 — By = 0 temos
—wr =T 0
J3(Fy) = | 52 —HPY me o (g) a7
00 —¢+ Farge

Considerando J(F,,) = (m;;)ss3, 0s autovalores associados ao equilibrio F}, sao

2
mi1 + Moo mi1 + Moo
Al = T a— — + M12Mo1 — M11M22,
2
mi1 + Moo mi1 + Moo
Ay = ——= — ——— | + miama; — Mi1Maa
2 2
e 50
Y
A3 = — —_—.
3 ¢ bla+9)
Se )
my1 + Moo
T < Mq1Mo2 — M1aMo]
Observe que
m A o
11 + Mag _ Twe By < 0.
2 2

Entao os autovalores A\; e Ay sao complexos com parte real negativa.

Caso contrario, se

2
miip + Moo >
T < M11Mo2 — M12Ma1,
utilizando que
. paevy
MMz — MyaMyy = WPBTY + ———— >0
e+

podemos concluir

my1 + Moo
2

2
mi +m
> i\/(%) — (myymag — m12m21)-
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Logo

mi1 + Moo my1 + Moo ?

—=* ——— | — (m11maa — miama)

2 2
mi1 + Moo my1 + Moo —0
2 2
.ompr+m

pois R )

2

Sendo assim, os autovalores A; e Ay sdo reais negativos e, portanto, o equilibrio é
assintoticamente estavel na direcao dos autovetores associados a esses autovalores.

Temos entao, para os equilibrios de fronteira, a seguinte tabela:

- \ Equilibrio \ Classificacao Local
Trivial Fy(0,0,0) Sela nao hiperbolica
No semieixo positivo x Fx(g, 0, 0) Sela hiperbolica

No semieixo positivo y - -
No semieixo positivo z - -
Assintoticamente estavel se
No semiplano positivo x-y | F,,(Z,7,0) &> b(jﬁg)
e Sela hiperbolica se
§ < mip
No semiplano positivo x-z - -
No semiplano positivo y-z - -

3.5 Sustentabilidade do Modelo Ecosfera-Agricultura-
Industria

Para garantirmos a sustentabilidade do sistema 3.1, devemos garantir a persisténcia
uniforme do modelo, pois a dissipatividade ja foi garantida pelo Teorema 3.1.

Chegamos assim ao seguinte teorema de Persisténcia desse capitulo

Teorema 3.2. Suponha que v > 6. Entao o sistema 3.1 € persistente uniforme desde que
a sequinte inequacao seja satisfeita
0y

< —
‘ (a+9)b

onde F,,(Z,y,0) € o equilibrio positivo no interior do plano v —y.
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Demostracao: Nesta demonstragao é utilizado o Teorema 1.3 apresentado no Capitulo
1. Para utilizar esse teorema devemos verificar 8 hipoteses. A hipoetese 1 é facilmente
verificada. As hipo6teses 2 e 3 sobre os equilibrios Fy e F), foram verificadas nos Lemas 3.2 e
3.3, respectivamente. A hipoétese 4 foi verificada no inicio do capitulo, quando concluimos
que nao ha equilibrios positivos no eixo z. A hipoétese 6 é consequéncia dissipatividade.
Concluimos também que, nao ha equilibrio positivo no eixo y, portanto o item 7 segue
também como consequéncia do Lema 3.3. Da hipotese 5, resta verificar que Fy é assinto-
0y
(a+ )b
3.4 e o fato de que nos planos zz e yz nao ha equilibrios positivos, falta verificar que nao
ha orbitas periodicas em torno de F,,. Para maiores detalhes veja [18].

ticamente estavel na direcao y. Da hipotese 8, utilizando a hipotese £ < , 0 Lema

Corolario 3.1. Sob as hipdteses do teorema 3.2, existe um equilibrio positivo para o
sistema 3.1.

Demostragao: Veja [18].

Podemos entao, concluir finalmente o seguinte resultado:

Teorema 3.3. O sistema 3.1, sobre as hipdteses do Teorema 3.2, é dissipativo e persis-
tente uniforme, e portanto, sustentdvel.

3.6 Consideracoes Finais para o Sustentabilidade do
Modelo Ecosfera-Agricultura-Indistria

Neste capitulo apresentamos um modelo que descreve a relacao da Ecosfera, Agri-
cultura e Industria. Buscamos como objetivo que nenhuma dessa variaveis tendesse a
extingao, ou seja, que as variaveis coexistissem. Uma condicao para isso foi encontrada
no Teorema 3.2 que nos da como consequéncia a sustentabiidade do modelo.

E claro que o sistema aqui estudado, apresenta varias restricoes, sendo assim, no
proximo capitulo estudaremos um outro modelo, mais complexo, no qual a agricultura é
dividida em dois tipos (tradicional e auxiliar), fazendo com que a modelagem fique mais
proxima da realidade.



Capitulo 4

Modelo com Interacoes entre Ecosfera,
Agricultura Tradicional, Agricultura
Auxiliar e Industria

Em paises como Namibia, Africa do Sul e Zimbabue, existe uma lei que determina
que, se ha vida selvagem em sua propriedade, entao ela lhe pertence. Como resultado
dessa lei, fazendeiros nao se importam em perder algumas plantas e animais domésticos
para os animais selvagens, porque se eles estiverem aptos a captura-los e vendé-los a um
grupo de conservagao, eles poderao ganhar mais dinheiro do que ganhariam com as plantas
ou animais domésticos. Antes dessa lei, normalmente esses fazendeiros envenenariam ou
matariam esses animais selvagens por colocarem em risco os produtos de sua propriedade.

Essa utilizacao de recursos selvagens explicada acima é um exemplo do que considera-
remos Agricultura Auxiliar nesse capitulo, que também inclui, caca de animais selvagens
para consumo proéprio (em alguns paises da Africa essa pratica supre cerca 70% da dieta
de proteinas de algumas comunidades rurais) ou a transformacao de fazendas em reservas
ecoldgicas ou campos de caga.

O modelo apresentado neste capitulo e proposto por Agyemang e outros [1], representa
a interacao entre Ecosfera, Agricultura Tradicional, Agricultura Auxiliar e Industria, fa-
zendo com que a Agricultura Auxiliar tenha uma relagao de competicao com a Agricultura
Tradicional.

4.1 O Modelo

Agyemang e outros [1] propuseram o seguinte sistema:

46
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d

d—f = —rzy +v(l —x)z+ (1 —2)y;

dy:

o (a1x = By + 11z — prye — 0(1 — )

dys (4.1)
% = (CV2$ — Baya — Y22 — ,02?/1)92

dz

i (=& —nz+0y1)z

Com condigdo inicial zy = 2(0),0 < zo < 1, y10 = y1(0), Y20 = ¥2(0) e zo = 2(0),

onde

e 1 representa riqueza ecosférica, referindo-se a qualidade da terra e do ambiente de
forma geral.

e y; representa riqueza da agricultura tradicional (normal).
e y, representa riqueza da agricultura auxiliar.

e 2 representa riqueza da industrial.

Assumiremos que todos os parametros sao positivos, exceto 1, que pode ser qualquer
numero real.

A seguir temos o significado de cada um dos parametros.

oy - taxa de crescimento da agricultura normal devido a atividade agricola normal
para x fixo;

as - taxa de crescimento da agricultura auxiliar devido a atividade agricola auxiliar
para x fixo;

[y - taxa de retornos decrescentes para a agricultura normal na auséncia de industria
e agricultura auxiliar;

[y - taxa de retornos decrescentes para a agricultura auxiliar na auséncia de industria
e agricultura normal;

~1 - coeficiente de termos de troca entre agricultura tradicional e industria;
v - coeficiente de termos de troca entre agricultura auxiliar e industria;
¢ - taxa constante de depreciagao da industria;

n - taxa de depreciacao linear da industria;
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0 - taxa de crescimento para a industria ao relacionar-se com a agricultura tradicional;
p1 - taxa da competitividade da agricultura auxiliar atuando na agricultura tradicional;
po - taxa da competitividade da agricultura tradicional atuando na agricultura auxiliar;
k - taxa de degradacao da ecosfera devido as atividades agricolas normais;

9 - taxa natural de restauracao para a ecosfera;

0 - taxa de custo liquido para a agricultura normal restaurar a ecosfera, que esta
representada no termo 6(1 — z)x;

¢ - taxa de esforco para restaurar a ecosfera pela agricultura normal, que esta repre-
sentada no termo ¢(1 — z)z.

Algumas hipoteses serao assumidas sobre esse modelo:

1. A Industria gera seus ativos ao vender para a agricultura tradicional (normal);

2. A geragao de ativos industriais enfrenta tanto as despesas fixas quanto variaveis,
independentes da agricultura e da ecosfera;

3. Tanto a criagao de ativos para a agricultura auxiliar quanto para a agricultura nor-
mal depende da ecosfera e, portanto, existe a possibilidade de retornos decrescentes
para ambos os ativos;

4. A geracao de ativos da agricultura tradicional tem um impacto negativo sobre a
ecosfera e, portanto, essa agricultura incorre em custos para restabelecer a ecosfera;

5. Na auséncia da atividade agricola tradicional, a ecosfera pode se restabelecer por si
mesma;

6. Existe competicao por ativos entre agricultura tradicional e a agricultura auxiliar;

7. A criacao de ativos agricolas pode ser incrementada pela induastria, mas as expensas
de algum custo;

8. A industria afeta negativamente a agricultura auxiliar.

Assumiremos, assim, que temos apenas um provedor de manufaturados, que é a indus-
tria, e apenas um comprador, que é a agricultura normal. Se v; > 0, entao a influéncia
industrial provoca um ganho liquido em ativos agricolas. Isto é, o custo para a agricultura
normal em lidar com a industria é menor do que os beneficios obtidos pela agricultura
normal no processo. Se o custo para a agricultura normal em lidar com a industria é igual
a todos os beneficios obtidos pela agricultura no processo, entao v; = 0. Além disso, se a
influéncia industrial provoca uma perda liquida em ativos agricolas, entao vy, < 0.
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4.2 Positividade e Dissipatividade
Nessa secao, veremos duas importantes propriedades do sistema 4.1 que sao de fun-
damental importancia para garantir a persisténcia do mesmo.

Lema 4.1. Todas as solucoes de 4.1 com condicao inicial positiva matém-se positivas.

Demonstracao: Veja [1].
Observacao 4.1. Nesse caso, o sistema nao ¢ Kolmogorov, portanto nao podemos utilizar
0s argumentos dados nos capitulos anteriores.

Vamos ao teorema de dissipatividade.

Teorema 4.1. Se 19— 10 > 0, agm — 1€ >0 e ayd — 51€ > 0 entao o sistema 4.1 é
dissipativo com regiao de alracao contida em

A={(z,y1,92,2) :0<2<1,0<y; < M,0<y, < —=,0<z< N}

onde M — max [ C1, QM= NE N o (@0 A8 @10 = Fid
B’ pin —md Bin Bin—md

Demonstracao: A ideia da demonstracao ¢ a mesma feita nos capitulos anteriores. Veja
[1].
|

4.3 Pontos de Equilibrio na Fronteira de R’

Para encontrarmos os pontos de equilibrio do sistema 4.1 devemos resolver o seguinte
sistema.
—kaxy +v(l—z)r+o(l —x)y; = 0
(nz =By +mz—py =01 —z))yr = 0
4.2
(ar — Baya — Y22 — payi)ya = 0 (42)

(=& —nz+dy1)z = 0
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Equilibrio Trivial

Claramente, o ponto F¢(0,0,0,0) é um ponto de equilibrio do sistema 4.2. Esse
equilibrio representa a inexisténcia das 4 varidveis com as quais estamos trabalhando.

Equilibrio na parte positiva do eixo x

Nesse caso, temos x # 0 e y; = yo = 2z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

v(l—az)xr = 0.

Como x # 0 temos o equilibrio Fx(1,0,0,0). Esse equilibrio nos mostra que a existéncia

da ecosfera é independente das demais variaveis, ou seja, a ecosfera existe mesmo que nao
haja nenhuma das outras variaveis.

Equilibrio na parte positiva do eixo

Nesse caso, temos y; # 0 e x = yo = z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

oy1 = 0

by —0 = 0.

Concluimos assim, que nao hé equilibrio positivo nesse eixo, ou seja, que se nao exis-

tirem as "espécies"ecosfera, agricultura auxiliar e industria, ndo existira agricultura tra-
dicional.

Equilibrio na parte positiva do eixo y»
Nesse caso, temos yo # 0 e x = y; = z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

—Baya = 0.

Portanto, nao hé equilibrio positivo nesse eixo, ou seja, nao existirad agricultura auxi-
liar, se nao tivermos a existéncia das demais variaveis.

Equilibrio na parte positiva do eixo z

Nesse caso, temos z # 0 e x = y; = yo = 0. Assim o sistema 4.2 se torna
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—{—nz =0

Temos assim, que também nao ha equilibrio positivo nesse eixo, portanto, nao existe
um equilibrio onde a somente riqueza industrial é positiva.

Equilibrios na parte positiva do plano xy,

Nesse caso, temos © # 0, y; # 0 e yo = 2 = 0, 0 que torna o sistema 4.2

—kaxy +v(l—z)r+ (1l —x)yy = 0

ax— Py —0(1—z) = 0.

Resolvendo esse sistema encontramos o equilibrio Fyy, (X, ¥1,0,0) onde

K0 4+ 0B — OB + /(K0 + VB + ¢P1)? + 4B1dr (4.3)
2(kay + KO 4+ v6y) )

T =

i = (aﬁgﬁ (4.4)

Encontramos entao um equilibrio que representa a coexisténcia das variaveis ecosfera
e agricultura tradicional. Equilibrios na parte positiva do plano zy»

Nesse caso, temos x # 0, yo # 0 e y; = z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

v(l—z)x = 0

aor — [oys = 0.

Qg

B2’

sim que é possivel a existéncia somente da ecosfera com a agricultura auxiliar.

Resolvendo esse sistema encontramos o equilibrio Fyy, <17 0, 0>. Concluimos, as-

Equilibrios na parte positiva do plano =z

Nesse caso, temos x # 0, z # 0 e y; = yo = 0 portanto, o sistema 4.2 se torna
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v(l—z)x = 0

—£—nz = 0.

Resolvendo esse sistema nao encontramos equilibrios positivos no plano xz. Dessa
forma, ndo existe equilibrio que tenha coordenadas positivas somente nas variaveis ecosfera
e industria.

Equilibrios na parte positiva do plano y,y»
Temos aqui, y; # 0, yo # 0 e x = z = 0 0 que torna o sistema 4.2
oy = 0

—Biyi —piya—0 = 0

—Boys — poyn = 0.

Ao resolvermos esse sistema nao encontramos equilibrios positivos no plano y;y», ou
seja, nao ha ponto de equilibrio onde, somente as coordenadas que representam as agri-
culturas, sao positivas.

Equilibrios na parte positiva do plano v,z
Nesse caso, temos y; # 0, z # 0 e ©x = yo = 0. Assim o sistema 4.2 se torna
oy = 0

By +71z2—0 = 0

—E-mz4dy = 0

e esse sistema nao possui solucao positiva, portanto nao encontramos equilibrios positivos
no plano y;z. Portanto, nao temos coexisténcia somente de agricultura tradicional e
indistria.

Equilibrios na parte positiva do plano y,z

Para esse plano temos y, # 0, 2 # 0 e x = y; = 0 portanto, o sistema 4.2 se torna
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—Paya — 72z = 0
—&—nz = 0.
Resolvendo esse sistema nao encontramos equilibrios positivos no plano 3,z e assim

concluimos que nao ha um equilibrio no qual exista somente agricultura auxiliar e inds-
tria.

Equilibrios na parte positiva do octante zy,z

Nesse caso, temos que somente y; = 0 0 que torna o sistema 4.2

v(l—z)x = 0
ot — Payp — 2z = 0
—£—nz = 0.

Ao resolvermos esse sistema nao encontramos equilibrios positivos no octante xysz.
Assim, nao existe equilibrio no qual somente a agricultura normal é inexistente.

Equilibrios na parte positiva do octante v,z

Para esse octante, temos que somente x = 0, assim o sistema 4.2 se torna

oy1 = 0
—biyi +nmz—p1y2—0 = 0
—Boya — 2z —payp = 0

—{—nz+d0y1 = 0.

Resolvendo esse sistema nao encontramos equilibrios positivos no octante y;y-2 e con-
cluimos que, nao existe equilibrio no qual somente a ecosfera é inexistente.

Resolver os sistemas referentes aos octantes xy,y2 € zy;z nao é tao simples como nos
casos anteriores, por isso separamos esses octantes em secoes proprias que estao a seguir.
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4.3.1 A Existéncia de Equilibrio Positivo no Octante xy;y»

Para encontramos um equilibrio positivo no octante xy,y2, devemos encontrar uma
solucao positiva para o seguinte sistema, encontrado fazendo-se z = 0 em 4.2:

—kaxyr +v(l—z)z+o(l —x)yy = 0 (4.5)
o — Py —prye —0(1—2z) = 0 (4.6)
Qo — Poya — poyn = 0. (4-7)

Suponhamos que o sistema anterior possui solu¢ao positiva dada por (Z, 91, 72). Ob-
serve que essa solucao significa a coexisténcia entre a ecosfera e os dois tipo de agricultura
trabalhados.

Assim, isolando y; em 4.5 temos

vl -2)T
h = it di—o (4.8)

Sendo assim, considere a seguinte funcao:

v(l —x)x
r) = ——"". 4.9
hle) = (1.9
Observe que o ponto (Z, ;) pertence ao grafico de f.
Prosseguindo, isolando y, em 4.7, temos
gp = 2P (4.10)
Ba
Vamos agora substituir 4.10 em 4.6, dai
- - QT — P2y -
a1t — By — p1 (—2 3 pzyl) —01—-2) = 0
2
& I[Py — prog + 0Ba] +1[p1pa — Bi1Be] — 08, = 0. (4.11)

Se P1P2 — 6152 = 0 entao

00,
(182 — proa + 033)

T =
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Nesse caso, existe no maximo um valor positivo para z. Dai por 4.8 temos no maximo
um valor positivo para 1; e por 4.10 no maximo um valor positivo para s.

Por outro lado, se p1ps — B162 # 0 entao 4.11 pode ser escrito como

. (B —prag + 052)7 00
1= — (4.12)
B1B2 — p1p2 B1B2 — p1p2
Considere assim a funcao
(a1 Be — prag + 02)x 052
T) = — 4.13
f2( ) B1P2 — p1p2 B182 — p1p2 ( )

e observe que o ponto (Z, ;) pertence ao grafico de fs.

A existéncia de um equilibrio da forma como queremos, depende da intersecao dos
graficos de f; e fy na parte positiva do plando = — y;.

Vamos entao analisar o comportamento de f; e fs.

A funcao f, é uma reta que passa pelos pontos

0B 12 — praz
(07 p1P2 — PlP?) ‘ (17 B1B2 — p1p2 )

A fungdo fi passa pelos pontos (0,0) e (1,0) e tem assintota vertical em x = f(b.
K
Essa funcao é decrescente e concava para baixo no intervalo 0 < z < , também é

K+

decrescente, porém concava para cima, no intervalo < x < 1. Temos que f; e fo

K
podem ter, no maximo, uma interse¢ao na parte positiva do plano = — y;.

Teorema 4.2. O sistema 4.1 possui exatamente um equilibrio positivo Fuy,,,(Z,41,Y2,0)
no octante r — y; — ys se alguma das condicoes abaixo € satisfeita

Condigao 1: (a) 51B2—p1p2 = 0, (b)ayfa—pras > 0 e (¢c)max <#¢¢, %) <1<,
2

Condigao 2: (a) B1fs — p1p2 # 0, (b)M >0e (c)% <z <1

B1B2 — p1p2 Qi

Demonstracao: Se 315 — p1ps = 0 e a1y — p1as > 0 utilizando 4.11 temos 0 < 7 < 1.
P21

Y
K+ ¢ (6%)
e 1 respectivamente.

<z <1 entao de 4.8 e 4.10 teremos um solucao positiva para 1

Se max
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a1 By — pro

) ) ~ o @152~— P1P2. ~ )
existe uma tinica solucao positiva para T e y; pela intersecao dos graficos, pois neste caso

Por outro lado se 5182 —p1p2 # 0 e > ( entao de 4.8 e 4.13 no6s temos que

a1y — prav . .
o ponto (1, M) se encontra no primeiro quadrante, o que obriga a reta que é

B1B2 — p1p2
o grafico de f; cruzar a parte o grafico de f, que esta compreendida entre n <z <1

K
Como P21 <z <1 por 4.10, y» é uma solucao positiva e temos o resultado.
65)]
[

4.3.2 A Existéncia de Equilibrio Positivo no Octante zy,z via Per-
sisténcia

Para encontrarmos um equilibrio positivo no octante xy;y, devemos encontrar uma
solucao positiva para o seguinte sistema, encontrado fazendo-se yo = 0 em 4.2:

—rkyx+v(l—z)z+o(l—x)yy = 0 (4.14)
az— by +mnmz—001—z) = 0 (4.15)
—€&—nz+oy; = 0. (4.16)

Suponhamos que o sistema anterior possui soluc¢do positiva dada por (z,y;, z). Esse
equilibrio representa a coexisténcia entre ecosfera, agricultura tradicional e inddstria.

Separaremos nossa demonstracao em trés casos.
1° Caso: v <0
De 4.16 temos que

—§+ o
n

A

(4.17)

Como queremos z > 0, para que exista o equilibrio positivo nesse octante é necessario
que

> <. (4.18)

Temos entao o seguinte lema:
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Lema 4.2. Uma condi¢do necessdria para a existéncia do equilibrio Fy,, ,(Z,v1,0,2) na

parte positiva do octante xy,z € que 7, > =.

4]

Prosseguimos, substituindo 4.17 em 4.15 e isolando 7; temos

_ _ —£ + 0y _
aZ — by +m (—f , Zh) —-0(1-2)=0
Algumas contas depois, temos

i = N0+ a1)T — 0n — 7
' (nBr — 10)

(4.19)

Como queremos T > 0, para que exista o equilibrio positivo no octante xy;z é neces-
sario que

__ On+ng
r>—-—.
N0+ ay)
0 0
Observacio 4.2. Se v < =21 entdo L’hg < 0 e a condicao T > M é sempre
¢ (0 + o) (0 + o)

satisfeita, pois T > 0.

Podemos entao concluir o seguinte lema:

On + &

n(0 + o)
existéncia do equilibrio Fy,, ,(Z, 41,0, Z) na parte positiva do octante xy; z.

—0
Lema 4.3. Se Tn < v <0 entao T > € uma condi¢ao necessaria para a

Vamos agora, utilizar a desigualdade encontrada em 4.18 na desigualdade que encon-
tramos em 4.19. Assim,

N0+ a)T — 0y — 7§
(nBr — 10)

§
> 5’
logo,

(0 + a1)T — 66n — 071& > EnPr — 07i€

e assim,
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06 + £6,

) 4.2
0o + 061(5 ( 0)
Da propriedade de dissipatividade dada no teorema 4.1 temos que z < 1. Dai
06
#ﬁf{? < 1, o que nos da
b€ < day. (4.21)

Councluimos assim mais um lema.

Lema 4.4. Uma condi¢io necessdria para a ezisténcia do equilibrio Fy,,.(Z,91,0,2) na
parte positiva do octante xyz € que

pi€ < da.

Continuamos, substituindo o valor de y; encontrado em 4.19 em 4.14. Assim,

|0+ )T —0n — ¢ Nl + o)z —0n—m|

—KT +u(l—x)x+ (1l —7 0.
(nB1 — M) ( ) ( ) (nB1 — 9)
Fazendo as contas, chegamos a seguinte equagao do segundo grau:
az® — bz + ¢ =0, (4.22)

onde
a=n(¢+r)(O+a1)+v(nb — 1) >0,
b=vnfr —710) + (¢ + K)(0n +71E) + (0 + ) e
¢ = ¢+ &)
Temos entao o seguinte resultado:
Teorema 4.3. Existe no mdximo um equilibrio na parte positiva do octante xy; z.

Demonstracao: Temos dois possiveis equilibrios na parte positiva do octante xy;z par-
tindo dos valores de ¥ dados pelas raizes de 4.22.

Se ¢ < 0 entao b? — dac > b* entao Vb% — 4ac > |b| > b. Dai, b — Vb2 —4ac < 0 e

assim,
b —b? — dac

<0.
2a -
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b+ Vb% — 4dac
2a ’

Se ¢ > 0 entdo On + 11€ > 0 e b — dac < b?, observe que fazendo algumas contas,
temos:

Sendo assim, temos no maximo, a possivel raiz positiva dada por

b —dac = [v(Bin —mnd) — k(0N + &) + dlarn — 1E))? (4.23)
+4rv(Bim — 110)(0n + 11€) > 0.

Além disso, temos b?> — 4ac < b?. Dali, temos que Z assume entdo os dois valores

b—Vb? —4ac

positivos. Considerando a raiz menor . = —————, suponhamos que T_ gera

2a
uma solugdo positiva para o sistema dado pelas equagoes 4.14, 4.15 e 4.16 (lembre que y;
depende de T e que z depende de 3;).

Temos usando 4.23 que

B b—\/bQ—élac_ b Vb2 — 4dac

T 2a T2 2a
_ v(nB1 —10) + (& + K)(On + &) + (0 + a1)
2a
VIwBin = 110) — K00 + 11E) + dlarn — nEP + 4kv(Bin — 16)(0n + 7€)
2a
- v(nB1 —0) + (¢ + K)(On + &) + o + a1)
2a
V(B —710) — k(00 +1E) + dlarn — &)
2a
_ (50O +m8)
a
_ (sto)in
a
A condicao encontrada em 4.20 implica que z_ > w para que y; seja positivo.
00 + ayd

Juntando com a desigualdade encontrada agora, temos

00+ &P _ (k+ ¢)0n
05+ a6 n(o+k)(O+ ar) +v(nb — o)

= (06 +£61)(n(d + K1) (O + 1) +v(nBL — 716)) < (06 + a16)((k + ¢)0n)
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= (00 +&E81)(n(¢ + £)(0 + a1) + v(nBr — 110)) < (80 + a16)(k + $)0n

= (K + ¢)(on + 0)(§f1 + 00 — 05) + v(f1€ 4 00)(S1n — 716) <0

= 1k + ¢)(aa + 0)EB1 + v(Bi€ + 06)(Bin — 1d) <0,

o que ¢é absurdo, pois todas as parcelas dessa soma sao positivas. Logo temos no
maximo a solucao positiva dada por z

Nosso objetivo agora é encontrar condi¢cOes necessarias e suficientes para a existéncia
de um equilibrio positivo no octante x — y; — 2. Sendo assim, consideraremos o sistema

4.1 restrito ao conjunto R;ylz ={(z,y1,2) : 0 <2< 1,0 <y; <00,0 <2z < o0} que se
torna

dx

B = e o — )+ o1~ 2

dyy

— = (az = Biyi +mz—0(1 —2)y (4.24)

dt -

dz

a (=& —nz +0y1)z

com condi¢do inicial g = 2(0), 0 < xo < 1, y30 = y1(0) > e zo = z(0) > 0.

Os equilibrios de fronteira desse sistema ja foram calculados e serao denominados aqui
por Ey(0,0,0), E,(1,0,0) e E,y, (£,%1,0), onde os valores de # e y; foram encontrados
respectivamente em 4.3 e 4.4 e sao dados por

kO +vB — ¢f + \/(59 +vBi + ¢f1)? + 4f1pran
2(kay + KO 4+ vfy)

T =

(Oél + 0)[% — 9
YWi=——"—>H -
b
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Temos ainda o possivel equilibrio E,,, ,(Z,y1, Z). Observe que a existéncia de E,,,, em
Rujylz implica na existéncia de um equilibrio na parte positiva do octante xy;z do sistema
original.

Vamos entao fazer a anéalise local dos equilibrios que ja temos através da matriz Jaco-
biana associada ao sistema 4.24 que é dada por

jll —(K} + QZS)I' + QS 0
Jo(z,y1,2) = | (0q + 0 J22 Ty |, (4.25)

onde,

ay = —ky1 +v(l — ) —vr — Py,
ag = oqx — 261y + iz —60(l—x) e
ags = —& — 2nz + 0y

Aplicando Jy em Ej, temos

v ¢ 0
Jo(Eo) =1 0 —0 0
0 0 —=¢

Os autovalores de J(Ej) sao dados por v, —0 ¢ —¢. Podemos entdo concluir o seguinte
lema.

Lema 4.5. O equilibrio Ey em R;ylz ¢ um ponto de sela hiperbolico, localmente instdavel

na direcao x e localmente estdvel nas outras direcoes.

Vamos agora analisar o equilibrio F, aplicando esse ponto a matriz Jacobiana 4.25

—v —k 0
']O(Ea:) - 0 (05} 0
0 0 —¢

Os autovalores de Jy(E,) sdo dados por —v, a; e —¢. Podemos entdo concluir o
seguinte lema.

Lema 4.6. O equilibrio E, em ]Rjylz ¢ um ponto de sela hiperbolico, localmente instdvel

na diregao y; e localmente estdvel nas outras diregoes.
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Analisando o tltimo equilibrio que falta, E,,,, temos

—Ky1 +u(l = 7) —vT — dph —(k+¢)T+¢ 0
Jo(Epy,) = (o + 0)yy a1 —2015h —0(1 — ) YY1
0 0 —£+ 0y

Como 7 e y; satisfazem

—kiy1 +o(l =)+ (1 —2)y; = 0 (4.26)
a1 — ﬁlyvl - ‘9(1 — .ff) = O,

a Jacobiana em £, se torna

S(EEE) s aere 0
Jo(Ey,) = LN ; )
. (a1 + 0) — Bt Y1Y1

0 0 £+ 0uy

Os autovalores dessa matriz sao \;, Ao e — + 0y, onde A1 e Ay que sao os autovalores
da matriz My, dada por

vi? + oY1 .
o () i
(a1 +0)1 — B

Temos que

vi? + oy y
Tr(My) = — (Tﬁyl + 51y1> <0

(Bryr) + (o0 + )yi ((k + @)T — )

det(Mgz) = (@)

Utilizando 4.26, concluimos que

(& + )t + @)y =vi(l —2) >0

Assim, temos
det(Mgg) > 0.

Portanto, os autovalores A\; e Ay tém parte real negativa. Concluimos assim o seguinte
lema.
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Lema 4.7. Temos que

(a) Se =& + 6yy < 0, entdo o equilibrio E,y,, em R} _ ¢ localmente assintolicamente
estdvel;

(b) Se =& + 0y > 0, entdo o equilibrio Eyy, em R ¢ um ponto de sela hiperbélico
localmente instdvel na direcao z e localmente estdvel nas demais direcoes.

Teorema 4.4. O subsistema dado por 4.24 em Rjylz é dissipativo com regiao de atra¢ao
contida em

o —
M: (xaylaz)OSJZSI,OSylS%?OSZSOQ—Blé )
& np

Demonstracao: A demonstracao é analoga a do Teorema 4.1.

Lema 4.8. Nao existem curvas, drbitas ou caminhos fechados no plano xy, (na verdade

em todos os planos) de RY, .

Demonstracao: Veja [1].
H

Teorema 4.5. Se —&+0y; > 0 entao o subsistera 4.24 em R} € persistente uniforme

TY12
e assim eziste o equilibrio Eyy,. = (T,91,Z) no interior de R} .

Demonstracao: Veja [1].

Como conclusao, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.6. Existe um unico equilibrio Fy,,.(Z,v1,0,2) na parte positiva do octante
b+vVb*—dac _ 00+ a1)T —0n— 1

_ Sty > 0 ) de T =
xy1z se —E+0y1 > 0 e 51§ < day onde T 2a n (nB1 — 116)

e z = ——= lembrando que

a=n(¢+k)(O+a1)+v(nb —md) >0,
b=v(nb — 1) + (¢ + &) (On+ 1) +én(l + o) e
¢ = ¢(0n + mé).

2° Caso: vy >0e i —v10 >0

Para esse caso, segue o seguinte teorema.
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Teorema 4.7. Existe um dnico equilibrio Fy,,.(Z,v1,0,2) na parte positiva do octante
TY12 se:

1. Bin—md > 0;
2. 615 < 5@1,’

8. (6ay — Bi&)[v(Bin — 710) + ¢(aan + 0n)] > kn(0 + 1) (61§ + 06).

Demonstracao: Veja [1].

3° Caso: vy >0¢e i —710=0
Nesse caso, resolvendo o sistema dado pelas equacoes 4.14, 4.15 e 4.16, temos

=+ ém
= """,
n

mesmo valor encontrado em 4.17. Assim devemos ter também a condigao

i S
n 5

também ja encontrada em 4.18.

Substituindo 4.17 em 4.15, usando que 317 — 110 = 0 e isolando x temos que

&+ 6n

T = .
an + 0n

Como devemos ter T < 1, temos a seguinte condi¢do necessaria para a existéncia do
equilibrio:

1 < oun.
Para finalizar, de 4.14 temos que
_ v(l —2)zx
M= —"—"7"> ="
KT — (1 — )

Temos assim, o seguinte teorema:
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Teorema 4.8. Existe um dnico equilibrio Fy,,.(T,v1,0,2) na parte positiva do octante
TY12 se:

1. B —md = 0;
2. m& < nay;
v(l —7)7 3 &+
> onde T = ———.
Hi—¢(1—f)>5’ onae & am + 6n

4.4 Analise Local dos Equilibrio na Fronteira de R%

O objetivo dessa secao é fazer a analise local dos equilibrios de fronteira que temos. Para
isso utilizaremos os autovalores da matriz Jacobiana associada ao sistema 4.1 aplicada no
equilibrio desejado. Sendo assim, a matriz jacobiana associada ao sistema 4.1 é dada por

V11 —(li + Qb)l' + QS 0 0
y1 (a1 +0) V92 P11 N
Ja(x, Y1, Y2, 2) =
4( i 2 ) a2Y2 —pP2Y2 V33 —72Y2
0 (SZ 0 V44
onde vy = —ky1 + V(1 — 2x) — dy1, v = aqx — 201y + Nz — pry2 — O(1 — x),

U3z = o — 20ays — Y22 — p2y1 € vag = —§ — 21z + 0y
Para o equilibrio Fy temos o seguinte lema.
Lema 4.9. O equilibrio Fy € nao hiperbolico e localmente instdvel. Na realidade Fy € um

ponto de sela.

Demonstracao: Substituindo F{ na matriz Jacobiana, temos

v ¢ 0 0
0 -6 0 0
L) =10 o o o
0 0 0 —¢

Os autovalores de J4(Fp) sao v, —0,0 e —¢. Sendo assim temos autovalores negativos, um
autovalor nulo e um positivo. O autovalor nulo nos diz que Fj é nao hiperbolico e devido
aos autovalores com sinais opostos temos que Fjy ¢ uma sela.
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Partindo agora para o equilibrio F}., temos:

Lema 4.10. O equilibrio F,.(1,0,0,0) € um ponto de sela hiperbdlico instdvel nas dire¢oes
de y1 e ys e localmente estdavel nas direcoes x e z.

Demonstracao: Substituindo F, na matriz Jacobiana, temos

—v —k 0 0

0 a, 0 0
Ll = 01 a0

0 0 0 —¢

Os autovalores de Jy(F}) sdo —v, a1, ay e = e dai segue o resultado.
[ |

Lema 4.11. Temos que:

(a) Se o —poyy < 0 e —=E+0y1 < 0, entdo o equilibrio Fy,, € localmente assintoticamente
estdvel.;

(b) Se ao® — poyy > 0 ou —€ + 6y > 0, entdo o equilibrio F,, ¢é um ponto de sela
hiperbolico. Esse ponto sempre serd localmente estdvel na x-direcao e na y-direcao.

Demonstracao: Substituindo F,,, na matriz Jacobiana, temos

—ky1 + v(1 — 2%) — ¢y —(k+ Q)i + ¢ 0 0
To(Foy) = y1 (a1 +0) at — 261y —0(1 — 1) V_plyvl ) Y191
0 0 Qo — P21 0
0 0 0 ¢+ 6

Usando que

-kt +v(l—a)z+o(l—2)y; = 0

Oélf — Blgl — 9(1 — JV}) = 0,

concluimos que

v2 ~
—(W—W) ~(k+@)ite 0 0
i
Ja(Fay,) = Y1 (a1 +0) —bBith —PY MY
0 0 QT — P21 0

0 0 0 —& 4+ oy
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Os autovalores de J(Fy,,) s80 A3 = asZ — path, Ay = —& + 091 juntamente com os
autovalores da matriz
Vi’ + ¢y §
I = ‘(‘f{“ At PE+e
yi(on +0) — B
Observe que
vi? + ¢y .
Tr(Jyn) = — (% — B <0

(Brg) + (a1 +0)((x + ¢)T — )4

det(J) = (ﬂ)

:(Eﬁgf@>wwo+@n+mwl—@f>0

Disso, concluimos que a parte real do autovalores da matriz Joo é negativa, portanto
a estabilidade/instabilidade de F,,, depende dos sinais de A3 e \4.

Para o equilibrio [}, temos:

Lema 4.12. Temos que:

(a) O equilibrio F,,, € localmente assintoticamente estdvel se oy — prag < 0.

(b) O equilibrio F,,, é um ponto de sela hiperbilico se a1fBs — pras > 0 repulsor na
y1-direcao.

Demonstracao: Aplicando a Jacobiana Jy em Fj,, temos

—v —K 0 0
0 061526— P10 0 0
_ 2
J4(ny2) - a% e N Yoy
-2 _ —ay —
Ba Ba Ba
0 0 0 —£

a1y — P10
U _—

Os autovalores associados a matriz Jy(F,,,) sdo dados por —uv, 3 , —g e —&.
2

Dai segue o resultado.
[
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Para sabermos o comportamento em uma vizinhanca de Fj,,,, temos o seguinte teo-
rema.

Teorema 4.9. Suponha que 15 — p1p2 > 0. Entao
(a) Se & < 0uy, entao F,y,, € um ponto de sela hiperbdlico, instavel na z—dire¢io e

estdvel nas outras diregoes. Em particular, o espaco xy ys forma a variedade estdvel e a
variedade instdvel € o eizo z.

(b) Se & > 0y, entao Fyy,y, € localmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao: Substituindo F},,,, na matriz Jacobiana J; temos

b1 —(k+9)T+ ¢ 0 0
v1(ar +0) bao —p1i "Y1
Ju(F, = - - -
4( ylyz) 2Y2 —pP2Y2 bas —72Y2
0 0 0 —£+ oYy

b1 = —ky1 +v(1 — 2%) — ¢y,
boo = T — 201571 — ;e — (1 — ),
bsg = a® — 23202 — P21
Sabemos que
—kIy1 + (1 = 2)7+ (1 —2)y =
=Py — e —0(1—3) = 0 (4.27)
T — Bolo — poyi = 0,

portanto, podemos concluir que

vZ? + ¢y .
—(T’bm) —(k+®)Z+¢ 0 0
J4<ny1yz) = ?Jl(al + 9) —bBith — P11 MY
A2y —p2Y> —Bay2 —7V202
0 0 0 —&+67
Os autovalores de Jy(Fyy,y,) 540 Ay = —& 4 071 e os autovalores da matriz
~2 ~
+ ~
—(—W _ gbyl) —(k+d)i+¢ 0

Jas = (o +0) —bn —p1yi

22 —p2Y> —ba2y2

O polinémio caracteristico associado a .J33 ¢ dado por
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A3 £ biA2 4 Do) + by = 0,

onde

~ ~ vE? + oy
by = Biyh + Bayo + <+¢yl> > 0,

- .
by = (WT%) (B191 + Bayz) + v(ar + 0)(1 — 2)T + (5182 — prp2) iy €

9 -
by = (M) (B1B2 — p1p2)y1ya + v(a1Ba + 0B — capr)(1 — Z)TYo.

Para chegarmos a esses valores, usamos a primeira igualdade de 4.27 que implica em
(k+¢)T—¢)h =v(l—2)T >0 pois 0 < T < 1.

Temos ainda que

9 _
biby —bs = [Biboyy + vagpr (1 — T)Tys + (%%)2(51?]1 + B212)
~2 _
BB — mpn)iide” + (U Yo + 0)(1 — D)7 + (P + B}

Observe entdo que, se o equilibrio F,,,,, existe (condicao dada no Teorema 4.2), como
temos por hipotese que B8 — p1p2 > 0, podemos concluir que b; > 0, by > 0, b3 > 0 e
blbg — b3 > 0.

Utilizando entao o Critério de Routh-Hurwitz (Teorema A.1 do Apéndice A) conclui-
mos que as raizes do polinémio

A b A2+ o)+ b3 =0

tém parte real negativa e assim a estabilidade/instabilidade de F,,,,, depende apenas do
sinal de Ay = —& + dy;. Segue o resultado.

Para classificarmos o equilibrio Fj,, . temos o seguinte Teorema.

Teorema 4.10. Suponha que B1n — v10 > 0. Entao

(a) Se as® — 722 — poth > 0, entdo Fy,, € um ponto de sela hiperbdlico, instdvel na
yo—direcao e estdvel nas outras direcoes. Em particular, o espagco x — y; — z forma a
variedade estdvel e a variedade instdvel é o y,— eizo.

(b) Se aoT — 72z — payy < 0, entdo Fy, . € localmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao: Substituindo Fj,, . na matriz Jacobiana Jy temos
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C11 —(k+ @)+ ¢ 0 0
To(Foys) = yl(OéB—i‘ 6) 0(2)2 —5313% 71091
0 0z 0 Ca4

onde

ci1 = —ky1 + (1 = 27) — @i,

Cor = T — 2011 + 1z — 0(1 — 7),
C33 = T — Y22 — P2Y1 €

Cas = —§ — 2nZ + 0th

Como Fy, . satisfaz

-k +v(l—-2)2+¢(1—2);jn = 0
o — b +mz—001—-z) = 0 (4.28)
—5—7]24‘(5’!/_1 = O

temos que Jy(Fyy,-) se torna

,2 —
(I (st oprto 0 0
Ji(Fayyz) = yi(o +0) Biin —p7 MY
0 0 T — 2z —p2y1 0O
0 0z 0 —nz

Os autovalores de Jy(Fyy,.) 520 A3 = o — 722 — pay1 € os autovalores da matriz

—(Eﬁgﬂﬁ)<4n+@£+¢ 0
a3 = (a1 +0) — 51 MY

0 0z —nZz
O polinémio caracteristico associado a J33 ¢ dado por

N4 X +eod+e=0

onde
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VT2 + O
c1 = P +nzZ+ (%) > 0,

L
@z(Ei%ﬂﬂﬁ&m+na+an+®«m+@x—wm+wmn—M@@5e

v + oy

cg=nm[ﬁ1(@)<al+e><<n+¢>f—¢>]—( ST

A primeira igualdade de 4.28 implica que ((k + ¢)Z — ¢)in = v(1 — Z)z, logo ((k +
¢)x — ¢)y1 > 0 pois 0 < z < 1. Temos ainda que

5 _ 5 _
C1Cyg —C3 = (%W) (B1th +12) (%W) + Bin +nz| + (Bn — o) (Bava +nZ) a2

_|_

M) (g +0)v(l —2)z

B+

Observe entao que, se o equilibrio F,, , existe (condi¢bes dadas nos Teoremas 4.6, 4.7
e 4.8) como temos por hipotese que 5117 — 718 > 0, podemos concluir que ¢; > 0, ¢o > 0,
c3>0ecico —c3 > 0.

Utilizando entdo o Critério de Routh-Hurwitz (Teorema A.1 do Apéndice A) conclui-
mos que as raizes do polinémio

N4+ +eor+e=0

tém parte real negativa e assim a estabilidade/instabilidade de F,,,, depende apenas do
sinal de A3 = asT — Y22 — payp. Segue o resultado.

Concluimos entao a seguinte tabela com a classificacao local dos equilibrios que per-
tencem a fronteira de R%.
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- \ Equilibrio \ Classificacao Local
Trivial Fy(0,0,0,0) Sela n&o hiperbolica
No semieixo positivo x F,(1,0,0,0) Sela hiperbolica

No semieixo positivo 1, - -
No semieixo positivo s - -

No semieixo positivo z - -
Assintoticamente estavel se
ol — payy <0 e

No semiplano positivo xy, | Fuy, (Z,91,0,0) &> 0
e Sela hiperbolica se
as® — pay1 > 0 ou
§ < oth
Assintoticamente estavel se
No semiplano positivo zys | Fyy, (1, 0, %, 0) a1 — prag < 0
e Sela hiperbolica se
a1y — prag >0
No semiplano positivo zz - -
No semiplano positivo 411 - -
No semiplano positivo y,2 - -

No semiplano positivo 152 - -
Assintoticamente estavel se
BiB2—pip2=0e

No semiespaco positivo Foyiys (2,71, 72,0) &> 0
TY1Y2 e Sela hiperbolica se
BBz —pip2 = 0e
£ <o
Assintoticamente estavel se
pin—76=>0e
No semiespaco positivo Foy2(Z,91,0,2) Qo — Y22 — paijy < 0
TY12 e Sela hiperbolica se
Bin—70=>0e
QT — Y22 — p2y1 > 0
No semiespaco positivo - -
TYoZ
No semiespaco positivo - -
Y1Y22

Vamos agora para a secao que trabalharé a existéncia de equilibrios positivos no inte-
rior de RY.
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4.5 Sustentabilidade do Modelo Ecosfera - Agricultura
Tradicional - Agricultura Auxiliar - Indtstria

A dissipatividade do sistema 4.1 é dada pelo Teorema 4.1, portanto, para garantirmos
a sustentabilidade do modelo, precisamos de Persisténcia Uniforme para esse sistema.

Temos entao o seguinte teorema de Persisténcia desse capitulo.

Teorema 4.11. Suponha que o sistema 4.1 satisfaz os sequintes itens:

1. By — 76 >0, am — & >0 e a1d — 1€ > 0 (condicao para dissipatividade);
2. Fuy (Z,141,0,0) € um ponto de sela hiperbdlico, repulsor na yo-diregdo e na z—diregdo. ;

3. Fhy,(1,0, %, ) € um ponto de sela hiperbélico repulsor na y-dire¢ao;

-_R

Foy2(Z,11,0,2) € um ponto de sela hiperbolico repulsor na ys-dire¢do;

B

Foyiys (Z,91,72,0) € um ponto de sela hiperbolico repulsor na z-dire¢dao;

Sa)

Fryrys (T, U1, Y2, 0) € globalmente assintoticamente estdvel com relagio as solugoes que

O . . L.
iniciam no interior de Ry

Entao o sistema 4.1 € persistente uniforme.

Demonstracao: Veja [1].

Teorema 4.12. Se todas as condicoes do Teorema 4.11 sao satisfeitas, entao o sistema
4.1 exibe persisténcia uniforme e contém um equilibrio da forma F* = (z*,y},v3,2%) com
>0,y >0,y >0ez2">0.

Demonstracao: Veja [1].

Podemos entao, concluir finalmente o seguinte resultado:

Teorema 4.13. Suponha que o sistema 4.1 satisfaz as hipoteses do Teorema 4.11, entao
esse sistema € dissipativo e persistente uniforme, e portanto, sustentdvel.
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4.6 Consideracgoes Finais sobre o Modelo Ecosfera - Agri-
cultura Tradicional - Agricultura Auxiliar - Inds-
tria

Nesse capitulo, estudamos um modelo que separa a agricultura em duas partes: a
agricultura tradicional e a agricultura auxiliar. Ao fazer essa separacao, fomos capazes
de fazer uma maior abrangéncia sobre a questao da sustentabilidade. Diferentemente dos
modelos apresentados nos Capitulos 2 e 3, onde determinamos condigoes sob as quais
a agricultura (normal e auxiliar) se extingue, neste capitulo, fomos mais precisos na
determinacao de qual parte da agricultura seré extinta e as condi¢oes em que cada extincao
ocorre.

O principal objetivo desse capitulo foi, como nos anteriores, estudar e discutir o Mo-
delo Ecosfera - Agricultura Tradicional - Agricultura Auxiliar - Inddstria em busca de
uma coexisténcia entre essa variaveis que foi concluida no Teorema 4.13 através da sus-
tentabilidade do fluxo que é solucao do sistema 4.1.



Conclusoes e Perspectivas Futuras

Através desse trabalho, pode-se perceber como a Teoria da Persisténcia pode ser ttil
e eficaz para o estudo de modelos de Equacgoes Diferenciais Ordinarias. No nosso caso, o
esforco para obter dissipatividade e persisténcia uniforme foi menor que o de encontrar
pontos de equilibrio no interior do conjunto trabalhado (Teoria Classica). Apesar de se
mostrar eficaz, a Teoria da Persisténcia também apresenta algumas restrigoes. Utilizando
essa teoria, concluimos a existéncia de uma atrator global, entretanto nao conseguimos
concluir qual é esse atrator ou qual sua forma. Apresentamos ainda nesse trabalho uma
definicao clara e concisa de fluxo sustentéavel, que esta intimamente relacionada ao conceito
intuitivo de sustentabilidade que conhecemos.

Ainda na teoria da Persisténcia, um trabalho a ser realizado na area poderia ser um
método que ajude a estimar um valor 6timo do €y na definicao de Persisténcia Uniforme.

Para um outro trabalho futuro, poderiamos verificar a adequacao ao mundo real dos
resultados encontrados que garantiram a sustentabilidade dos modelos e ainda tentar
melhorar as estimativas feitas, de forma a aproximar os resultados da realidade dando aos
modelos um pouco mais de aplicabilidade.
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Apéndice A

Critério de Routh-Hurwitz

Apresentaremos aqui, um importante critério que nos mostra uma condicao necessa-
ria e suficiente para que todas as raizes de um poliné6mio, com coeficientes reais, sejam
negativas ou tenham a parte real negativa. Utilizamos como referéncia para esse apéndice

2].
Teorema A.1 (Critério de Routh-Hurwitz). Dado o polinémio,

PO) =N+ \" P+ o ap A+ ag,

onde 0s coeficientes a; sao constantes reais, para ¢ = 1,...n, definimos as n matrizes de
Hurwitz usando os coeficientes a; do polindémio:

ay 1 aq 1 0
H1=(a1),H2=<a a)’H3: az az a; | e
3 2 as a4 as
aa 1 0 0 --- 0
az a2 ap 1 .- 0
H, = as ag az as --- 0
o 0 0 0 - a,

onde a; =0 se j > n. Todas as raizes do polindmio P(\) sdo negativas ou tém parte real
negativa se, e somente se, os determinantes de todas da matrizes de Hurwitz sao positivos:

detH; >0, j=1,2,...,n.

Demonstragio para o caso n—2: Para n=2, devemos mostrar que P()\) = \?>+a; A +ay
tem todas as raizes negativas ou com parte real negativa se, e somente se, det H; > 0, j =
1,2.
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(<) Suponha que det H; > 0, j = 1,2, ou seja, que det H; = det( aq ) > 0e

. ap 1
det Hy = det < 0 a

de P(X\) = A\? + ay A + ay sao dadas por

) > (0. Temos entao que a; > 0 e ajas > 0. Sabemos que as raizes

—ay * a% — 4as

2

Ao =

Se a? — 4ay < 0 o resultado segue diretamente, pois a; > 0. Se a2 — 4ay > 0, entao a

—a; — /a2 — 4asy

raiz Ay =
2

é claramente negativa. Para A\, observe que

2
a; =+/a;” > /a3 —4day = —a; + /a3 —4day <0

e assim temos o resultado.

(=) Suponhamos agora que P(\) = A\? + a;\ + ap tem todas as raizes negativas ou
com parte real negativa.

Se a? —4ay < 0 entao 0 < a? < 4ay. Dai, as > 0 e como a raiz terd parte real negativa,
segue que, —%- < 0 o que implica que a; > 0.

Se a? — 4ay > 0 entdao —ay + \/a? —4day < 0 e assim, 0 < /a? — 4as < a;. Temos
ainda que —a; + v/a} — 4as < 0 = as > 0 pois, caso contrario teriamos \/a? — 4as > a.
Segue assim o resultado para n=2.

|
Observacao A.1. Para polindomios de grau 2, 3, 4 e & o Critério de Routh-Hurwitz se
torna:
en=2:a;>0e¢e¢ay>0;
en=3:a; >0, a3 >0 eajay > ag;
en=4:a;>0,a3>0,a,>0 ea1a2a3>a§+a%a4;

en=>5:a;>0parai=1,234,5, ajasaz > a3 + alay e (aya4 — as)(ayazaz — a3 —
2 2 2
ajayg) > as(aras — agz)® + ajaz.
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