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Lista de Símbolos

µ parâmetro que reescalona a taxa de mudança na riqueza agrícola
quando comparada à taxa de mudança na riqueza indústrial.

α0 taxa de crescimento na riqueza agrícola, sendo dependente da qualidade ambiental.

β coe�ciente de rendimentos decrescentes na agricultura.

δ índice de preços industriais (2 dimensões ou 3 dimensões) ou taxa de crescimento
para a indústria ao relacionar-se com a agricultura tradicional (4 dimensões).

γ índice de preços agrícolas.

ξ taxa de depreciação linear do capital industrial (2 dimensões e 3 dimensões) ou
taxa constante de depreciação da indústria (4 dimensões).

η taxa de depreciação quadrática do capital industrial (2 dimensões e 3 dimensões) ou
taxa de depreciação linear da indústria (4 dimensões).

a taxa de recuperação econômica da agricultura.

b taxa de recuperação econômica da indústria.

α capacidade de uso base da ecosfera pela agricultura.

e coe�ciente de recuperação da ecosfera.

u taxa de restauração ou reabilitação da ecosfera.

v taxa de degradação da ecosfera.

ω posição da ecosfera em relação à condição de máximo da ecosfera �natural�.

α1 taxa de crescimento da agricultura normal devido à atividade agrícola
tradicional para x �xo.

α2 taxa de crescimento da agricultura auxiliar devido à atividade agrícola
auxiliar para x �xo.

β1 taxa de retornos decrescentes para a agricultura normal na ausência de indústria
e agricultura auxiliar.

vii



β2 taxa de retornos decrescentes para a agricultura auxiliar na ausência de indústria
e agricultura tradicional.

γ1 coe�ciente de termos de troca entre agricultura tradicional e indústria.
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ρ1 taxa da competitividade da agricultura auxiliar atuando na agricultura tradicional.

ρ2 taxa da competitividade da agricultura tradicional atuando na agricultura auxiliar.

κ taxa de degradação da ecosfera devido às atividades agrícolas normais.

ϑ taxa natural de restauração para a ecosfera.

θ taxa de custo líquido para a agricultura normal restaurar a ecosfera.

φ taxa de esforço para restaurar a ecosfera pela agricultura normal.
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Resumo

OLIVEIRA, Anna Paula Machado de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro
de 2013. Uma Abordagem da Teoria de Sistemas Dinâmicos para Sustentabili-
dade. Orientador: Kennedy Martins Pedroso. Coorientadores: Alexandre Miranda Alves
e Mehran Sabeti.

Nesta dissertação estudamos sistemas de equações diferenciais ordinárias que descre-
vem a interação entre ecosfera, indústria e agricultura. O objetivo é mostrar que esses
modelos são sustentáveis, ou seja, que eles apresentam Dissipatividade e Persistência Uni-
forme. Os sistemas trabalhados foram propostos por Agyemang e outros [1], Apedaille e
outros [3] e Solomonovich e outros [16] e [18].
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Abstract

OLIVEIRA, Anna Paula Machado de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, february,
2013. An Approach to Theory of Dynamical Systems for Sustainability. Adviser:
Kennedy Martins Pedroso. Co-advisers: Alexandre Miranda Alves and Mehran Sabeti.

In this dissertation we study systems of Ordinary Di�erential Equations that describe
the interaction between Ecosphere, Industry and Agriculture. The purpose of this work
is to show that these models are sustainable, ie, they present Dissipativity and Uniform
Persistence. The systems were proposed by Agyemang and others [1], and Apedaille [3]
and Solomonovich and others [16] and [18].
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Introdução

O conceito de sustentabilidade vem sendo amplamente discutido e a preocupação com
um desenvolvimento econômico, industrial ou agrícola que não agrida o meio ambiente é
cada vez maior. Nesse contexto, foi realizado em junho de 2012 a Conferência das Nações
Unidas sobre Desenvolvimento Sustentável no Rio de Janeiro, conhecida como Rio + 20,
cujo principal objetivo foi o de renovar o compromisso político dos países participantes
com o desenvolvimento sustentável.

O objetivo desse trabalho é estudar modelos descritos por equações diferenciais ordi-
nárias, cujas variáveis são: a ecosfera que representa, em geral, a qualidade do ambiente;
a agricultura representando atividades agrícolas e extrativistas que geralmente estão lo-
calizados nas economias rurais; e a indústria que refere-se à produção de manufaturados,
podendo incluir serviços que estão geralmente associados com economias urbanas. No
espaço de fase desses sistemas, procuramos atratores globais que tenham todas as co-
ordenadas positivas, porque essa é a principal característica dinâmica que atribuiremos
ao conceito de sustentabilidade. Para garantir a existência desses atratores, usamos a
Teoria da Persistência que lida principalmente com a topologia de semi�uxos em espaços
métricos localmente compactos. Essa so�sticada teoria vem sendo desenvolvida há menos
de trinta anos, ou seja, trata-se de uma teoria recente e um campo fértil de pesquisa
tanto para Matemática Pura quanto para Matemática Aplicada. Nesse trabalho, também
evidenciamos algumas limitações das teorias clássicas (análise local seguida de construção
de funções de Lyapunov) para responder aos questionamentos naturais sobre os modelos.

O presente trabalho contribui, utilizando-se do vocabulário de sistemas dinâmicos,
para uma descrição mais precisa do conceito de sustentabilidade. Os modelos estuda-
dos retratam situações concretas, onde a sustentabilidade é traduzida como um princípio
segundo o qual o uso dos recursos naturais e econômicos por atividades agrícolas e indus-
triais, para a satisfação de necessidades presentes, não pode comprometer a satisfação das
necessidades das gerações futuras.

No capítulo 1 apresentaremos os principais tópicos de Teoria da Persistência que serão
utilizados nos capítulos posteriores. Iniciamos com de�nições básicas de EDO, tais como
�uxo e conjunto ômega-limite, para mais tarde de�nirmos dissipatividade e os vários tipos
de Persistência. Esses conceitos serão de extrema importância para os modelos trabalha-
dos nos capítulos seguintes. A partir daí, nosso objetivo se torna encontrar condições para
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2

que se tenha uma equivalência entre estas de�nições de Persistência apresentadas. Fina-
lizamos com duas seções nas quais mostraremos como garantir Persistência em modelos
Kolmogorov de dimensão n em Rn

+ = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn;xi > 0 para 1 ≤ i ≤ n}, que
chamaremos de cone positivo de dimensão n. A importância dessas duas últimas seções
está no fato de que são elas que tornam a teoria mais aplicável, algo que pode-se observar,
por exemplo, nos capítulos 2 e 3. A base da parte inicial desse capítulo foi principalmente
os artigos [5], [6] e [8]. Para as duas últimas seções utilizamos [10] e [11].

No capítulo 2 analisaremos o modelo de duas equações envolvendo somente agricul-
tura e indústria, onde a ecosfera é considerada em equilíbrio. Começamos apresentando
algumas propriedades desse sistema (positividade e dissipatividade), depois procuramos
pontos de equilíbrio na fronteira de R2

+, formada pelos semieixos positivos, e classi�camos
localmente os equilíbrios encontrados via Teorema de Hartman-Grobman. Ao tentarmos
encontrar os equilíbrio no interior de R2

+ da forma usual nos deparamos com o seguinte
polinômio de grau 5

δβ2y5 + (2δβ2a− 2δβα0)y4

+(−βbηγ − 4δβα0a+ βbηδ + 2δ2β
+δα2

0 − βξδ + δβ2a2 − 2δβγ + βξγ)y3

+(2δα2
0a− 2βξaδ + 2δα0γ + 2δ2βa− α0bηδ + α0bηγ

+2βξaγ − 2δβaγ + α0ξδ + 2βbηaδ
−2βbηaγ − 2δβa2α0 − α0ξγ − 2δ2α0)y2

+(−2δ2α0a+ δγ2 + 2α0bηaγ + βa2ξγ − 2δ2γ − ξδ2 + 2α0ξaδ + 2ξδγ
−ξγ2 + δα2

0a
2 − 2α0bηaδ + δ3 − 2α0ξ

aγ + βa2bηδ + 2δα0aγ − βa2ξδ − βa2bηγ)y
−α0a

2ξγ − ξδ2a+ 2ξδaγ + α0a
2bηγ + α0a

2ξδ − α0a
2bηδ − ξγ2a = 0.

que contém 9 parâmetros, fazendo com que encontrar uma raiz satisfatória a situação
apresentada, seja bem difícil. O objetivo então, passa a ser mostrar que o �uxo solução
do nosso sistema é sustentável, ou seja, que esse �uxo é persistente uniforme e dissipativo,
pois isso garante a existência de um atrator global no interior de R2

+. Utilizamos o artigo
[3] como embasamento para esse capítulo.

No capítulo 3 apresentamos o modelo de 3 equações envolvendo ecosfera, indústria
e agricultura. Novamente começaremos com algumas propriedades inerentes a esse sis-
tema, como dissipatividade, e procuraremos equilíbrios na fronteira de R3

+ classi�cando-os
localmente posteriormente utilizando o Teorema de Hartman-Grobman. Utilizando um
teorema especí�co para o caso de 3 dimensões apresentado no capítulo 1, concluiremos
que o sistema é persistente uniforme e consequentemente, sustentável. Para esse capítulo
utilizamos os artigos [16], [17] e [18].

No capítulo 4 temos o modelo de 4 equações, que envolve ecosfera, indústria e dois
tipos de agricultura. Nesse modelo, a agricultura é separada em agricultura tradicio-
nal ou normal que representa as mesmas atividades agrícolas dos capítulos anteriores e
agricultura auxiliar, que retrata principalmente os recursos que podem ser retirados de
�orestas e da vida selvagem. Mais uma vez iniciamos com algumas propriedades e se-
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guimos encontrando e classi�cando localmente os equilíbrios da fronteira de R4
+, com os

quais nos deparamos diretamente. Nesse capítulo porém, a persistência já é utilizada para
garantir que temos um único equilíbrio em um dos semiespaços positivos que compõe a
fronteira. Após isso, concluiremos que o sistema é persistente uniforme garantindo assim
a sustentabilidade. Esse capítulo foi baseado em [1].

No geral, o objetivo dos capítulos 2, 3 e 4 é o mesmo: exibir a Persistência Uniforme
dos respectivos sistema que, juntamente com a propriedade de dissipatividade, garantirão
a sustentabilidade dos modelos apresentados.



Capítulo 1

Persistência em Sistemas Dinâmicos

O objetivo desse capítulo é apresentar a Teoria da Persistência, a qual lida principal-
mente com a topologia de repulsores e atratores para �uxos de�nidos em espaços métricos
localmente compactos. Uma aplicação dessa teoria ocorre em sistemas de equações dife-
renciais ordinárias (EDO's) não lineares. Para iniciar o estudo do retrato de fase dessas
EDO's, um dos caminhos mais comuns da teoria clássica nos diz que devemos encontrar
os pontos de equilíbrio do sistema, classi�cá-los localmente e construir uma função de
Lyapunov que globalize essa classi�cação. No entanto, para a maioria dos sistemas, exis-
tem di�culdades óbvias até mesmo para encontrar os pontos de equilíbrio. Se o interesse
é estudar subconjuntos fechados do espaço de fase que tenham fronteira invariante repul-
sora e atratores interiores globais, aqui é que inserimos a Teoria da Persistência. A seguir
damos algumas de�nições e resultados.

1.1 Conceitos Iniciais

Seja L um espaço métrico localmente compacto com métrica d. Para qualquer sub-
conjunto S de L, usaremos os símbolos int(S), ∂S e S̄, para denotar respectivamente, o
interior, a fronteira e o fecho de S.

De�nição 1.1. Um �uxo contínuo (autônomo) em E é um terno F = (E,R, π), onde E
é um subconjunto fechado de L, R é o conjunto dos números reais e π é uma aplicação
contínua de E × R para E tal que

1. π(x, 0) = x para todo x ∈ E;

2. π(π(x, t), s) = π(x, t+ s), para todo x ∈ E e para todo s, t ∈ R.

Vejamos exemplos de �uxo.

Exemplo 1.1. Considerando E = R e π(x, t) = etx, temos que F = (E,R, π) é um �uxo
contínuo pois,
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1. ∀x ∈ R temos, π(x, 0) = e0x = 1x = x.

2. ∀x ∈ R temos, π(π(x, t), s) = esπ(x, t) = es(etx) = et+sx = π(x, t+ s).

Exemplo 1.2. Sob as hipóteses do Teorema de Picard (para mais informações veja Soto-
mayor [19]), temos que a solução de uma EDO autônoma está de�nida em um intervalo
maximal Imax. Utilizando o Lema 2.1, que veremos mais a frente, concluiremos que sem-
pre podemos considerar Imax = R, fazendo com que a solução da EDO autônoma de�na
um �uxo.

De�nição 1.2. Para qualquer x ∈ E, de�nimos a órbita de x como

γ(x) = {π(x, t); t ∈ R}.

Observação 1.1. Considere a seguinte relação:

x ∼ y ⇔ ∃t0 ∈ R; y = π(x, t0)

A�rmamos que essa relação é de equivalência.

De fato,

• x ∼ x pois x = π(x, 0).

• Se x ∼ y, então ∃t0 ∈ R; y = π(x, t0).

Daí x = π(x, 0) = π(π(x, t0),−t0) = π(y,−t0). Portanto, y ∼ x.

• Se x ∼ y e y ∼ z então ∃t1, t2 ∈ R; y = π(x, t1) e z = π(y, t2)

Assim, z = π(y, t2) = π(π(x, t1), t2) = π(x, t1 + t2).

Logo, x ∼ z.

Observe que a classe de equivalência de x coincide com a órbita de x, ou seja, x̄ = γ(x).

De fato,

y ∈ x̄⇔ ∃t0 ∈ R; y = π(x, t0)⇔ y ∈ {π(x, t); t ∈ R} ⇔ y ∈ γ(x)

Sendo assim, como as órbitas são classes de equivalência, ou elas são disjun-
tas, ou elas coincidem.

Lema 1.1. Para todo x ∈ E, γ(x) é um conjunto conexo.

Demonstração: Isso é consequência da conexidade de R e da continuidade da π.

Exemplo 1.3. Voltando ao exemplo 1.1, para cada x0 ∈ R a órbita de F para x0 é
γ(x0) = {π(x0, t); t ∈ R} = {etx0; t ∈ R}.
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De�nição 1.3. Seja M um subconjunto não vazio de E. Dizemos que:

1. M é invariante pelo �uxo F, se para todo x ∈ M a órbita que passa por x está
contida em M .

2. M é invariante isolado quando M é invariante pelo �uxo F e existe A ⊃ M aberto
tal que nenhum outro conjunto invariante N ⊂ A satisfaça N ⊃M .

Note que um conjunto invariante isolado é necessariamente fechado. De fato, seja M
um conjunto invariante isolado. Como M é invariante segue que int(M) e ∂M também
são invariantes (veja Bhatia [4], página 22). Se M não fosse fechado teríamos M ⊃ M ,
M 6= M e M ⊂ A, uma contradição com a de�nição de invariante isolado.

Teorema 1.1. (Teorema da Alfândega) Sejam X, Y subconjuntos de um espaço mé-
trico L. Se Y é conexo e tem pontos em comum com X e E −X, então algum ponto de
Y pertence à fronteira de X.

Demostração: Veja [13] página 99.

Lema 1.2. Seja M ⊂ E. Se existem x ∈ int(M) e r ∈ R tais que π(x, r) 6∈ int(M), então
existe s ∈ R tal que π(x, s) ∈ ∂M .

Demostração: Seja x ∈ int(M) tal que existe r ∈ R que satisfaz π(x, r) 6∈ int(M).
Temos que x ∈ γ(x) e π(x, r) ∈ γ(x), dessa forma, temos pontos de γ(x) em int(M) e em
E − int(M). Como γ(x) é um conjunto conexo, segue que existe um ponto de γ(x) na
fronteira de M . Logo, existe s ∈ R tal que π(x, s) ∈ ∂M .

Lema 1.3. Seja M ⊂ L. Se ∂M é invariante por F então int(M) também é invariante
por F.

Demostração: Suponhamos que int(M) não seja invariante, ou seja, existe x ∈ int(M)
tal que γ(x) 6⊂ int(M). Como γ(x) 6⊂ int(M) temos que existe r ∈ R tal que π(x, r) 6∈
int(M). Pelo Lema 1.2, existe s ∈ R tal que π(x, s) ∈ ∂M . Como, por hipótese, ∂M é
invariante por F, temos que γ(x) ⊂ ∂M resultando em x ∈ ∂M , o que é um absurdo.
Logo, int(M) é invariante.

A partir daqui iremos supor que ∂E é invariante por F e vamos denotar a restrição de
F a ∂E por ∂F.
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1.2 De�nições de Persistência e suas Relações

De�nição 1.4. O �uxo F é dito persistente fraco se para todo x ∈ int(E)

lim sup
t→+∞

d(π(x, t), ∂E) > 0

De�nição 1.5. O �uxo F é dito persistente se para todo x ∈ int(E)

lim inf
t→+∞

d(π(x, t), ∂E) > 0

De�nição 1.6. O �uxo F é dito persistente uniforme fraco se existe ε0 > 0 para todo
x ∈ int(E) tal que

lim sup
t→+∞

d(π(x, t), ∂E) > ε0

De�nição 1.7. O �uxo F é dito persistente uniforme se existe ε0 > 0 para todo
x ∈ int(E) tal que

lim inf
t→+∞

d(π(x, t), ∂E) > ε0

Segue diretamente das de�nições acima que

De�nição 1.8. Seja x ∈ E, de�nimos o conjunto ω(x) = {y ∈ E;∃(tn) com tn → ∞ e
π(x, tn)→ y, quando n→∞}. O conjunto ω(x) é chamado de conjunto ω-limite de x.

De�nição 1.9. Seja x ∈ E, de�nimos o conjunto α(x) = {z ∈ E; ∃(tn) com tn → −∞ e
π(x, tn)→ z, quando n→∞}. O conjunto α(x) é chamado de conjunto α-limite de x.

De�nição 1.10. O conjunto estável W+(M) de um conjunto M invariante isolado é
de�nido por

W+(M) = {x ∈ E : ω(x) 6= ∅, ω(x) ⊂M}.
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De�nição 1.11. O conjunto instável W−(M) de um conjunto M isolado invariante é
de�nido por

W−(M) = {x ∈ E : α(x) 6= ∅, α(x) ⊂M}.

Observação 1.2. Não estamos assumindo nenhuma estrutura especial para M , W+(M)
ou W−(M), mas quando E é uma variedade diferenciável e M é, por exemplo, um
ponto crítico, órbita periódica ou superfície periódica com estrutura hiperbólica, temos
que W+(M) e W−(M) têm (localmente) estrutura de variedade. Para mais informações
veja Butler, Freedman e Waltman [5].

De�nição 1.12. O conjunto estável fraco W+
w (M) de um conjunto M invariante isolado

é de�nido por
W+
w (M) = {x ∈ E : ω(x) ∩M 6= ∅}.

De�nição 1.13. O conjunto instável fraco W−
w (M) de um conjunto M isolado invariante

é de�nido por
W−
w (M) = {x ∈ E : α(x) ∩M 6= ∅}.

Exemplo 1.4. Considere o �uxo cujo retrato de fase é representado na Figura 1.1. Tome
o conjunto M como a órbita periódica juntamente com o interior da região por ela limi-
tada. Temos que M é invariante isolado e que W+(M) = M e W−(M) = E.

Figura 1.1: Exemplo de um conjunto Invariante Isolado

Lema 1.4. Temos que
W+(M) ⊂ W+

w (M)

e
W−(M) ⊂ W−

w (M)

Demonstração: Observe que
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x ∈ W+(M) ⇒ x ∈ E, ω(x) 6= ∅ e ω(x) ⊂M

⇒ x ∈ E e ω(x) ∩M = ω(x) 6= ∅
⇒ x ∈ W+

w (M).

A demonstração referente a parte instável é análoga.

A seguir temos o Lema de Butler-McGehee, ferramenta muito importante na demonstra-
ção do principal resultado que garante as equivalência, sobre certas condições, entre as
de�nições de persistência.

Lema 1.5 (Lema de Butler-McGehee). Seja M um conjunto compacto e invariante iso-
lado. Suponha que W+

w (M)\M 6= ∅. Então

W+(M)\M 6= ∅.

Demonstração: Veja [6].

Observação 1.3. Um resultado análogo ao Lema de Butler-McGehee pode ser enunciado
para os conjuntos instável fraco e instável.

Observação 1.4. No caso de �uxos gerados por EDO's, onde E é um subconjunto de
Rn, primeiramente obtemos todos os conjuntos invariantes nos eixos, planos e hiperplanos
coordenados. Em seguida, obtemos critérios para que cada um desses conjuntos invari-
antes seja localmente instável apontando para o interior de E. Então, usamos o Lema
de Butler-McGehee para mostrar que qualquer solução com condições iniciais no interior
de E tem seu conjunto ω−limite disjunto da fronteira de E, sendo assim equivalente à
de�nição de Persistência.

De�nição 1.14. O �uxo F será chamado dissipativo se para cada x ∈ E, ω(x) 6= ∅ e o
conjunto invariante Ω(F) =

⋃
x∈E ω(x) tem fecho compacto.

Intuitivamente, a de�nição de dissipativo nos pede que cada órbita do �uxo, a partir
de um certo t0 (que depende da órbita), comece a fazer parte do interior de um compacto
�xado, do qual essa órbita não sai mais.

Exemplo 1.5. Tomando E = R2
+ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}, considere o �uxo cujo

retrato de fase é dado na Figura 1.2, onde existe somente um equilíbrio que é um atrator
global. Temos que esse �uxo é dissipativo, pois o ω− limite de qualquer ponto de R2

+ é o
próprio equilíbrio atrator do exemplo.
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Figura 1.2: Retrato de Fase de um Fluxo que é Dissipativo

Chegamos então �nalmente a nossa de�nição de sustentabilidade.

De�nição 1.15 (Sustentabilidade). Diremos que o �uxo F é sustentável quando for per-
sistente uniforme e dissipativo.

De�nição 1.16. Sejam M e N conjuntos invariantes (não necessariamente distintos).
Diremos que M é encadeado com N , e escreveremos M → N , se existe x 6∈ M ∪ N tal
que x ∈ W−(M) ∩W+(N).

De�nição 1.17. Um sequência �nita M1,M2, ...,Mk de conjuntos invariantes isolados
será chamada um cadeia se M1 → M2 → ... → Mk (M1 → M1 se k = 1). A cadeia será
chamada um ciclo se Mk = M1.

Como estamos supondo o �uxo invariante pela fronteira de E, chamaremos de ∂F a
restrição de F a ∂E.

A seguir, vamos de�nir órbita heteroclínica, tipo de órbita que será utilizada no pró-
ximo exemplo.

De�nição 1.18. Sejam M1 e M2 dois conjuntos invarientes em E. Uma órbita heteroclí-
nica de M1 e M2 é uma órbita que se aproxima assintoticamente de M1 quando t→ −∞
e de M2 quando t→ +∞.

Exemplo 1.6. Considere M como o equilíbrio da esquerda da Figura 1.3, N o equilíbrio
da direita e L a órbita heteroclínica que sai de M e chega em N . Temos que W−(M) =
L = W+(N). Considerando então, qualquer ponto pertencente a L, podemos concluir que
M é encadeado com N .
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Figura 1.3: Exemplo de conjuntos Encadeados

De�nição 1.19. Dizemos que ∂F é isolado se ele admite uma coberturaM de Ω(∂F) de
conjuntos invariantes isolados compactos M1,M2, ...,Mk, dois a dois disjuntos tais que,
cada Mi é também isolado por F. ChamamosM de cobertura isolada.

De�nição 1.20. Dizemos que ∂F é acíclico se existe alguma cobertura isoladaM =
k⋃
i=1

Mi

de Ω(∂F) tal que nenhuma subfamília de {Mi} forma um ciclo.

1.3 Condições Su�cientes para Persitência Uniforme

Temos a seguir o teorema que apresenta, sobre hipóteses adicionais, a equivalência
entre as de�nições de Persistência.

Teorema 1.2. Seja F um �uxo contínuo em E. Suponha que

1. F é dissipativo;

2. ∂F é isolado;

3. ∂F é acíclico;

4. F é persistente fraco;

então F é persistente uniforme.
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Demostração: Veja [5].

Sendo assim, após esse teorema temos:

A seguir temos duas seções que mostram como podemos utilizar a teoria da Persistência
se estivermos trabalhando em Rn

+ = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn : xi > 0, 1 ≤ i ≤ n} e
considerando que o �uxo é solução de um sistema Kolmogorov n−dimensional de EDO's,
que modela a interação entre populações.

1.4 Persistência emModelos Kolmogorov com Três Equa-

ções

Nesta seção mostraremos um resultado que nos diz como podemos garantir Persis-
tência em modelos Kolmogorov com 3 equações que seguem o paradigma presa-predador.
Utilizamos como principal referência [10].

Iniciemos de�nindo o que é um sistema Kolmogorov n−dimensional.

De�nição 1.21. Dizemos que um sistema de Equações Diferenciais Ordinárias em um
aberto U ⊂ Rn é Kolmogorov se ele for da forma

dxi
dt

= xigi(x), 1 ≤ i ≤ n, (1.1)

onde gi é uma função de classe C1 em U.

Para o caso especí�co de dimensão 3, consideremos então, a interação entre 3 popula-
ções que pode ser modelada pelo seguinte sistema Kolmogorov.
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du

dt
= uf(u, v, w)

dv

dt
= vg(u, v, w)

dw

dt
= wh(u, v, w)

(1.2)

Com u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0 e w(0) = w0 ≥ 0. Onde u é uma população de
presas, w é uma população de predadores e v pode ser tanto uma população de presas
quanto uma população de predadores.

Procuramos condições sobre as quais essas três populações persistam, ou seja, condi-
ções sobre as quais o �uxo que é solução do sistema 1.2 seja persistente.

Uma solução com condições iniciais no cone positivo persistirá, se não existem pontos
ω−limite na fronteira do cone positivo (ou seja, nos eixos ou planos coordenados). Observe
que como o sistema 1.2 é Kolmogorov, os eixos e planos coordenados são invariantes.

Vamos então, enunciar um teorema dando condições para a persistência do sistema
1.2.

Teorema 1.3. Suponha que

1. f, g, h são C1 em (u, v, w).

2. o ponto de equilíbrio E0 = (0, 0, 0) é instável na direção u e assintoticamente estável
na direção w.

3. existe um único equilíbrio da forma E1 = (k1, 0, 0) que é assintoticamente estável
na direção u.

4. não existe equilíbrio na parte positiva do eixo w.

5. Pode ou não existir um equilíbrio do tipo E2 = (0, k2, 0). Se ele existe é único,
assintoticamente estável na direção v e nesse caso E0 é instável nessa direção. Se
E2 não existe então E0 é assintoticamente estável na direção v.

6. Todas as soluções do sistema 1.2 com condição inicial não negativa são limitadas
com o tempo.

7. E1 e E2(se ele existir) são pontos de sela.

8. No interior de cada plano coordenado, há no máximo um equilíbrio, o qual se existir
é instável na direção positiva ortogonal a este plano e em torno do qual não existem
órbitas periódicas.
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Então o sistema 1.2 é persistente.

Demostração: Veja [10].

1.5 Persistência em Modelos Kolmogorov com n Equa-

ções

Apresentaremos nesta seção uma forma de garantir a Persistência Uniforme de um
sistema Kolmogorov n-dimensional que modela a interação entre populações. A relação
entre essas populações pode ser de competição, presa-predador ou mutualismo. Utilizamos
como referência o trabalho de Gard [11].

Considere então, o modelo Kolmogorov de n espécies dado por

dxi
dt

= xifi(x), 1 ≤ i ≤ n, (1.3)

onde x = (x1, x2, .., xn) e fi ∈ C1 em Rn
+, o fecho do cone positivo

Rn
+ = {x ∈ Rn : xi > 0, 1 ≤ i ≤ n},

que é a região onde consideraremos o modelo 1.3.

Observe que a região Rn
+ é invariante pelo �uxo que é solução do sistema 1.3 já que

esse sistema é Kolmogorov.

Considere agora, o seguinte subconjunto de Rn
+ dado por

Hi = {x ∈ Rn
+ : xi = 0},

que também é invariante pelo �uxo.

Podemos de�nir a fronteira de Rn
+ como:

∂Rn
+ =

n⋃
i=1

Hi.

Vamos agora apresentar um lema que nos apresenta uma forma mais prática de des-
cobrir se um �uxo, no fecho de Rn

+, é dissipativo.
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Lema 1.6. Considere o seguinte sistema de equações diferenciais no fecho de Rn
+ =

{(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn|xi > 0, 0 ≤ i ≤ n}

dxi
dt

= fi(x), 1 ≤ i ≤ n, (1.4)

Suponha que existe um conjunto compacto B ⊆ Rn

+ tal que, para cada x0 ∈ Rn
+ existe um

tempo t0, que depende de x0 e B, de forma que a solução π(x0, t) do sistema 1.4, com
condição inicial x(0) = x0, satisfaz

π(x0, t) ∈ B

para todo t ≥ t0. Então o �uxo dado por F = (Rn

+,R, π) é dissipativo.

Demonstração:

Seja B ⊆ Rn

+ o conjunto compacto dado na hipótese tal que, para cada x0 ∈ Rn
+ existe

um tempo t0, que depende de x0 e B, de forma que a solução π(x0, t) do sistema 1.4, com
condição inicial x(0) = x0, satisfaz

π(x0, t) ∈ B

para todo t ≥ t0.

Lembrando que ω(x) = {z ∈ Rn, ∃(tn)|tn → ∞ quando n → ∞ e π(x, tn) → z}.
Tome tn = t0 + n e assim, tn →∞ quando n→∞ e π(x, tn) ∈ B, ∀n ∈ N.

Isso signi�ca que a sequência {xn = π(x, tn)}n∈N é limitada, pois B é um conjunto
limitado. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass {xn}n∈N possui subsequência convergente,
logo, ∃z ∈ Rn

+ tal que xn → z, n ∈ N′. Daí, π(x, tn)→ z quando n ∈ N′. Assim, z ∈ ω(x)
o que garante que ω(x) 6= ∅.

Vamos mostrar agora que
⋃
x∈Rn

+

ω(x) é limitado. Como B é limitado, segue que B

também é limitado. Mostremos então que
⋃
x∈Rn

+

ω(x) ⊂ B.

Seja y ∈ ω(x) assim ∃(tn) tal que tn → ∞ quando n → ∞ e π(x, tn) → y. Como
tn →∞ quando n→∞ temos que ∃n0 ∈ N n > n0 ⇒ tn > t0.

Assim, n > n0 ⇒ π(x, tn) ∈ B, logo y ∈ B. Portanto
⋃
x∈Rn

+

ω(x) ⊂ B. Como B é

limitado, segue que,
⋃
x∈Rn

+

ω(x) é limitado e portanto π(x, t) é dissipativo.
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Assumiremos que o sistema 1.3 é dissipativo , e para isso iremos supor que existe uma
vizinhança compacta B ⊆ Rn

+ tal que para algum t0 ∈ N,

x(t) ∈ B

para todo t ≥ t0, onde x(t) é a solução de 1.3 com condição inicial dada por x(0) = x0.

Considere agora as seguintes constantes

Mi = sup
x∈B

xi,

mij = inf
x∈B

∂fi
∂xj

(x),

Mij = sup
x∈B

∂fi
∂xj

(x),

e
ai = fi(0)

e escolha Q dado por

Q ⊆

{
i : existe j tal que

∂fj
∂xi

(x) > 0, x ∈ B

}
.

Suponha que existe uma escolha de números positivos rj, j = 1, .., n tais que

n∑
j=1

rjmji ≥ 0, i ∈ Q, (1.5)

Finalmente, considere a seguinte igualdade que depende da escolha de rj, j = 1, .., n

µ̄ =
n∑
i=1

riai −
∑
i∈Qc

Mi

n∑
j=1

rj (1.6)

Lema 1.7. Considere o seguinte sistema de equações diferenciais em Rn
+

dxi
dt

= fi(x), 1 ≤ i ≤ n, (1.7)

cujo �uxo que é solução é dado por π(x, t) = (π1(x, t), ..., πn(x, t)) considerando a condição
inicial dada por x(0) = x. Se, para todo 1 ≤ j ≤ n, existe m > 0 tal que

lim inf
t→∞

(πj(x, t) ≥ m,

então o �uxo (e também o sistema) é persistente uniforme.
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Demonstração: Temos que

d(z, ∂Rn
+) = min

1≤i≤n
{d(z,Hi)}.

De fato, para todo 1 ≤ i ≤ n temos que

d(z, ∂Rn
+) ≤ d(z, y) ∀y ∈ Hi

pois, Hi ⊂ ∂Rn
+, dessa forma

d(z, ∂Rn
+) ≤ min

1≤i≤n
{d(z,Hi)}.

Por outro lado, temos que existe k ∈ {1, .., n} tal que min1≤i≤n{d(z,Hi)} = d(z,Hk).

Suponhamos por absurdo que

d(z, ∂Rn
+) < min

1≤i≤n
{d(z,Hi)}.

Assim, existe y ∈ ∂Rn
+ tal que

d(z, y) < d(x,Hk) = min
1≤i≤n

{d(z,Hi)}.

Como y ∈ ∂Rn
+, segue que existe l ∈ {1, ..., n} tal que y ∈ Hl.

Sendo assim,
d(z,Hl) ≤ d(z, y) pois y ∈ Hl

e isso nos dá que

d(z,Hl) < d(z,Hk) = min
1≤i≤n

{d(z,Hi)},

o que é um absurdo.

Sendo assim,
d(z, ∂Rn

+) = min
1≤i≤n

{d(z,Hi)}.

Considere Rn
i = {x ∈ Rn : xi = 0}. Temos que Rn

i é subespaço vetorial de Rn,
∀i ∈ {1, ..., n}. Assim, para todo z = (z1, ..., zn) ∈ Rn

d(z,Rn
i ) = d(z, pz)

onde pz é a projeção ortogonal de z em Rn
i e mais, pz = (z1, ..., zi−1, 0, zi+1, ..., zn). Usando

a métrica do máximo temos

d(z,Rn
i ) = d(z, pz) = |zi|.
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Observe que se z ∈ Rn
+ então pz ∈ Hi daí

d(z,Hi) ≤ d(z, pz) = d(z,Rn
i ).

Por outro lado Hi ⊂ Rn
i que implica que

d(z,Hi) ≥ d(z,Rn
i ).

Temos então que
d(z,Hi) = d(z,Rn

i ) = |zi| = zi.

Como π(x, t) = (π1(x, t), ..., πn(x, t)) temos

d(π(x, t), ∂Rn
+) = min

1≤i≤n
{d(π(x, t), Hi)} = πk(x, t)

para algum k ∈ {1, ..., n}. Daí,

lim inf
t→∞

d(π(x, t), ∂Rn
+) = lim inf

t→∞
πk(x, t) ≥ m

por hipótese, o que nos dá que o �uxo é Persistente Uniforme.

Segue então o Teorema de Persistência.

Teorema 1.4. Suponha que o sistema 1.3 é dissipativo com B sendo um subconjuto com-
pacto correspondente e as constantes ai, mij e Mi de�nidas anteriormente. Se para al-
guma escolha de Q e rj, j = 1, .., n satisdazendo 1.5, µ̄ de�nido por 1.6 é positivo, então
o sistema 1.3 é persistente uniforme.

Demonstração: Veja [11]

1.6 Algumas Considerações

Nesse capítulo, apresentamos aos conceitos básicos referentes a Teoria da Persistência,
de�nindo os quatro tipos e persistência e trabalhando para chegar à equivalência entre
essas de�nições.

Exibimos um teorema que nos diz que sobre certas hipóteses sobre ∂F, juntamente
com dissipatividade, persistência fraca implica persistência uniforme (Teorema 1.2). Se
qualquer uma das hipóteses não é satisfeita, a conclusão do teorema não é verdadeira, ou
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seja, o sistema pode persistir fracamente (ou simplesmente persistir) sem ser uniforme-
mente persistente. Exemplos de que essas hipóteses são realmente necessárias podem em
encontradas em [8] e [10]. Os Teoremas 1.3 e 1.4 se mostram como mais um opção para
garantir a persistência uniforme para alguns casos particulares.

As ferramentas aqui apresentadas serão muito úteis nos modelos de equações dife-
renciais ordinárias com os quais trabalharemos posteriormente. Utilizando a teoria da
Persistência garantiremos a sustentabilidade de cada sistema e consequentemente, a exis-
tência de um atrator global.



Capítulo 2

Modelo com Interações entre

Agricultura e Indústria

A transferência de riqueza entre a Agricultura e a Indústria é tópico central no de-
senvolvimento econômico. Essa transferência ocorre através da variação dos valores adi-
cionados a trabalho, propriedade intelectual, terra e capital.

Neste caso, entende-se a riqueza como o poder de compra para necessidades, con-
veniência e lazer. Essa riqueza provém dos ativos da Indústria e da Agricultura, que
são de�nidos como tudo aquilo que pertence a esses sistemas e possui valor �nanceiro
atribuído.

O paradigma presa-predador é usado na modelagem da relação entre a Agricultura e
a Indústria conforme proposta de Apedaille e outros [3]. O sistema industrial é modelado
como o predador relativo ao sistema agrícola, de onde extrai os ativos necessários para a
fabricação de seus produtos, já a Agricultura usa a Ecosfera como fonte de energia para
manter sua produção.

Neste capítulo, assumimos que a Ecosfera está em estado de equilíbrio, dessa forma
a captação de recursos da ecosfera pela agricultura é balanceada pela entrada de outros
componentes [3].

20
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2.1 O Modelo

Considere o seguinte sistema, proposto por Apedaille e outros em [3]:

dy

dt
= µ

(
α0y − βy2 + (γ − δ) y

(a+ y)

z

(b+ z)

)
dz

dt
= −ξz − ηz2 + δ

y

(a+ y)

z

(b+ z)

(2.1)

com y(0) = y0 > 0 e z(0) = z0 > 0, ou equivalentemente,

dy

dt
= µy

(
α0 − βy +

(γ − δ)z
(a+ y)(b+ z)

)

dz

dt
= z

(
− ξ − ηz +

δy

(a+ y)(b+ z)

)

com y(0) = y0 > 0 e z(0) = z0 > 0, onde

• y representa a riqueza agrícola;

• z representa a riqueza industrial.

A seguir temos o signi�cado de cada um dos parâmetros.

µ - parâmetro que reescalona a taxa de mudança na riqueza agrícola quando comparada
à taxa de mudança na riqueza indústrial.

α0 - taxa de crescimento na riqueza agrícola, sendo dependente da qualidade ambiental.

β - coe�ciente de rendimentos decrescentes na agricultura.

δ - índice de preços industriais.

γ - índice de preços agrícolas.

ξ - taxa de depreciação linear do capital industrial.

η - taxa de depreciação quadrática do capital industrial.

a - taxa de recuperação econômica da agricultura.
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b - taxa de recuperação econômica da indústria.

Essas de�nições para os parâmetros foram obtidas em [17] e estamos supondo que
todos os parâmetros são positivos.

Observe que se não tivermos agricultura (y = 0) teremos dz
dt

= z(−ξ−ηz), dessa forma
a variação da indústria é negativa e portanto a mesma também tenderá a extinção. Caso
não tenhamos indústria (z = 0) então dy

dt
= µy(α0− βy) e portanto a variação da agricul-

tura depende dos valores dos parâmetros µ, α0 e β, que representam respectivamente, a
reescalonação da taxa de mudança na riqueza agrícola quando comparada à taxa de mu-
dança na riqueza industrial, a taxa de crescimento na riqueza agrícola, sendo dependente
da qualidade ambiental e o coe�ciente de rendimentos decrescentes na agricultura.

O Teorema da Existência e Unicidade garante que o sistema 2.1, com a condição inicial,
possui solução única em um intervalo maximal Imax. Além disso, utilizando o próximo
lema, podemos supor que Imax = R, fazendo com que a Teoria desenvolvida no Caítulo 1
possa ser utilizada.

Lema 2.1. Considere o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias.

dx

dt
= F (x)

x(0) = x0.

Se F é C1 em um aberto A ⊂ Rn, então existe um campo contínuo em A com as mesmas
trajetórias de F , cujas soluções são de�nidas em toda a reta.

Demonstração: Veja [7].

2.2 Positividade e Dissipatividade

Nessa seção, veremos duas importantes propriedades do sistema 2.1 que são de fun-
damental importância para garantir a sustentabilidade do mesmo.

Lema 2.2. Soluções do sistema 2.1 com condição inicial positiva mantêm-se positivas.

Demonstração: Como o sistema 2.1 é Kolmogorov, a fronteira de R2
+ é invariante pelo

�uxo. Pelo Lema 1.3 temos que int(R2
+) também é invariante pelo �uxo e daí segue o

resultado.
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Teorema 2.1. O sistema 2.1 é dissipativo com região de atração contida em

B =

{
(y, z) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1

2

[
α0

β
+

√
α2

0

β2
+

4

β
max{γ − δ, 0}

]
, 0 ≤ z ≤ δ

ξ

}

Demonstração: Sabemos que
dy

dt
= µy

(
α0 − βy +

(γ − δ)z
(a+ y)(b+ z)

)
. Assim

dy

dt
≤

µα0y − µβy2 + µk onde k = max{γ − δ, 0}. Vamos então comparar
dy

dt
com

dB

dt
= µα0B − µβB2 + µk = µ(Ω1 +B)(Ω2 − βB),

onde Ω1 > 0, Ω2 > 0, Ω1Ω2 = k e Ω2 − Ω1β = α0, (se k = 0 então Ω1 = 0 e Ω2 = α0).
Então, se y(0) = B(0) temos que y(t) ≤ B(t), para todo t ≥ 0. Resolvendo a EDO
dB

dt
= µ(Ω1 +B)(Ω2 − βB) temos

B(t) =
Ω2 − Ω1C0e

−µ(Ω1β+Ω2)t

β + C0e−µ(Ω1β+Ω2)t
,

onde C0 =
Ω2 − βy0

Ω1 + y0

.

Resolvendo o sistema
Ω1Ω2 = k
Ω2 − Ω1β = α0

encontramos valores positivos para Ω1 e Ω2 dados por Ω1 = 2k

α0+
√
α2
0+4βk

e Ω1 =
α0+
√
α2
0+4βk

2
.

Logo, temos que

lim
t→∞

B(t) =
Ω2

β
=

1

2

[
α0

β
+

√
α2

0

β2
+

4

β
max{γ − δ, 0}

]
.

Assim,

0 ≤ lim sup
t→∞

y(t) ≤ Ω2

β
=

1

2

[
α0

β
+

√
α2

0

β2
+

4

β
max{γ − δ, 0}

]
.

E portanto,

0 ≤ y(t) ≤ 1

2

[
α0

β
+

√
α2

0

β2
+

4

β
max{γ − δ, 0}

]
.

Temos ainda que
dz

dt
= z

(
− ξ − ηz +

δy

(a+ y)(b+ z)

)
assim,

dz

dt
≤ −ξz + δ. Usando

a mesma argumentação do caso anterior, conluímos que

0 ≤ z(t) ≤ δ

ξ
.
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2.3 Pontos de Equilíbrio na Fronteira de R2
+

O objetivo nessa seção é encontrar os pontos de equilíbrio referentes ao modelo bi-
dimensional e classi�cá-los. Mostraremos que dois equilíbrios sempre existem, e que, um
terceiro equilíbrio pode existir dependendo dos valores de parâmetro. Esse terceiro equi-
líbrio representaria a coexistência entre agricultura e indústria. Observe que procuramos
soluções apenas no primeiro quadrante, já que soluções com coordenadas negativas não
fazem sentido ao nosso modelo.

Para encontrarmos os pontos de equilíbrio, lembrando que µ 6= 0, devemos resolver o
seguinte sistema:

y

(
α0 − βy +

(γ − δ)z
(a+ y)(b+ z)

)
= 0

z

(
− ξ − ηz +

δy

(a+ y)(b+ z)

)
= 0

(2.2)

Equilíbrio trivial

Claramente, o ponto F0(0, 0) é um ponto de equilíbrio do sistema acima pois esse
sistema é Komogorov. Esse equilíbrio representa a não existência, tanto da agricultura,
quanto da indústria.

Equilíbrio na parte positiva do eixo y

Nesse caso, temos y 6= 0 e z = 0 o que torna claramente a 2a equação válida. Com
essas condições a 1a equação se torna

y(α0 − βy) = 0

Como y 6= 0 temos que y =
α0

β
.

Portanto temos o seguinte equilíbrio

Fy

(
α0

β
, 0

)
.

Esse equilíbrio representa que temos a existência de agricultura mesmo se não tivermos
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a existência da indústria.

Equilíbrio na parte positiva do eixo z

Nesse caso temos y = 0 e z 6= 0 o que torna a 1a equação válida. Com essas condições
a 2a equação se torna

z

(
− ξ − ηz

)
= 0

Como z 6= 0 temos que z = −ξ
η
.

Portanto não temos equilíbrio positivo nesse eixo, ou seja, caso não exista agricultura,
também não existirá indústria.

2.4 Análise Local dos Pontos de Equilíbrio da Fronteira

de R2
+

Aplicando o Teorema de Hartman-Grobman (veja [19], página 226), vamos agora
classi�car localmente os pontos de equilíbrio já encontrados através da matriz Jacobiana
J2(y, z) do sistema 2.1 que é dada por:

J2(y, z) =

 µ

(
α0 − 2βy +

(γ − δ)az
(a+ y)2(b+ z)

)
µ(γ − δ)by

(a+ y)(b+ z)2

δaz

(a+ y)2(b+ z)
−ξ − 2ηz +

δby

(a+ y)(b+ z)2


Lema 2.3. O equilíbrio F0 é uma sela hiperbólica localmente instável na direção y e
localmente assintoticamente estável na direção z.

Demonstração: Substituindo F0 em J2 temos

J2(F0) =

(
µα0 0

0 −ξ

)

Assim, os autovalores dessa matriz são λ1 = µα0 e λ2 = −ξ. Como todos os parâmetros
são positivos temos que essa matriz assume autovalores positivos e negativos, portanto
classi�camos esse ponto como um sela.
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Para o equilíbrio Fy podemos concluir o seguinte lema

Lema 2.4. Temos que:
(a)Se ξ > aδ

(α0+aβ)b
então o equilíbrio Fy é localmente assintoticamente estável.

(b) Se ξ < aδ
(α0+aβ)b

então o equilíbrio Fy é uma sela hiperbólica localmente assintoticamente
estável na direção y e localmente instável na direção z.

Demonstração: Substituindo Fy em J2 temos

J2

(
α0

β
, 0

)
=

(
−µα0

µα0(γ−δ)
(α0+aβ)b

0 −ξ + aδ
(α0+aβ)b

)

Os autovalores dessa matriz são dados por λ1 = −µα0 e λ2 = −ξ + aδ
(α0+aβ)b

. Segue
assim o resultado.

Para os equilíbrios de fronteira, temos então a seguinte tabela:

- Equilíbrio Classi�cação Local

Trivial F0(0, 0) Sela Hiperbólica
Assintoticamente Estável se

No semieixo positivo y Fy

(α0

β
, 0
)

ξ >
aδ

(α0 + aβ)b
e Sela Hiperbólica se

ξ <
aδ

(α0 + aβ)b
No semieixo positivo z - -

Vamos estudar agora a existência de um ponto de equilíbrio não trivial, ou seja, um
ponto de equilíbrio que ocorre quando y 6= 0 e z 6= 0.

2.5 A Busca por Pontos de Equilíbrio no Interior de R2
+

Utilizando a teoria clássica, para encontrarmos os pontos de equilíbrio no interior de R2
+

devemos encontrar um equilíbrio na parte positiva do plano yz. Neste caso, y 6= 0 e z 6= 0,
assim o sistema 2.2 se reduz a

α0 − βy +
(γ − δ)z

(a+ y)(b+ z)
= 0

−ξ − ηz +
δy

(a+ y)(b+ z)
= 0

(2.3)
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que é equivalente a

βy(a+ y)(b+ z) + (δ − γ)z = α0(a+ y)(b+ z)

δy − ηz(a+ y)(b+ z) = ξ(a+ y)(b+ z)
(2.4)

Reorganizando as equações:

(βy − α0)(a+ y)(b+ z) + (δ − γ)z = 0

δy − (ηz + ξ)(a+ y)(b+ z) = 0
(2.5)

Da primeira equação concluímos que z =
−b(βy − α0)(y + a)

(βy − α0)(y + a) + δ − γ
.

Antes de substituirmos, vejamos quais valores de y > 0 nos dão também z > 0.

i. Se 0 < y < α0

β
temos (βy − α0) < 0 o que implica que −b(βy − α0)(y + a) > 0.

Assim, para que z > 0 devemos ter (βy−α0)(y+ a) + (δ− γ) > 0 que é equivalente
a βy2 + (βa− α0)y + (δ − γ − α0a) > 0, cuja solução é

y > y1

ou
y < y2

onde

y1 = −βa− α0

2β
+

√(
βa− α0

2β

)2

+
γ − δ + αa

β

e

y2 = −βa− α0

2β
−

√(
βa− α0

2β

)2

+
γ − δ + αa

β
.

Temos que y2 é sempre negativo e que se γ ≥ δ então y1 ≥ 0.

Nesse caso então para termos z > 0 devemos considerar y1 <
α0

β
e assim tomarmos

y tal que
y1 < y <

α0

β
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ii. Se y > α0

β
temos (βy − α0) > 0 o que implica que −b(βy − α0)(y + a) < 0. Assim,

para que z > 0 devemos ter (βy − α0)(y + a) + (δ − γ) < 0 que é equivalente a
βy2 + (βa− α0)y + (δ − γ − α0a) < 0, cuja solução é

y2 < y < y1

onde y1 e y2 são as mesmas constantes do caso anterior.

Novamente, temos que y2 é sempre negativo e que se γ ≥ δ então y1 ≥ 0.

Nesse caso então para termos z > 0 devemos considerar α0

β
< y1 e assim tomarmos

y tal que
α0

β
< y < y1

Observe que y = α0

β
não nos interessa pois temos z = 0 nesse caso.

Podemos concluir assim o seguinte lema:

Lema 2.5. Suponha que γ ≥ δ e que min{α0

β
, y1} < y < max{α0

β
, y1} então temos que

z > 0.

Substituindo o valor z =
−b(βy − α0)(y + a)

(βy − α0)(y + a) + δ − γ
na equação

δy − (ηz + ξ)(a+ y)(b+ z) = 0,

e usando o Maple 16, encontramos a seguinte equação polinomial de grau 5:

δβ2y5 + (2δβ2a− 2δβα0)y4

+(−βbηγ − 4δβα0a+ βbηδ + 2δ2β
+δα2

0 − βξδ + δβ2a2 − 2δβγ + βξγ)y3

+(2δα2
0a− 2βξaδ + 2δα0γ + 2δ2βa− α0bηδ + α0bηγ

+2βξaγ − 2δβaγ + α0ξδ + 2βbηaδ
−2βbηaγ − 2δβa2α0 − α0ξγ − 2δ2α0)y2

+(−2δ2α0a+ δγ2 + 2α0bηaγ + βa2ξγ − 2δ2γ − ξδ2 + 2α0ξaδ + 2ξδγ
−ξγ2 + δα2

0a
2 − 2α0bηaδ + δ3 − 2α0ξ

aγ + βa2bηδ + 2δα0aγ − βa2ξδ − βa2bηγ)y
−α0a

2ξγ − ξδ2a+ 2ξδaγ + α0a
2bηγ + α0a

2ξδ − α0a
2bηδ − ξγ2a = 0.

Devido ao grande número de parâmetros envolvidos na equação acima, garantiremos a
existência dos pontos de equilíbrio através da Teoria da Persistência.
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2.6 Sustentabilidade do Modelo Agricultura-Indústria

A De�nição 1.15 de Sustentabilidade dada no capítulo 1 nos diz que, um �uxo é
sustentável quando for persistente uniforme e dissipativo.

A dissipatividade do sistema 2.1 foi dada no Teorema 2.1 e para garantirmos a persis-
tência uniforme desse sistema, iremos utilizar a seção 1.5 dada no capítulo 1. Considerando
B o conjunto dado no Teorema 2.1, observe que

M1 = sup
(y,z)∈B

y ≤ 1

2

[
α0

β
+

√
α2

0

β2
+

4

β
max{γ − δ, 0}

]
e

M2 = sup
(y,z)∈B

z ≤ δ

ξ
.

Temos ainda que, se considerarmos o sistema 2.1 de forma que

dy

dt
= µy(α0 − βy +

(γ − δ)z
(a+ y)(b+ z)

) = yf1(y, z)

dz

dt
= z(−ξ − ηz +

δy

(a+ y)(b+ z)
) = zf2(y, z)

(2.6)

temos que f1(y, z) = µ(α0 − βy + (γ−δ)z
(a+y)(b+z)

) e f2(y, z) = −ξ − ηz + δy
(a+y)(b+z)

assim se
considerarmos γ > δ, ou seja, que o índice de preços agrícolas é maior que o índice de
preços industriais, temos:

∂f1(y, z)

∂y
= −µβ − µ(γ − δ)z

(a+ y)2(b+ z)
< 0

∂f1(y, z)

∂z
=

µ(γ − δ)b
(a+ y)(b+ z)2

> 0

∂f2(y, z)

∂y
=

δa

(a+ y)2(b+ z)
> 0

∂f2(y, z)

∂z
= −η − δy

(a+ y)(b+ z)2
< 0

Observe que todas essas funções são contínuas em B, e assim, todas possuem máximo
e mínimo em B. Dessa forma, considere
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m11 = inf
(y,z)∈B

∂f1(y, z)

∂y
= min

(y,z)∈B

∂f1(y, z)

∂y
= min

(y,z)∈B

{
− µβ − µ(γ − δ)z

(a+ y)2(b+ z)

}
,

m12 = inf
(y,z)∈B

∂f1(y, z)

∂z
= min

(y,z)∈B

∂f1(y, z)

∂z
= min

(y,z)∈B

{
µ(γ − δ)b

(a+ y)(b+ z)2

}
,

m21 = inf
(y,z)∈B

∂f2(y, z)

∂y
= min

(y,z)∈B

∂f2(y, z)

∂y
= min

(y,z)∈B

{
δa

(a+ y)2(b+ z)

}
,

m22 = inf
(y,z)∈B

∂f2(y, z)

∂z
= min

(y,z)∈B

∂f2(y, z)

∂z
= min

(y,z)∈B

{
− η − δy

(a+ y)(b+ z)2

}
.

Teorema 2.2. Suponha que γ > δ, m11 + m21 ≥ 0 e que µα0 − ξ − 2
δ

ξ
> 0. Então o

sistema 2.1 é persistente uniforme.

Demonstração: Observe que a1 = f1(0) = µα0 e a2 = f2(0) = −ξ. Considere o conjunto
Q de�nido na seção 1.5 como Q = {1} e tome r1 = 1 = r2. Para garantirmos persistência
uniforme segundo o teorema 1.4 devemos garantir que

r1m11 + r2m21 = m11 +m21 ≥ 0

e que

µ̄ = µα0 − ξ − 2M2 ≥ µα0 − ξ − 2
δ

ξ
> 0

Podemos então, concluir �nalmente o seguinte resultado:

Teorema 2.3 (2.3). O sistema 2.1, sobre as hipóteses do Teorema 2.2, é dissipativo e
persistente uniforme, e portanto, sustentável.

2.7 Retratos de Fase para alguns valores de parâmetros

Mostraremos nessa seção alguns retratos de fase do sistema 2.1, para alguns valores de
parâmetro. Na Figura 2.1, apresentamos um caso em que γ > δ, que é uma das condições
do Teorema de Persistência desse capítulo. Nessa �gura, podemos observar a existência
de um atrator no interior de R2

+.
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Na Figura 2.2, também temos um atrator no interior de R2
+ entretanto, a condição

γ > δ não é satisfeita. Podemos concluir então que para termos um atrator no interior de
R2

+ não é necessário que a condição γ > δ ocorra.

As demais �guras representam o que ocorre para outros valores de parâmetros valores
de parâmetros. Em todos os casos temos a existência de uma atrator.

Figura 2.1: Retrato de Fase para os valores µ = 1, α0 = 2, β = 1, γ = 10, δ = 5, ξ = 1, a =
1, b = 1 e η = 0.1.

Figura 2.2: Retrato de Fase para os valores µ = 1, α0 = 2, β = 1, γ = 10, δ = 20, ξ =
1, 75, a = 1, b = 1 e η = 0, 1.
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Figura 2.3: Retrato de Fase para os valores µ = 1, α0 = 2, β = 1, γ = 10, δ = 20, ξ =
8, a = 1, b = 1 e η = 0.

Figura 2.4: Retrato de Fase para os valores µ = 2, α0 = 2, β = 1, γ = 10, δ = 20, ξ =
8, a = 1, b = 1 e η = 0.



33

Figura 2.5: Retrato de Fase para os valores µ = 0, 5, α0 = 2, β = 1, γ = 10, δ = 20, ξ =
8, a = 1, b = 1 e η = 0.

Figura 2.6: Retrato de Fase para os valores µ = 2, α0 = 4, β = 1, γ = 0, 33, δ = 2, ξ =
1, 8, a = 1, b = 1 e η = 0.

2.8 Considerações Finais para o Modelo Agricultura -

Indústria

Neste capítulo estudamos a dinâmica do modelo de duas variáveis que descreve a
relação entre agricultura e indústria. Encontramos os equilíbrios que estavam na fronteira
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de R2
+, e ao procurarmos equilíbrios no interior desse conjunto, nos deparamos com uma

equação de grau 5 que depende de muitos parâmetros, tornando o simples fato de encontrar
raízes complicado. Para contornar esse problema, utilizamos a teoria apresentada no
Capítulo 1, mais precisamente o Teorema 1.4, e garantimos que o �uxo gerado pelo sistema
é sustentável desde que algumas condições sobre os parâmetros sejam satisfeitas.

O modelo apresentado é o mais simples possível, pois estamos considerando a ecos-
fera em equilíbrio. Uma versão melhorada desse modelo procuraria relacionar mais esta
variável, o que pode mudar os resultados até então encontrados para a dinâmica.

No próximo capítulo apresentaremos um modelo incluindo a variável ecosfera, onde
esta poderá ser vista como uma presa para a agricultura e indústria.



Capítulo 3

Modelo com Interações entre Ecosfera,

Agricultura e Indústria

A relação entre Ecosfera e Agricultura é muito frágil, principalmente quando conside-
ramos os países menos desenvolvidos, pois a falta de subsídios para as atividades agrícolas
faz com que a degradação do meio ambiente seja intensi�cada nesses países.

O modelo que estudaremos neste capítulo tem como base os modelos propostos por
Solomonovich e outros [16], [17] e [18] e envolve a interação entre Ecosfera, Agricultura e
Indústria. Nosso objetivo é entender o comportamento da Ecosfera em relação à Agricul-
tura ao longo do tempo, ou seja, de que forma a agricultura impacta o meio ambiente à
medida que o tempo passa.

Os valores dos parâmetros do modelo determinam o comportamento do sistema. Exis-
tem valores de parâmetros para os quais esse comportamento se torna menos previsível
que o esperado, sendo assim, é sobre esses parâmetros que colocaremos condições para
que tenhamos os resultados desejados.

É importante ressaltar que nesses modelos, segundo Solomonovich e outros [17], a
ecosfera é considerada um sistema interativo de vida, capaz de se reproduzir, regenerar
e entrar em extinção. Dessa forma podemos considerar na ecosfera as seguintes carac-
terísticas: uma condição máxima de existência, uma taxa de degradação e uma taxa de
restauração.

A relação entre a Agricultura e a Indústria é basicamente a mesma apresentada no
capítulo anterior, mas o diferencial é que neste modelo a Agricultura é vista como um
predador da Ecosfera.

35
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3.1 O Modelo

Solomonovich e outros [16] e [18] propuseram modelos que demonstram a interação
entre ecosfera, indústria e agricultura. Baseando-se nesses modelos temos o seguinte
sistema:

dx

dt
= x(u− vy − ωx)

dy

dt
= µy

[
αx

(e+ x)
− βy +

(
γ

x

(e+ x)
− δ
)

z

(a+ y)(b+ z)

]

dz

dt
= z

(
− ξ − ηz +

δy

(a+ y)(b+ z)

) (3.1)

com condição inicial x(0) = x0 > 0, y(0) = y0 > 0 e z(0) = z0 > 0.

onde

• x representa riqueza ecosférica, referindo-se à qualidade da terra e do ambiente de
forma geral.

• y representa riqueza agrícola.

• z representa riqueza industrial.

A seguir temos o signi�cado de cada um dos parâmetros.

µ - parâmetro que reescalona a taxa de mudança na riqueza agrícola quando comparada
à taxa de mudança na riqueza indústrial.

α - capacidade de uso base da ecosfera pela agricultura.

β - coe�ciente de rendimentos decrescentes na agricultura.

δ - índice de preços industriais.

γ - índice de preços agrícolas.

ξ - taxa de depreciação linear do capital industrial.

η - taxa de depreciação quadrática do capital industrial.

a - taxa de recuperação econômica da agricultura.

b - taxa de recuperação econômica da indústria.
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e - coe�ciente de recuperação da ecosfera.

u - taxa de restauração ou reabilitação da ecosfera.

v - taxa de degradação da ecosfera.

ω - posição da ecosfera em relação à condição de máximo da ecosfera �natural�.

Consideraremos todos os parâmetros positivos.

Observe que se não tivermos riqueza ecosférica (x = 0) teremos dy
dt

= µy[−βy −
δz

(a+y)(b+z)
] e dz

dt
= z(−ξ − ηz + δy

(a+y)(b+z)
). Dessa forma a variação da agricultura é nega-

tiva e portanto a mesma tenderá a extinção a medida que o tempo passa o que levará
a indústria a extinção também. Observe que, segundo nosso modelo, a indústria não
sofre in�uência direta da ecosfera, entretando depende implicitamente, pois a agricultura
depende diretamente da ecosfera.

Caso não tenhamos agricultura (y = 0) então dx
dt

= x(u − ωx) e dz
dt

= z(−ξ − ηz).
Daí temos que a indústria tende a exitinção pois a variação da indústria é negativa e o
comportamento da ecosfera �ca dependendo da taxa de restauração ou reabilitação da
ecosfera e da posição da Ecosfera em relação à condição de máximo da Ecosfera �natural�.

Por último se tivermos z = 0, ou seja, caso não haja riqueza industrial, concluímos
que dx

dt
= x(u− vy − ωx) e dy

dt
= µy[ αx

(e+x)
− βy]. Nesse caso a variação da ecosfera não se

altera, mas a variação da agricultura passa a depender apenas da capacidade de uso base
e do coe�ciente de recuperação da ecosfera e do coe�ciente de rendimentos descresentes
na agricultura.

3.2 Positividade e Dissipatividade

Veremos nesta seção, duas propriedades do sistema 3.1 que são muito importantes
para garantir a sustentabilidade do mesmo.

Lema 3.1. Soluções do sistema 3.1 com condição inicial positiva mantêm-se positivas.

Demonstração: Como o sistema 3.1 é Kolmogorov, a fronteira de R3
+ é invariante pelo

�uxo. Pelo Lema 1.3 temos que int(R3
+) também é invariante pelo �uxo e daí segue o

resultado.

Teorema 3.1. O sistema 3.1 é dissipativo com região de atração contida em

A =

{
(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ u

w
, 0 ≤ y ≤ 1

2

[
α

β
+

√
α2

β2
+

4

β
max{γ − δ, 0}

]
, 0 ≤ z ≤ δ

ξ

}
.
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Demonstração: A demonstração para as coordenadas y e z é a mesma feita no Teorema

2.1. Para a coordenada x, temos que
dx

dt
≤ ux−ωx2 e seguimos o mesmo raciocínio feito

no mesmo Teorema 2.1.

3.3 Pontos de Equilíbrio na Fronteira de R3
+

Para iniciarmos a análise da dinâmica desse sistema, vamos encontrar os pontos de
equilíbrio que pertencem a fronteira de R3

+. Lembrando que µ 6= 0, devemos então resolver
o seguinte sistema para encontramos tais equilíbrios.

x(u− vy − ωx) = 0

y

[
αx

(e+ x)
− βy +

(
γ

x

(e+ x)
− δ
)

z

(a+ y)(b+ z)

]
= 0

z

(
− ξ − ηz +

δy

(a+ y)(b+ z)

)
= 0

(3.2)

Equilíbrio trivial

Claramente, o ponto F0(0, 0, 0) é um ponto de equilíbrio do sistema acima. Esse
equilíbrio representa a não existência de nenhuma das nossas �espécies�.

Equilíbrio na parte positiva do eixo x

Nesse caso, temos x 6= 0, y = 0 e z = 0 o que torna claramente a 2a e 3a equações
válidas. Com essas condições a 1a equação se torna

u− ωx = 0

Portanto, temos o seguinte equilíbrio

Fx

(
u

ω
, 0, 0

)
,
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que nos mostra que temos a existência da ecosfera independente da existência da agricul-
tura e da indústria.

Equilíbrio na parte positiva do eixo y

Nesse caso, temos x = 0, y 6= 0 e z = 0 o que torna claramente a 1a e 3a equações
válidas. Com essas condições a 2a equação se torna

−βy = 0,

o que é um absurdo, já que β > 0 e queremos y > 0.

Portanto, não temos equilíbrio positivo nesse eixo, ou seja, se não tivermos ecosfera e
indústria, não teremos agricultura.

Equilíbrio na parte positiva do eixo z

Nesse caso, temos x = 0, y = 0 e z 6= 0, o que torna a 1a e 2a equações válidas. Com
essas condições a 3a equação se torna

z(−ξ − ηz) = 0

Como z 6= 0 temos que z =
−ξ
η

Portanto, não temos equilíbrio positivo nesse eixo, ou seja, se não houver existência
da ecosfera e da agricultura, não haverá existência da indústria.

Equilíbrio na parte positiva do plano xz

Temos que x 6= 0, y = 0 e z 6= 0; assim, o sistema 3.2 se reduz a

ux− ωx2 = 0

−ξz − ηz2 = 0

Da segunda equação concluímos, como z 6= 0, que z = −ξ
η
e assim não existe ponto

de equilíbrio nesse plano com todas as coordenadas positivas. Ou seja, podemos concluir
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que há existência de ecosfera e indústria se não houver agricultura.

Equilíbrio na parte positiva do plano xy

Temos que x 6= 0, y 6= 0 e z = 0; assim, o sistema 3.2 se reduz a

u− vy − ωx = 0

αx

e+ x
− βy = 0

Como y 6= 0, temos y =
αx

β(e+ x)
. Substituindo esse valor na 1a equação temos:

x

(
u− v

(
αx

β(e+ x)

)
− ωx

)
= 0,

que é equivalente a

x2 + x

(
vα

ωβ
− u

ω
+ e

)
− ue

ω
= 0.

Resolvendo essa equação, encontramos a seguinte raiz positiva:

x̂ = − 1

2ω
v

(
vα

β
− u+ eω

)
+

√[
1

2ω

(
vα

β
− u+ eω

)]2

+
ue

ω
.

E assim, encontramos o seguinte ponto de equilíbrio com coordenadas positivas:

Fxy

(
x̂,

αx̂

β(e+ x̂)
, 0

)
= (x̂, ŷ, 0).

A existência desse equilíbrio nos mostra que é possível termos ecosfera e agricultura mesmo
sem a existência de indústria.

Equilíbrio na parte positiva do plano yz

Temos que x = 0, y 6= 0 e z 6= 0; assim, o sistema 3.2 se reduz a,
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−βy − δz

(a+ y)(b+ z)
= 0

−ξ − ηz +
δy

(a+ y)(b+ z)
= 0

Observe que, como y > 0 e z > 0 e os parâmentros são positivos, segue que a 1a

equação nunca será satisfeita.

Portanto, não existe equilíbrio positivo nesse plano, ou seja, não há existência de
agricultura e indústria se não houver ecosfera.

3.4 Análise Local dos Pontos de Equilíbrio da Fronteira

de R3
+

De�nimos a estabilidade do ponto de equilíbrio através do sinal das partes reais do
autovalores associados ao sistema linearizado aplicado nos pontos críticos. Valor positivo
para alguma parte real de algum autovalor signi�ca instabilidade. Valores negativos para
todas as partes reais de todos os autovalores signi�ca estabilidade assintótica. Vamos
agora estudar a estabilidade local dos pontos de equilíbrio já encontrados.

A matriz Jacobiana é dada por

J3(x, y, z) =


a11 −vx 0
a21 a22 a23

0
δaz

(a+ y)2(b+ z)
a33

 ,

onde

a11 = u− vy − 2ωx

a21 = µ

[
αey

(e+x)2
+

γeyz

(e+ x)2(a+ y)(b+ z)

]
,

a22 = µ

[
αx

(e+ x)
− 2βy +

(
γx

e+ x
− δ

)
az

(a+ y)2(b+ z)

]
,

a23 = µ

(
γx

e+ x
− δ

)
by

(a+ y)(b+ z)2

e
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a33 = −ξ − 2ηz +
δby

(a+ y)(b+ z)2

Para o equilíbrio F0, temos o seguinte lema:

Lema 3.2. O equilíbrio F0 é não hiperbólico e localmente instável. Na realidade F0 é um
ponto de sela assintoticamente estável na direção z e instável na direção x.

Demonstração: Aplicando J3 em F0 temos

J3(F0) =

 u 0 0
0 0 0
0 0 −ξ


Assim, os autovalores dessa matriz são λ1 = u, λ2 = 0 e λ3 = −ξ. Como todos os
parâmetros são positivos, temos que essa matriz assume um autovalor nulo que nos diz que
esse ponto é não hiperbólico e também possui autovalores positivos e negativos, portanto
classi�camos esse ponto como um sela.

Analisando agora Fx, temos

Lema 3.3. O equilíbrio Fx é um ponto de sela hiperbólica localmente instável na direção
y e localmente assintoticamente estável nas direções x e z.

Demonstração: Aplicando J3 em Fx temos

J3(Fx) =

 −u −vu
w

0
0 µαu

eω+u

0 0 −ξ


Os autovalores dessa matriz são dados por λ1 = −u, λ2 = µαu

eω+u
e λ3 = −ξ. Como

todos os parâmetros são positivos, temos que essa matriz assume autovalores positivos e
negativos, portanto classi�camos esse ponto como uma sela.

Lema 3.4. Temos que:
(a) Se ξ > δŷ

b(a+ŷ)
então Fxy é um ponto de equilíbrio assintoticamente estável;

(b) Se ξ < δŷ
b(a+ŷ)

então Fxy é um ponto de sela hiperbólico.

Demonstração: Aplicando J3 em Fxy temos

J3(Fxy) =

 u− vŷ − 2ωx̂ −vx̂ 0
µαeŷ

(e+x̂)2
µ
[
αx̂
e+x̂
− 2βŷ

]
µ
(
γ x

(e+x)
− δ
)

ŷ
b(a+ŷ)

0 0 −ξ + δŷ
b(a+ŷ)


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Usando o fato de que u− vy − ωx = 0 e αx
e+x
− βy = 0 temos

J3(Fxy) =

 −ωx̂ −vx̂ 0
µαeŷ

(e+x̂)2
−µβŷ µ

(
γ x

(e+x)
− δ
)

ŷ
b(a+ŷ)

0 0 −ξ + δŷ
b(a+ŷ)2


Considerando J(Fxy) = (mij)3x3, os autovalores associados ao equilíbrio Fxy são

λ1 =
m11 +m22

2
+

√√√√(m11 +m22

2

)2

+m12m21 −m11m22,

λ2 =
m11 +m22

2
−

√√√√(m11 +m22

2

)2

+m12m21 −m11m22

e

λ3 = −ξ +
δŷ

b(a+ ŷ)
.

Se (
m11 +m22

2

)2

< m11m22 −m12m21

Observe que

m11 +m22

2
=
−ωx̂− βŷ

2
< 0.

Então os autovalores λ1 e λ2 são complexos com parte real negativa.

Caso contrário, se

(
m11 +m22

2

)2

≥ m11m22 −m12m21,

utilizando que

m11m22 −m12m21 = ωβx̂ŷ +
µαevx̂ŷ

e+ x̂
> 0

podemos concluir

∣∣∣m11 +m22

2

∣∣∣ > ±
√(

m11 +m22

2

)2

− (m11m22 −m12m21).
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Logo

m11 +m22

2
±

√(
m11 +m22

2

)2

− (m11m22 −m12m21)

<
m11 +m22

2
+

∣∣∣∣∣m11 +m22

2

∣∣∣∣∣ = 0

pois
m11 +m22

2
< 0.

Sendo assim, os autovalores λ1 e λ2 são reais negativos e, portanto, o equilíbrio é
assintoticamente estável na direção dos autovetores associados a esses autovalores.

Temos então, para os equilíbrios de fronteira, a seguinte tabela:

- Equilíbrio Classi�cação Local

Trivial F0(0, 0, 0) Sela não hiperbólica
No semieixo positivo x Fx

(
u
ω
, 0, 0

)
Sela hiperbólica

No semieixo positivo y - -
No semieixo positivo z - -

Assintoticamente estável se
No semiplano positivo x-y Fxy(x̂, ŷ, 0) ξ > δŷ

b(a+ŷ)

e Sela hiperbólica se
ξ < δŷ

b(a+ŷ)

No semiplano positivo x-z - -
No semiplano positivo y-z - -

3.5 Sustentabilidade do Modelo Ecosfera-Agricultura-

Indústria

Para garantirmos a sustentabilidade do sistema 3.1, devemos garantir a persistência
uniforme do modelo, pois a dissipatividade já foi garantida pelo Teorema 3.1.

Chegamos assim ao seguinte teorema de Persistência desse capítulo

Teorema 3.2. Suponha que γ ≥ δ. Então o sistema 3.1 é persistente uniforme desde que
a seguinte inequação seja satisfeita

ξ <
δŷ

(a+ ŷ)b

onde Fxy(x̂, ŷ, 0) é o equilíbrio positivo no interior do plano x− y.
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Demostração: Nesta demonstração é utilizado o Teorema 1.3 apresentado no Capítulo
1. Para utilizar esse teorema devemos veri�car 8 hipóteses. A hipóetese 1 é facilmente
veri�cada. As hipóteses 2 e 3 sobre os equilíbrios F0 e Fx foram veri�cadas nos Lemas 3.2 e
3.3, respectivamente. A hipótese 4 foi veri�cada no início do capítulo, quando concluímos
que não há equilíbrios positivos no eixo z. A hipótese 6 é consequência dissipatividade.
Concluímos também que, não há equilíbrio positivo no eixo y, portanto o item 7 segue
também como consequência do Lema 3.3. Da hipótese 5, resta veri�car que F0 é assinto-

ticamente estável na direção y. Da hipótese 8, utilizando a hipótese ξ <
δŷ

(a+ ŷ)b
, o Lema

3.4 e o fato de que nos planos xz e yz não há equilíbrios positivos, falta veri�car que não
há órbitas periódicas em torno de Fxy. Para maiores detalhes veja [18].

Corolário 3.1. Sob as hipóteses do teorema 3.2, existe um equilíbrio positivo para o
sistema 3.1.

Demostração: Veja [18].

Podemos então, concluir �nalmente o seguinte resultado:

Teorema 3.3. O sistema 3.1, sobre as hipóteses do Teorema 3.2, é dissipativo e persis-
tente uniforme, e portanto, sustentável.

3.6 Considerações Finais para o Sustentabilidade do

Modelo Ecosfera-Agricultura-Indústria

Neste capítulo apresentamos um modelo que descreve a relação da Ecosfera, Agri-
cultura e Indústria. Buscamos como objetivo que nenhuma dessa variáveis tendesse a
extinção, ou seja, que as variáveis coexistissem. Uma condição para isso foi encontrada
no Teorema 3.2 que nos dá como consequência a sustentabiidade do modelo.

É claro que o sistema aqui estudado, apresenta várias restrições, sendo assim, no
próximo capítulo estudaremos um outro modelo, mais complexo, no qual a agricultura é
dividida em dois tipos (tradicional e auxiliar), fazendo com que a modelagem �que mais
próxima da realidade.



Capítulo 4

Modelo com Interações entre Ecosfera,

Agricultura Tradicional, Agricultura

Auxiliar e Indústria

Em países como Namíbia, África do Sul e Zimbábue, existe uma lei que determina
que, se há vida selvagem em sua propriedade, então ela lhe pertence. Como resultado
dessa lei, fazendeiros não se importam em perder algumas plantas e animais domésticos
para os animais selvagens, porque se eles estiverem aptos a capturá-los e vendê-los a um
grupo de conservação, eles poderão ganhar mais dinheiro do que ganhariam com as plantas
ou animais domésticos. Antes dessa lei, normalmente esses fazendeiros envenenariam ou
matariam esses animais selvagens por colocarem em risco os produtos de sua propriedade.

Essa utilização de recursos selvagens explicada acima é um exemplo do que considera-
remos Agricultura Auxiliar nesse capítulo, que também inclui, caça de animais selvagens
para consumo próprio (em alguns países da África essa prática supre cerca 70% da dieta
de proteínas de algumas comunidades rurais) ou a transformação de fazendas em reservas
ecológicas ou campos de caça.

O modelo apresentado neste capítulo e proposto por Agyemang e outros [1], representa
a interação entre Ecosfera, Agricultura Tradicional, Agricultura Auxiliar e Indústria, fa-
zendo com que a Agricultura Auxiliar tenha uma relação de competição com a Agricultura
Tradicional.

4.1 O Modelo

Agyemang e outros [1] propuseram o seguinte sistema:

46
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dx

dt
= −κxy1 + υ(1− x)x+ φ(1− x)y1

dy1

dt
= (α1x− β1y1 + γ1z − ρ1y2 − θ(1− x))y1

dy2

dt
= (α2x− β2y2 − γ2z − ρ2y1)y2

dz

dt
= (−ξ − ηz + δy1)z

(4.1)

Com condição inicial x0 = x(0), 0 ≤ x0 ≤ 1, y10 = y1(0), y20 = y2(0) e z0 = z(0),

onde

• x representa riqueza ecosférica, referindo-se à qualidade da terra e do ambiente de
forma geral.

• y1 representa riqueza da agricultura tradicional (normal).

• y2 representa riqueza da agricultura auxiliar.

• z representa riqueza da industrial.

Assumiremos que todos os parâmetros são positivos, exceto γ1, que pode ser qualquer
número real.

A seguir temos o signi�cado de cada um dos parâmetros.

α1 - taxa de crescimento da agricultura normal devido à atividade agrícola normal
para x �xo;

α2 - taxa de crescimento da agricultura auxiliar devido à atividade agrícola auxiliar
para x �xo;

β1 - taxa de retornos decrescentes para a agricultura normal na ausência de indústria
e agricultura auxiliar;

β2 - taxa de retornos decrescentes para a agricultura auxiliar na ausência de indústria
e agricultura normal;

γ1 - coe�ciente de termos de troca entre agricultura tradicional e indústria;

γ2 - coe�ciente de termos de troca entre agricultura auxiliar e indústria;

ξ - taxa constante de depreciação da indústria;

η - taxa de depreciação linear da indústria;
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δ - taxa de crescimento para a indústria ao relacionar-se com a agricultura tradicional;

ρ1 - taxa da competitividade da agricultura auxiliar atuando na agricultura tradicional;

ρ2 - taxa da competitividade da agricultura tradicional atuando na agricultura auxiliar;

κ - taxa de degradação da ecosfera devido às atividades agrícolas normais;

ϑ - taxa natural de restauração para a ecosfera;

θ - taxa de custo líquido para a agricultura normal restaurar a ecosfera, que está
representada no termo θ(1− z)x;

φ - taxa de esforço para restaurar a ecosfera pela agricultura normal, que está repre-
sentada no termo φ(1− z)x.

Algumas hipóteses serão assumidas sobre esse modelo:

1. A Indústria gera seus ativos ao vender para a agricultura tradicional (normal);

2. A geração de ativos industriais enfrenta tanto as despesas �xas quanto variáveis,
independentes da agricultura e da ecosfera;

3. Tanto a criação de ativos para a agricultura auxiliar quanto para a agricultura nor-
mal depende da ecosfera e, portanto, existe a possibilidade de retornos decrescentes
para ambos os ativos;

4. A geração de ativos da agricultura tradicional tem um impacto negativo sobre a
ecosfera e, portanto, essa agricultura incorre em custos para restabelecer a ecosfera;

5. Na ausência da atividade agrícola tradicional, a ecosfera pode se restabelecer por si
mesma;

6. Existe competição por ativos entre agricultura tradicional e a agricultura auxiliar;

7. A criação de ativos agrícolas pode ser incrementada pela indústria, mas às expensas
de algum custo;

8. A indústria afeta negativamente a agricultura auxiliar.

Assumiremos, assim, que temos apenas um provedor de manufaturados, que é a indús-
tria, e apenas um comprador, que é a agricultura normal. Se γ1 > 0, então a in�uência
industrial provoca um ganho líquido em ativos agrícolas. Isto é, o custo para a agricultura
normal em lidar com a indústria é menor do que os benefícios obtidos pela agricultura
normal no processo. Se o custo para a agricultura normal em lidar com a indústria é igual
a todos os benefícios obtidos pela agricultura no processo, então γ1 = 0. Além disso, se a
in�uência industrial provoca uma perda líquida em ativos agrícolas, então γ1 < 0.
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4.2 Positividade e Dissipatividade

Nessa seção, veremos duas importantes propriedades do sistema 4.1 que são de fun-
damental importância para garantir a persistência do mesmo.

Lema 4.1. Todas as soluções de 4.1 com condição inicial positiva matêm-se positivas.

Demonstração: Veja [1].

Observação 4.1. Nesse caso, o sistema não é Kolmogorov, portanto não podemos utilizar
os argumentos dados nos capítulos anteriores.

Vamos ao teorema de dissipatividade.

Teorema 4.1. Se β1η − γ1δ > 0, α1η − γ1ξ > 0 e α1δ − β1ξ > 0 então o sistema 4.1 é
dissipativo com região de atração contida em

A = {(x, y1, y2, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y1 ≤M, 0 ≤ y2 ≤
α2

β2

, 0 ≤ z ≤ N}

onde M = max

(
α1

β1

,
α1η − γ1ξ

β1η − γ1δ

)
e N = max

(
α1δ − β1ξ

β1η
,
α1δ − β1ξ

β1η − γ1δ

)
.

Demonstração: A ideia da demonstração é a mesma feita nos capítulos anteriores. Veja
[1].

4.3 Pontos de Equilíbrio na Fronteira de R4
+

Para encontrarmos os pontos de equilíbrio do sistema 4.1 devemos resolver o seguinte
sistema.

−κxy1 + υ(1− x)x+ φ(1− x)y1 = 0

(α1x− β1y1 + γ1z − ρ1y2 − θ(1− x))y1 = 0

(α2x− β2y2 − γ2z − ρ2y1)y2 = 0

(−ξ − ηz + δy1)z = 0

(4.2)
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Equilíbrio Trivial

Claramente, o ponto F0(0,0,0,0) é um ponto de equilíbrio do sistema 4.2. Esse
equilíbrio representa a inexistência das 4 variáveis com as quais estamos trabalhando.

Equilíbrio na parte positiva do eixo x

Nesse caso, temos x 6= 0 e y1 = y2 = z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

υ(1− x)x = 0.

Como x 6= 0 temos o equilíbrio Fx(1,0,0,0). Esse equilíbrio nos mostra que a existência
da ecosfera é independente das demais variáveis, ou seja, a ecosfera existe mesmo que não
haja nenhuma das outras variáveis.

Equilíbrio na parte positiva do eixo y1

Nesse caso, temos y1 6= 0 e x = y2 = z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

φy1 = 0

−β1y1 − θ = 0.

Concluímos assim, que não há equilíbrio positivo nesse eixo, ou seja, que se não exis-
tirem as "espécies"ecosfera, agricultura auxiliar e indústria, não existirá agricultura tra-
dicional.

Equilíbrio na parte positiva do eixo y2

Nesse caso, temos y2 6= 0 e x = y1 = z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

−β2y2 = 0.

Portanto, não há equilíbrio positivo nesse eixo, ou seja, não existirá agricultura auxi-
liar, se não tivermos a existência das demais variáveis.

Equilíbrio na parte positiva do eixo z

Nesse caso, temos z 6= 0 e x = y1 = y2 = 0. Assim o sistema 4.2 se torna
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−ξ − ηz = 0

Temos assim, que também não há equilíbrio positivo nesse eixo, portanto, não existe
um equilíbrio onde a somente riqueza industrial é positiva.

Equilíbrios na parte positiva do plano xy1

Nesse caso, temos x 6= 0, y1 6= 0 e y2 = z = 0, o que torna o sistema 4.2

−κxy1 + υ(1− x)x+ φ(1− x)y1 = 0

α1x− β1y1 − θ(1− x) = 0.

Resolvendo esse sistema encontramos o equilíbrio Fxy1(x̌, y̌1,0,0) onde

x̌ =
κθ + υβ1 − φβ1 +

√
(κθ + υβ1 + φβ1)2 + 4β1φκα1

2(κα1 + κθ + υβ1)
(4.3)

e

y̌1 =
(α1 + θ)x̌− θ

β1

. (4.4)

Encontramos então um equilíbrio que representa a coexistência das variáveis ecosfera
e agricultura tradicional. Equilíbrios na parte positiva do plano xy2

Nesse caso, temos x 6= 0, y2 6= 0 e y1 = z = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

υ(1− x)x = 0

α2x− β2y2 = 0.

Resolvendo esse sistema encontramos o equilíbrio Fxy2

(
1,0,

α2

β2
,0
)
. Concluímos, as-

sim que é possível a existência somente da ecosfera com a agricultura auxiliar.

Equilíbrios na parte positiva do plano xz

Nesse caso, temos x 6= 0, z 6= 0 e y1 = y2 = 0 portanto, o sistema 4.2 se torna
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υ(1− x)x = 0

−ξ − ηz = 0.

Resolvendo esse sistema não encontramos equilíbrios positivos no plano xz. Dessa
forma, não existe equilíbrio que tenha coordenadas positivas somente nas variáveis ecosfera
e indústria.

Equilíbrios na parte positiva do plano y1y2

Temos aqui, y1 6= 0, y2 6= 0 e x = z = 0 o que torna o sistema 4.2

φy1 = 0

−β1y1 − ρ1y2 − θ = 0

−β2y2 − ρ2y1 = 0.

Ao resolvermos esse sistema não encontramos equilíbrios positivos no plano y1y2, ou
seja, não há ponto de equilíbrio onde, somente as coordenadas que representam as agri-
culturas, são positivas.

Equilíbrios na parte positiva do plano y1z

Nesse caso, temos y1 6= 0, z 6= 0 e x = y2 = 0. Assim o sistema 4.2 se torna

φy1 = 0

−β1y1 + γ1z − θ = 0

−ξ − ηz + δy1 = 0

e esse sistema não possui solução positiva, portanto não encontramos equilíbrios positivos
no plano y1z. Portanto, não temos coexistência somente de agricultura tradicional e
indústria.

Equilíbrios na parte positiva do plano y2z

Para esse plano temos y2 6= 0, z 6= 0 e x = y1 = 0 portanto, o sistema 4.2 se torna
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−β2y2 − γ2z = 0

−ξ − ηz = 0.

Resolvendo esse sistema não encontramos equilíbrios positivos no plano y2z e assim
concluímos que não há um equilíbrio no qual exista somente agricultura auxiliar e indús-
tria.

Equilíbrios na parte positiva do octante xy2z

Nesse caso, temos que somente y1 = 0 o que torna o sistema 4.2

υ(1− x)x = 0

α2x− β2y2 − γ2z = 0

−ξ − ηz = 0.

Ao resolvermos esse sistema não encontramos equilíbrios positivos no octante xy2z.
Assim, não existe equilíbrio no qual somente a agricultura normal é inexistente.

Equilíbrios na parte positiva do octante y1y2z

Para esse octante, temos que somente x = 0, assim o sistema 4.2 se torna

φy1 = 0

−β1y1 + γ1z − ρ1y2 − θ = 0

−β2y2 − γ2z − ρ2y1 = 0

−ξ − ηz + δy1 = 0.

Resolvendo esse sistema não encontramos equilíbrios positivos no octante y1y2z e con-
cluímos que, não existe equilíbrio no qual somente a ecosfera é inexistente.

Resolver os sistemas referentes aos octantes xy1y2 e xy1z não é tão simples como nos
casos anteriores, por isso separamos esses octantes em seções próprias que estão a seguir.
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4.3.1 A Existência de Equilíbrio Positivo no Octante xy1y2

Para encontramos um equilíbrio positivo no octante xy1y2, devemos encontrar uma
solução positiva para o seguinte sistema, encontrado fazendo-se z = 0 em 4.2:

−κxy1 + υ(1− x)x+ φ(1− x)y1 = 0 (4.5)

α1x− β1y1 − ρ1y2 − θ(1− x) = 0 (4.6)

α2x− β2y2 − ρ2y1 = 0. (4.7)

Suponhamos que o sistema anterior possui solução positiva dada por (x̃, ỹ1, ỹ2). Ob-
serve que essa solução signi�ca a coexistência entre a ecosfera e os dois tipo de agricultura
trabalhados.

Assim, isolando y1 em 4.5 temos

ỹ1 =
υ(1− x̃)x̃

(κ+ φ)x̃− φ
. (4.8)

Sendo assim, considere a seguinte função:

f1(x) =
υ(1− x)x

(κ+ φ)x− φ
. (4.9)

Observe que o ponto (x̃, ỹ1) pertence ao grá�co de f1.

Prosseguindo, isolando y2 em 4.7, temos

ỹ2 =
α2x̃− ρ2ỹ1

β2

. (4.10)

Vamos agora substituir 4.10 em 4.6, daí

α1x̃− β1ỹ1 − ρ1

(
α2x̃− ρ2ỹ1

β2

)
− θ(1− x̃) = 0

⇔ x̃[β2α1 − ρ1α2 + θβ2] + ỹ1[ρ1ρ2 − β1β2]− θβ2 = 0. (4.11)

Se ρ1ρ2 − β1β2 = 0 então

x̃ =
θβ2

(α1β2 − ρ1α2 + θβ2)
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Nesse caso, existe no máximo um valor positivo para x̃. Daí por 4.8 temos no máximo
um valor positivo para ỹ1 e por 4.10 no máximo um valor positivo para ỹ2.

Por outro lado, se ρ1ρ2 − β1β2 6= 0 então 4.11 pode ser escrito como

ỹ1 =
(α1β2 − ρ1α2 + θβ2)x̃

β1β2 − ρ1ρ2

− θβ2

β1β2 − ρ1ρ2

(4.12)

Considere assim a função

f2(x) =
(α1β2 − ρ1α2 + θβ2)x

β1β2 − ρ1ρ2

− θβ2

β1β2 − ρ1ρ2

(4.13)

e observe que o ponto (x̃, ỹ1) pertence ao grá�co de f2.

A existência de um equilíbrio da forma como queremos, depende da interseção dos
grá�cos de f1 e f2 na parte positiva do plando x− y1.

Vamos então analisar o comportamento de f1 e f2.

A função f2 é uma reta que passa pelos pontos

(
0,− θβ2

β1β2 − ρ1ρ2

)
e

(
1,
α1β2 − ρ1α2

β1β2 − ρ1ρ2

)
.

A função f1 passa pelos pontos (0, 0) e (1, 0) e tem assíntota vertical em x =
φ

κ+ φ
.

Essa função é decrescente e côncava para baixo no intervalo 0 ≤ x <
φ

κ+ φ
, também é

decrescente, porém côncava para cima, no intervalo
φ

κ+ φ
< x ≤ 1. Temos que f1 e f2

podem ter, no máximo, uma interseção na parte positiva do plano x− y1.

Teorema 4.2. O sistema 4.1 possui exatamente um equilíbrio positivo Fxy1y2(x̃, ỹ1, ỹ2, 0)
no octante x− y1 − y2 se alguma das condições abaixo é satisfeita

Condição 1: (a) β1β2−ρ1ρ2 = 0, (b)α1β2−ρ1α2 ≥ 0 e (c)max

(
φ

κ+ φ
,
ρ2ỹ1

α2

)
< x̃ ≤ 1,

Condição 2: (a) β1β2 − ρ1ρ2 6= 0, (b)
α1β2 − ρ1α2

β1β2 − ρ1ρ2

> 0 e (c)
ρ2ỹ1

α2

< x̃ ≤ 1.

Demonstração: Se β1β2 − ρ1ρ2 = 0 e α1β2 − ρ1α2 ≥ 0 utilizando 4.11 temos 0 < x̃ ≤ 1.

Se max

(
φ

κ+ φ
,
ρ2ỹ1

α2

)
< x̃ ≤ 1 então de 4.8 e 4.10 teremos um solução positiva para ỹ1

e ỹ2 respectivamente.
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Por outro lado se β1β2−ρ1ρ2 6= 0 e
α1β2 − ρ1α2

β1β2 − ρ1ρ2

> 0 então de 4.8 e 4.13 nós temos que

existe uma única solução positiva para x̃ e ỹ1 pela interseção dos grá�cos, pois neste caso

o ponto

(
1,
α1β2 − ρ1α2

β1β2 − ρ1ρ2

)
se encontra no primeiro quadrante, o que obriga a reta que é

o grá�co de f1 cruzar a parte o grá�co de f2 que está compreendida entre
φ

κ+ φ
< x ≤ 1.

Como
ρ2ỹ1

α2

< x̃ ≤ 1 por 4.10, ỹ2 é uma solução positiva e temos o resultado.

4.3.2 A Existência de Equilíbrio Positivo no Octante xy1z via Per-

sistência

Para encontrarmos um equilíbrio positivo no octante xy1y2 devemos encontrar uma
solução positiva para o seguinte sistema, encontrado fazendo-se y2 = 0 em 4.2:

−κy1x+ υ(1− x)x+ φ(1− x)y1 = 0 (4.14)

α1x− β1y1 + γ1z − θ(1− x) = 0 (4.15)

−ξ − ηz + δy1 = 0. (4.16)

Suponhamos que o sistema anterior possui solução positiva dada por (x̄, ȳ1, z̄). Esse
equilíbrio representa a coexistência entre ecosfera, agricultura tradicional e indústria.

Separaremos nossa demonstração em três casos.

1o Caso: γ1 ≤ 0

De 4.16 temos que

z̄ =
−ξ + δȳ1

η
. (4.17)

Como queremos z̄ > 0, para que exista o equilíbrio positivo nesse octante é necessário
que

ȳ1 >
ξ

δ
. (4.18)

Temos então o seguinte lema:
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Lema 4.2. Uma condição necessária para a existência do equilíbrio Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) na

parte positiva do octante xy1z é que ȳ1 >
ξ

δ
.

Prosseguimos, substituindo 4.17 em 4.15 e isolando ȳ1 temos

α1x̄− β1ȳ1 + γ1

(
−ξ + δȳ1

η

)
− θ(1− x̄) = 0

Algumas contas depois, temos

ȳ1 =
η(θ + α1)x̄− θη − γ1ξ

(ηβ1 − γ1δ)
(4.19)

Como queremos x̄ > 0, para que exista o equilíbrio positivo no octante xy1z é neces-
sário que

x̄ >
θη + γ1ξ

η(θ + α1)
.

Observação 4.2. Se γ1 ≤ −θη
ξ

então
θη + γ1ξ

η(θ + α1)
< 0 e a condição x̄ >

θη + γ1ξ

η(θ + α1)
é sempre

satisfeita, pois x̄ > 0.

Podemos então concluir o seguinte lema:

Lema 4.3. Se
−θη
ξ

< γ1 ≤ 0 então x̄ >
θη + γ1ξ

η(θ + α1)
é uma condição necessária para a

existência do equilíbrio Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) na parte positiva do octante xy1z.

Vamos agora, utilizar a desigualdade encontrada em 4.18 na desigualdade que encon-
tramos em 4.19. Assim,

η(θ + α1)x̄− θη − γ1ξ

(ηβ1 − γ1δ)
>
ξ

δ
,

logo,

δη(θ + α1)x̄− θδη − δγ1ξ > ξηβ1 − δγ1ξ

e assim,
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x̄ >
θδ + ξβ1

θδ + α1δ
. (4.20)

Da propriedade de dissipatividade dada no teorema 4.1 temos que x̄ ≤ 1. Daí

θδ + ξβ1

θδ + α1δ
< 1, o que nos dá

β1ξ < δα1. (4.21)

Concluímos assim mais um lema.

Lema 4.4. Uma condição necessária para a existência do equilíbrio Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) na
parte positiva do octante xy1z é que

β1ξ < δα1.

Continuamos, substituindo o valor de ȳ1 encontrado em 4.19 em 4.14. Assim,

−κx̄

[
η(θ + α1)x̄− θη − γ1ξ

(ηβ1 − γ1δ)

]
+ υ(1− x̄)x̄+ φ(1− x̄)

[
η(θ + α1)x̄− θη − γ1ξ

(ηβ1 − γ1δ)

]
= 0.

Fazendo as contas, chegamos à seguinte equação do segundo grau:

ax̄2 − bx̄+ c = 0, (4.22)

onde

a = η(φ+ κ)(θ + α1) + υ(ηβ1 − γ1δ) > 0,

b = υ(ηβ1 − γ1δ) + (φ+ κ)(θη + γ1ξ) + φη(θ + α1) e

c = φ(θη + γ1ξ)

Temos então o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Existe no máximo um equilíbrio na parte positiva do octante xy1z.

Demonstração: Temos dois possíveis equilíbrios na parte positiva do octante xy1z par-
tindo dos valores de x̄ dados pelas raízes de 4.22.

Se c ≤ 0 então b2 − 4ac ≥ b2 então
√
b2 − 4ac ≥ |b| ≥ b. Daí, b −

√
b2 − 4ac ≤ 0 e

assim,
b−
√
b2 − 4ac

2a
≤ 0.
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Sendo assim, temos no máximo, a possível raiz positiva dada por
b+
√
b2 − 4ac

2a
.

Se c > 0 então θη + γ1ξ > 0 e b2 − 4ac < b2, observe que fazendo algumas contas,
temos:

b2 − 4ac = [υ(β1η − γ1δ)− κ(θη + γ1ξ) + φ(α1η − γ1ξ)]
2 (4.23)

+4κυ(β1η − γ1δ)(θη + γ1ξ) > 0.

Além disso, temos b2 − 4ac < b2. Daí, temos que x̄ assume então os dois valores

positivos. Considerando a raiz menor x̄− =
b−
√
b2 − 4ac

2a
, suponhamos que x̄− gera

uma solução positiva para o sistema dado pelas equações 4.14, 4.15 e 4.16 (lembre que ȳ1

depende de x̄ e que z̄ depende de ȳ1).

Temos usando 4.23 que

x̄− =
b−
√
b2 − 4ac

2a
=

b

2a
−
√
b2 − 4ac

2a

=
υ(ηβ1 − γ1δ) + (φ+ κ)(θη + γ1ξ) + φη(θ + α1)

2a

−
√

[υ(β1η − γ1δ)− κ(θη + γ1ξ) + φ(α1η − γ1ξ)]2 + 4κυ(β1η − γ1δ)(θη + γ1ξ)

2a

<
υ(ηβ1 − γ1δ) + (φ+ κ)(θη + γ1ξ) + φη(θ + α1)

2a

−
√

[υ(β1η − γ1δ)− κ(θη + γ1ξ) + φ(α1η − γ1ξ)]2

2a

<
(κ+ φ)(θη + γ1ξ)

a

<
(κ+ φ)θη

a
.

A condição encontrada em 4.20 implica que x̄− >
θδ + ξβ1

θδ + α1δ
para que ȳ1 seja positivo.

Juntando com a desigualdade encontrada agora, temos

θδ + ξβ1

θδ + α1δ
<

(κ+ φ)θη

η(φ+ κ)(θ + α1) + υ(ηβ1 − γ1δ)

⇒ (θδ + ξβ1)(η(φ+ κ)(θ + α1) + υ(ηβ1 − γ1δ)) < (θδ + α1δ)((κ+ φ)θη)
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⇒ (θδ + ξβ1)(η(φ+ κ)(θ + α1) + υ(ηβ1 − γ1δ)) < (θδ + α1δ)(κ+ φ)θη

⇒ η(κ+ φ)(α1 + θ)(ξβ1 + θδ − θδ) + υ(β1ξ + θδ)(β1η − γ1δ) < 0

⇒ η(κ+ φ)(α1 + θ)ξβ1 + υ(β1ξ + θδ)(β1η − γ1δ) < 0,

o que é absurdo, pois todas as parcelas dessa soma são positivas. Logo temos no
máximo a solução positiva dada por x̄+

Nosso objetivo agora é encontrar condições necessárias e su�cientes para a existência
de um equilíbrio positivo no octante x − y1 − z. Sendo assim, consideraremos o sistema
4.1 restrito ao conjunto R+

xy1z
= {(x, y1, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y1 ≤ ∞, 0 ≤ z ≤ ∞} que se

torna

dx

dt
= −κy1x+ υ(1− x)x+ φ(1− x)y1

dy1

dt
= (α1x− β1y1 + γ1z − θ(1− x))y1

dz

dt
= (−ξ − ηz + δy1)z

(4.24)

com condição inicial x0 = x(0), 0 ≤ x0 ≤ 1, y10 = y1(0) ≥ e z0 = z(0) ≥ 0.

Os equilíbrios de fronteira desse sistema já foram calculados e serão denominados aqui
por E0(0, 0, 0), Ex(1, 0, 0) e Exy1(x̌, y̌1, 0), onde os valores de x̌ e y̌1 foram encontrados
respectivamente em 4.3 e 4.4 e são dados por

x̌ =
κθ + υβ1 − φβ1 +

√
(κθ + υβ1 + φβ1)2 + 4β1φκα1

2(κα1 + κθ + υβ1)

e

y̌1 =
(α1 + θ)x̌− θ

β1

.
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Temos ainda o possível equilíbrio Exy1z(x̄, ȳ1, z̄). Observe que a existência de Exy1z em
R+
xy1z

implica na existência de um equilíbrio na parte positiva do octante xy1z do sistema
original.

Vamos então fazer a análise local dos equilíbrios que já temos através da matriz Jaco-
biana associada ao sistema 4.24 que é dada por

J0(x, y1, z) =

 j11 −(κ+ φ)x+ φ 0
(α1 + θ)y1 j22 γ1y1

0 δz j33

 , (4.25)

onde,

a11 = −κy1 + υ(1− x)− υx− φy1,

a22 = α1x− 2β1y1 + γ1z − θ(1− x) e

a33 = −ξ − 2ηz + δy1.

Aplicando J0 em E0, temos

J0(E0) =

 υ φ 0
0 −θ 0
0 0 −ξ


Os autovalores de J(E0) são dados por υ, −θ e −ξ. Podemos então concluir o seguinte

lema.

Lema 4.5. O equilíbrio E0 em R+
xy1z

é um ponto de sela hiperbólico, localmente instável
na direção x e localmente estável nas outras direções.

Vamos agora analisar o equilíbrio Ex aplicando esse ponto a matriz Jacobiana 4.25

J0(Ex) =

 −υ −κ 0
0 α1 0
0 0 −ξ

 .

Os autovalores de J0(Ex) são dados por −υ, α1 e −ξ. Podemos então concluir o
seguinte lema.

Lema 4.6. O equilíbrio Ex em R+
xy1z

é um ponto de sela hiperbólico, localmente instável
na direção y1 e localmente estável nas outras direções.
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Analisando o último equilíbrio que falta, Exy1 , temos

J0(Exy1) =

 −κy̌1 + υ(1− x̌)− υx̌− φy̌1 −(κ+ φ)x̌+ φ 0
(α1 + θ)y̌1 α1x̌− 2β1y̌1 − θ(1− x̌) γ1y̌1

0 0 −ξ + δy̌1


Como x̌ e y̌1 satisfazem

−κx̌y̌1 + υ(1− x̌)x̌+ φ(1− x̌)y̌1 = 0 (4.26)

α1x̌− β1y̌1 − θ(1− x̌) = 0,

a Jacobiana em Exy1 se torna

J0(Exy1) =

 −
(
υx̌2 + φy̌1

x̌

)
−(κ+ φ)x̌+ φ 0

(α1 + θ)y̌1 −β1y̌1 γ1y̌1

0 0 −ξ + δy̌1

 .

Os autovalores dessa matriz são λ1, λ2 e −ξ+ δy̌1, onde λ1 e λ2 que são os autovalores
da matriz M22 dada por

M22 =

 −(υx̌2 + φy̌1

x̌

)
−(κ+ φ)x̌+ φ

(α1 + θ)y̌1 −β1y̌1


Temos que

Tr(M22) = −

(
υx̌2 + φy̌1

x̌
+ β1y̌1

)
< 0

e

det(M22) =

(
υx̌2 + φy̌1

x̌

)
(β1y̌1) + (α1 + θ)y̌1((κ+ φ)x̌− φ)

Utilizando 4.26, concluímos que

((κ+ φ)x̌+ φ)y̌1 = υx̌(1− x̌) > 0

Assim, temos
det(M22) > 0.

Portanto, os autovalores λ1 e λ2 têm parte real negativa. Concluímos assim o seguinte
lema.
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Lema 4.7. Temos que
(a) Se −ξ + δy̌1 < 0, então o equilíbrio Exy1 em R+

xy1z
é localmente assintoticamente

estável;
(b) Se −ξ + δy̌1 > 0, então o equilíbrio Exy1 em R+

xy1z
é um ponto de sela hiperbólico

localmente instável na direção z e localmente estável nas demais direções.

Teorema 4.4. O subsistema dado por 4.24 em R+
xy1z

é dissipativo com região de atração
contida em

M =

{
(x, y1, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y1 ≤

α1

β1

, 0 ≤ z ≤ α1δ − β1ξ

ηβ1

}
.

Demonstração: A demonstração é análoga a do Teorema 4.1.

Lema 4.8. Não existem curvas, órbitas ou caminhos fechados no plano xy1 (na verdade
em todos os planos) de R+

xy1z
.

Demonstração: Veja [1].

Teorema 4.5. Se −ξ+ δy̌1 > 0 então o subsistema 4.24 em R+
xy1z

é persistente uniforme
e assim existe o equilíbrio Exy1z = (x̄, ȳ1, z̄) no interior de R+

xy1z
.

Demonstração: Veja [1].

Como conclusão, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.6. Existe um único equilíbrio Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) na parte positiva do octante

xy1z se −ξ + δy̌1 > 0 e β1ξ < δα1 onde x̄ =
b+
√
b2 − 4ac

2a
, ȳ1 =

η(θ + α1)x̄− θη − γ1ξ

(ηβ1 − γ1δ)

e z̄ =
−ξ + δȳ1

η
lembrando que

a = η(φ+ κ)(θ + α1) + υ(ηβ1 − γ1δ) > 0,

b = υ(ηβ1 − γ1δ) + (φ+ κ)(θη + γ1ξ) + φη(θ + α1) e

c = φ(θη + γ1ξ).

2o Caso: γ1 > 0 e β1η − γ1δ > 0

Para esse caso, segue o seguinte teorema.



64

Teorema 4.7. Existe um único equilíbrio Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) na parte positiva do octante
xy1z se:

1. β1η − γ1δ > 0;

2. β1ξ < δα1;

3. (δα1 − β1ξ)[υ(β1η − γ1δ) + φ(α1η + θη)] ≥ κη(θ + α1)(β1ξ + θδ).

Demonstração: Veja [1].

3o Caso: γ1 > 0 e β1η − γ1δ = 0

Nesse caso, resolvendo o sistema dado pelas equações 4.14, 4.15 e 4.16, temos

z̄ =
−ξ + δȳ1

η
,

mesmo valor encontrado em 4.17. Assim devemos ter também a condição

ȳ1 >
ξ

δ
,

também já encontrada em 4.18.

Substituindo 4.17 em 4.15, usando que β1η − γ1δ = 0 e isolando x temos que

x̄ =
γ1ξ + θη

α1η + θη
.

Como devemos ter x̄ ≤ 1, temos a seguinte condição necessária para a existência do
equilíbrio:

γ1ξ < α1η.

Para �nalizar, de 4.14 temos que

ȳ1 =
υ(1− x̄)x̄

κx̄− φ(1− x̄)
.

Temos assim, o seguinte teorema:



65

Teorema 4.8. Existe um único equilíbrio Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) na parte positiva do octante
xy1z se:

1. β1η − γ1δ = 0;

2. γ1ξ < ηα1;

3.
υ(1− x̄)x̄

κx̄− φ(1− x̄)
>
ξ

δ
, onde x̄ =

γ1ξ + θη

α1η + θη
.

4.4 Análise Local dos Equilíbrio na Fronteira de R4
+

O objetivo dessa seção é fazer a análise local dos equilíbrios de fronteira que temos. Para
isso utilizaremos os autovalores da matriz Jacobiana associada ao sistema 4.1 aplicada no
equilíbrio desejado. Sendo assim, a matriz jacobiana associada ao sistema 4.1 é dada por

J4(x, y1, y2, z) =


v11 −(κ+ φ)x+ φ 0 0

y1(α1 + θ) v22 −ρ1y1 γ1y1

α2y2 −ρ2y2 v33 −γ2y2

0 δz 0 v44


onde v11 = −κy1 + υ(1 − 2x) − φy1, v22 = α1x − 2β1y1 + γ1z − ρ1y2 − θ(1 − x),

v33 = α2x− 2β2y2 − γ2z − ρ2y1 e v44 = −ξ − 2ηz + δy1

Para o equilíbrio F0 temos o seguinte lema.

Lema 4.9. O equilíbrio F0 é não hiperbólico e localmente instável. Na realidade F0 é um
ponto de sela.

Demonstração: Substituindo F0 na matriz Jacobiana, temos

J4(F0) =


υ φ 0 0
0 −θ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −ξ

 .

Os autovalores de J4(F0) são υ,−θ, 0 e −ξ. Sendo assim temos autovalores negativos, um
autovalor nulo e um positivo. O autovalor nulo nos diz que F0 é não hiperbólico e devido
aos autovalores com sinais opostos temos que F0 é uma sela.
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Partindo agora para o equilíbrio Fx, temos:

Lema 4.10. O equilíbrio Fx(1, 0, 0, 0) é um ponto de sela hiperbólico instável nas direções
de y1 e y2 e localmente estável nas direções x e z.

Demonstração: Substituindo Fx na matriz Jacobiana, temos

J4(Fx) =


−υ −κ 0 0
0 α1 0 0
0 0 α2 0
0 0 0 −ξ


Os autovalores de J4(Fx) são −υ, α1, α2 e −ξ e daí segue o resultado.

Lema 4.11. Temos que:
(a) Se α2x̌−ρ2y̌1 < 0 e −ξ+δy̌1 < 0, então o equilíbrio Fxy1 é localmente assintoticamente
estável.;
(b) Se α2x̌ − ρ2y̌1 > 0 ou −ξ + δy̌1 > 0, então o equilíbrio Fxy1 é um ponto de sela
hiperbólico. Esse ponto sempre será localmente estável na x-direção e na y1-direção.

Demonstração: Substituindo Fxy1 na matriz Jacobiana, temos

J4(Fxy1) =


−κy̌1 + υ(1− 2x̌)− φy̌1 −(κ+ φ)x̌+ φ 0 0

y̌1(α1 + θ) αx̌− 2β1y̌1 − θ(1− x̌) −ρ1y̌1 γ1y̌1

0 0 α2x̌− ρ2y̌1 0
0 0 0 −ξ + δy̌1


Usando que

−κy̌1x̌+ υ(1− x̌)x+ φ(1− x̌)y̌1 = 0

α1x̌− β1y̌1 − θ(1− x̌) = 0,

concluímos que

J4(Fxy1) =


−

(
υx̌2 + φy̌1

x̌

)
−(κ+ φ)x̌+ φ 0 0

y̌1(α1 + θ) −β1y̌1 −ρ1y̌1 γ1y̌1

0 0 α2x̌− ρ2y̌1 0
0 0 0 −ξ + δy̌1





67

Os autovalores de J(Fxy1) são λ3 = α2x̌ − ρ2y̌1, λ4 = −ξ + δy̌1 juntamente com os
autovalores da matriz

J22 =

 −
(
υx̌2 + φy̌1

x̌

)
−(κ+ φ)x̌+ φ

y̌1(α1 + θ) −β1y̌1


Observe que

Tr(J22) = −

(
υx̌2 + φy̌1

x̌

)
− β1y̌1 < 0

e

det(J22) =

(
υx̌2 + φy̌1

x̌

)
(β1y̌1) + (α1 + θ)((κ+ φ)x̌− φ)y̌1

=

(
υx̌2 + φy̌1

x̌

)
(β1y̌1) + (α1 + θ)υ(1− x̌)x̌ > 0.

Disso, concluímos que a parte real do autovalores da matriz J22 é negativa, portanto
a estabilidade/instabilidade de Fxy1 depende dos sinais de λ3 e λ4.

Para o equilíbrio Fxy2 temos:

Lema 4.12. Temos que:
(a) O equilíbrio Fxy2 é localmente assintoticamente estável se α1β2 − ρ1α2 < 0.
(b) O equilíbrio Fxy2 é um ponto de sela hiperbólico se α1β2 − ρ1α2 > 0 repulsor na
y1-direção.

Demonstração: Aplicando a Jacobiana J4 em Fxy2 temos

J4(Fxy2) =


−υ −κ 0 0

0
α1β2 − ρ1α2

β2

0 0

α2
2

β2

−ρ2α2

β2

−α2 −
γ2α2

β2

0 0 0 −ξ


Os autovalores associados a matriz J4(Fxy2) são dados por −υ, α1β2 − ρ1α2

β2

, −α2 e −ξ.
Daí segue o resultado.
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Para sabermos o comportamento em uma vizinhança de Fxy1y2 temos o seguinte teo-
rema.

Teorema 4.9. Suponha que β1β2 − ρ1ρ2 ≥ 0. Então
(a) Se ξ < δỹ1, então Fxy1y2 é um ponto de sela hiperbólico, instável na z−direção e
estável nas outras direções. Em particular, o espaço xy1y2 forma a variedade estável e a
variedade instável é o eixo z.
(b) Se ξ > δỹ1, então Fxy1y2 é localmente assintoticamente estável.

Demonstração: Substituindo Fxy1y2 na matriz Jacobiana J4 temos

J4(Fxy1y2) =


b11 −(κ+ φ)x̃+ φ 0 0

ỹ1(α1 + θ) b22 −ρ1ỹ1 γ1ỹ1

α2ỹ2 −ρ2ỹ2 b33 −γ2ỹ2

0 0 0 −ξ + δỹ1


onde

b11 = −κỹ1 + υ(1− 2x̃)− φỹ1,

b22 = α1x̃− 2β1ỹ1 − ρ1ỹ2 − θ(1− x̃),

b33 = α2x̃− 2β2ỹ2 − ρ2ỹ1

Sabemos que

−κx̃ỹ1 + υ(1− x̃)x̃+ φ(1− x̃)ỹ1 = 0

α1x̃− β1ỹ1 − ρ1ỹ2 − θ(1− x̃) = 0 (4.27)

α2x̃− β2ỹ2 − ρ2ỹ1 = 0,

portanto, podemos concluir que

J4(Fxy1y2) =


−
(υx̃2 + φỹ1

x̃

)
−(κ+ φ)x̃+ φ 0 0

ỹ1(α1 + θ) −β1ỹ1 −ρ1ỹ1 γ1ỹ1

α2ỹ2 −ρ2ỹ2 −β2ỹ2 −γ2ỹ2

0 0 0 −ξ + δỹ1


Os autovalores de J4(Fxy1y2) são λ4 = −ξ + δỹ1 e os autovalores da matriz

J33 =

 −
(υx̃2 + φỹ1

x̃

)
−(κ+ φ)x̃+ φ 0

ỹ1(α1 + θ) −β1ỹ1 −ρ1ỹ1

α2ỹ2 −ρ2ỹ2 −β2ỹ2


O polinômio característico associado a J33 é dado por
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λ3 + b1λ
2 + b2λ+ b3 = 0,

onde

b1 = β1ỹ1 + β2ỹ2 +
(υx̃2 + φỹ1

x̃

)
> 0,

b2 =
(υx̃2 + φỹ1

x̃

)
(β1ỹ1 + β2ỹ2) + υ(α1 + θ)(1− x̃)x̃+ (β1β2 − ρ1ρ2)ỹ1ỹ2 e

b3 =
(υx̃2 + φỹ1

x̃

)
(β1β2 − ρ1ρ2)ỹ1ỹ2 + υ(α1β2 + θβ2 − α2ρ1)(1− x̃)x̃ỹ2.

Para chegarmos a esses valores, usamos a primeira igualdade de 4.27 que implica em
((κ+ φ)x̃− φ)ỹ1 = υ(1− x̃)x̃ ≥ 0 pois 0 < x̃ ≤ 1.

Temos ainda que

b1b2 − b3 = β1b2ỹ1 + υα2ρ1(1− x̃)x̃ỹ2 +
(υx̃2 + φỹ1

x̃

)2

(β1ỹ1 + β2ỹ2)

+β2(β1β2 − ρ1ρ2)ỹ1ỹ2
2 +

(υx̃2 + φỹ1

x̃

)
[υ(α1 + θ)(1− x̃)x̃+ (β1β2ỹ1 + β2

2 ỹ2)ỹ2]

Observe então que, se o equilíbrio Fxy1y2 existe (condição dada no Teorema 4.2), como
temos por hipótese que β1β2 − ρ1ρ2 ≥ 0 , podemos concluir que b1 > 0, b2 > 0, b3 > 0 e
b1b2 − b3 > 0.

Utilizando então o Critério de Routh-Hurwitz (Teorema A.1 do Apêndice A) concluí-
mos que as raízes do polinômio

λ3 + b1λ
2 + b2λ+ b3 = 0

têm parte real negativa e assim a estabilidade/instabilidade de Fxy1y2 depende apenas do
sinal de λ4 = −ξ + δỹ1. Segue o resultado.

Para classi�carmos o equilíbrio Fxy1z temos o seguinte Teorema.

Teorema 4.10. Suponha que β1η − γ1δ ≥ 0. Então
(a) Se α2x̄ − γ2z̄ − ρ2ȳ1 > 0, então Fxy1z é um ponto de sela hiperbólico, instável na
y2−direção e estável nas outras direções. Em particular, o espaço x − y1 − z forma a
variedade estável e a variedade instável é o y2−eixo.
(b) Se α2x̄− γ2z̄ − ρ2ȳ1 < 0, então Fxy1z é localmente assintoticamente estável.

Demonstração: Substituindo Fxy1z na matriz Jacobiana J4 temos
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J4(Fxy1z) =


c11 −(κ+ φ)x̄+ φ 0 0

ȳ1(α1 + θ) c22 −ρ1ȳ1 γ1ȳ1

0 0 c33 0
0 δz̄ 0 c44


onde

c11 = −κȳ1 + υ(1− 2x̄)− φȳ1,

c22 = α1x̄− 2β1ȳ1 + γ1z̄ − θ(1− x̄),

c33 = α2x̄− γ2z̄ − ρ2ȳ1 e

c44 = −ξ − 2ηz̄ + δȳ1

Como Fxy1z satisfaz

−κx̄ȳ1 + υ(1− x̄)x̄+ φ(1− x̄)ȳ1 = 0

α1x̄− β1ȳ1 + γ1z̄ − θ(1− x̄) = 0 (4.28)

−ξ − ηz̄ + δȳ1 = 0

temos que J4(Fxy1z) se torna

J4(Fxy1z) =


−
(υx̄2 + φȳ1

x̄

)
−(κ+ φ)x̄+ φ 0 0

ȳ1(α1 + θ) β1ȳ1 −ρ1ȳ1 γ1ȳ1

0 0 α2x̄− γ2z̄ − ρ2ȳ1 0
0 δz̄ 0 −ηz̄

 .

Os autovalores de J4(Fxy1z) são λ3 = α2x̄− γ2z̄ − ρ2ȳ1 e os autovalores da matriz

J33 =

 −
(υx̄2 + φȳ1

x̄

)
−(κ+ φ)x̄+ φ 0

ȳ1(α1 + θ) −β1ȳ1 γ1ȳ1

0 δz̄ −ηz̄

 .

O polinômio característico associado a J33 é dado por

λ3 + c1λ
2 + c2λ+ c3 = 0

onde
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c1 = β1ȳ1 + ηz̄ +
(υx̄2 + φȳ1

x̄

)
> 0,

c2 =
(υx̄2 + φȳ1

x̄

)
(β1ȳ1 + ηz̄) + (α1 + θ)((κ+ φ)x− φ)ȳ1 + (β1η − δγ1)ȳ1z̄ e

c3 = ηȳ1z̄

[
β1

(υx̃2 + φỹ1

x̃

)
(α1 + θ)((κ+ φ)x̄− φ)

]
−
(υx̄2 + φȳ1

x̄

)
δγ1ȳ1z̄.

A primeira igualdade de 4.28 implica que ((κ + φ)x̄ − φ)ȳ1 = υ(1 − x̄)x̄, logo ((κ +
φ)x̄− φ)ȳ1 > 0 pois 0 < x̄ ≤ 1. Temos ainda que

c1c2 − c3 =
(υx̄2 + φȳ1

x̄

)
(β1ȳ1 + ηz̄)

[(υx̄2 + φȳ1

x̄

)
+ β1ȳ1 + ηz̄

]
+ (βη − δγ1)(β1ȳ1 + ηz̄)ȳ1z̄

+

[
β1ȳ1 +

(υx̄2 + φȳ1

x̄

)]
(α1 + θ)υ(1− x̄)x̄

Observe então que, se o equilíbrio Fxy1z existe (condições dadas nos Teoremas 4.6, 4.7
e 4.8) como temos por hipótese que β1η − γ1δ ≥ 0, podemos concluir que c1 > 0, c2 > 0,
c3 > 0 e c1c2 − c3 > 0.

Utilizando então o Critério de Routh-Hurwitz (Teorema A.1 do Apêndice A) concluí-
mos que as raízes do polinômio

λ3 + c1λ
2 + c2λ+ c3 = 0

têm parte real negativa e assim a estabilidade/instabilidade de Fxy1y2 depende apenas do
sinal de λ3 = α2x̄− γ2z̄ − ρ2ȳ1. Segue o resultado.

Concluímos então a seguinte tabela com a classi�cação local dos equilíbrios que per-
tencem a fronteira de R4

+.
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- Equilíbrio Classi�cação Local

Trivial F0(0, 0, 0, 0) Sela não hiperbólica
No semieixo positivo x Fx(1, 0, 0, 0) Sela hiperbólica
No semieixo positivo y1 - -
No semieixo positivo y2 - -
No semieixo positivo z - -

Assintoticamente estável se
α2x̌− ρ2y̌1 < 0 e

No semiplano positivo xy1 Fxy1(x̌, y̌1, 0, 0) ξ > δy̌1

e Sela hiperbólica se
α2x̌− ρ2y̌1 > 0 ou

ξ < δy̌1

Assintoticamente estável se
No semiplano positivo xy2 Fxy2

(
1, 0, α2

β2
, 0
)

α1β2 − ρ1α2 < 0

e Sela hiperbólica se
α1β2 − ρ1α2 > 0

No semiplano positivo xz - -
No semiplano positivo y1y2 - -
No semiplano positivo y1z - -
No semiplano positivo y2z - -

Assintoticamente estável se
β1β2 − ρ1ρ2 ≥ 0 e

No semiespaço positivo Fxy1y2(x̃, ỹ1, ỹ2, 0) ξ > δỹ1

xy1y2 e Sela hiperbólica se
β1β2 − ρ1ρ2 ≥ 0 e

ξ < δỹ1

Assintoticamente estável se
β1η − γ1δ ≥ 0 e

No semiespaço positivo Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) α2x̄− γ2z̄ − ρ2ȳ1 < 0
xy1z e Sela hiperbólica se

β1η − γ1δ ≥ 0 e
α2x̄− γ2z̄ − ρ2ȳ1 > 0

No semiespaço positivo - -
xy2z

No semiespaço positivo - -
y1y2z

Vamos agora para a seção que trabalhará a existência de equilíbrios positivos no inte-
rior de R4

+.
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4.5 Sustentabilidade do Modelo Ecosfera - Agricultura

Tradicional - Agricultura Auxiliar - Indústria

A dissipatividade do sistema 4.1 é dada pelo Teorema 4.1, portanto, para garantirmos
a sustentabilidade do modelo, precisamos de Persistência Uniforme para esse sistema.

Temos então o seguinte teorema de Persistência desse capítulo.

Teorema 4.11. Suponha que o sistema 4.1 satisfaz os seguintes itens:

1. β1η − γ1δ > 0, α1η − γ1ξ > 0 e α1δ − β1ξ > 0 (condição para dissipatividade);

2. Fxy1(x̌, y̌1, 0, 0) é um ponto de sela hiperbólico, repulsor na y2-direção e na z−direção.;

3. Fxy2(1, 0,
α2

β2
, 0) é um ponto de sela hiperbólico repulsor na y1-direção;

4. Fxy1z(x̄, ȳ1, 0, z̄) é um ponto de sela hiperbólico repulsor na y2-direção;

5. Fxy1y2(x̃, ỹ1, ỹ2, 0) é um ponto de sela hiperbólico repulsor na z-direção;

6. Fxy1y2(x̃, ỹ1, ỹ2, 0) é globalmente assintoticamente estável com relação as soluções que
iniciam no interior de R+

xy1y2
;

Então o sistema 4.1 é persistente uniforme.

Demonstração: Veja [1].

Teorema 4.12. Se todas as condições do Teorema 4.11 são satisfeitas, então o sistema
4.1 exibe persistência uniforme e contém um equilíbrio da forma F ∗ = (x∗, y∗1, y

∗
2, z
∗) com

x∗ > 0, y∗1 > 0, y∗2 > 0 e z∗ > 0.

Demonstração: Veja [1].

Podemos então, concluir �nalmente o seguinte resultado:

Teorema 4.13. Suponha que o sistema 4.1 satisfaz as hipóteses do Teorema 4.11, então
esse sistema é dissipativo e persistente uniforme, e portanto, sustentável.
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4.6 Considerações Finais sobre o Modelo Ecosfera - Agri-

cultura Tradicional - Agricultura Auxiliar - Indús-

tria

Nesse capítulo, estudamos um modelo que separa a agricultura em duas partes: a
agricultura tradicional e a agricultura auxiliar. Ao fazer essa separação, fomos capazes
de fazer uma maior abrangência sobre a questão da sustentabilidade. Diferentemente dos
modelos apresentados nos Capítulos 2 e 3, onde determinamos condições sob as quais
a agricultura (normal e auxiliar) se extingue, neste capítulo, fomos mais precisos na
determinação de qual parte da agricultura será extinta e as condições em que cada extinção
ocorre.

O principal objetivo desse capítulo foi, como nos anteriores, estudar e discutir o Mo-
delo Ecosfera - Agricultura Tradicional - Agricultura Auxiliar - Indústria em busca de
uma coexistência entre essa variáveis que foi concluída no Teorema 4.13 através da sus-
tentabilidade do �uxo que é solução do sistema 4.1.



Conclusões e Perspectivas Futuras

Através desse trabalho, pode-se perceber como a Teoria da Persistência pode ser útil
e e�caz para o estudo de modelos de Equações Diferenciais Ordinárias. No nosso caso, o
esforço para obter dissipatividade e persistência uniforme foi menor que o de encontrar
pontos de equilíbrio no interior do conjunto trabalhado (Teoria Clássica). Apesar de se
mostrar e�caz, a Teoria da Persistência também apresenta algumas restrições. Utilizando
essa teoria, concluímos a existência de uma atrator global, entretanto não conseguimos
concluir qual é esse atrator ou qual sua forma. Apresentamos ainda nesse trabalho uma
de�nição clara e concisa de �uxo sustentável, que está intimamente relacionada ao conceito
intuitivo de sustentabilidade que conhecemos.

Ainda na teoria da Persistência, um trabalho a ser realizado na área poderia ser um
método que ajude a estimar um valor ótimo do ε0 na de�nição de Persistência Uniforme.

Para um outro trabalho futuro, poderíamos veri�car a adequação ao mundo real dos
resultados encontrados que garantiram a sustentabilidade dos modelos e ainda tentar
melhorar as estimativas feitas, de forma a aproximar os resultados da realidade dando aos
modelos um pouco mais de aplicabilidade.
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Apêndice A

Critério de Routh-Hurwitz

Apresentaremos aqui, um importante critério que nos mostra uma condição necessá-
ria e su�ciente para que todas as raízes de um polinômio, com coe�cientes reais, sejam
negativas ou tenham a parte real negativa. Utilizamos como referência para esse apêndice
[2].

Teorema A.1 (Critério de Routh-Hurwitz). Dado o polinômio,

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + ...+ an−1λ+ an,

onde os coe�cientes ai são constantes reais, para i = 1, ...n, de�nimos as n matrizes de
Hurwitz usando os coe�cientes ai do polinômio:

H1 =
(
a1

)
, H2 =

(
a1 1
a3 a2

)
, H3 =

 a1 1 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

 e

Hn =


a1 1 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 1 · · · 0
a5 a4 a3 a2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · an


onde aj = 0 se j > n. Todas as raízes do polinômio P (λ) são negativas ou têm parte real
negativa se, e somente se, os determinantes de todas da matrizes de Hurwitz são positivos:

detHj > 0, j = 1, 2, ..., n.

Demonstração para o caso n=2: Para n=2, devemos mostrar que P (λ) = λ2+a1λ+a2

tem todas as raízes negativas ou com parte real negativa se, e somente se, detHj > 0, j =
1, 2.
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(⇐) Suponha que detHj > 0, j = 1, 2, ou seja, que detH1 = det
(
a1

)
> 0 e

detH2 = det

(
a1 1
0 a2

)
> 0. Temos então que a1 > 0 e a1a2 > 0. Sabemos que as raízes

de P (λ) = λ2 + a1λ+ a2 são dadas por

λ1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2

2
.

Se a2
1 − 4a2 ≤ 0 o resultado segue diretamente, pois a1 > 0. Se a2

1 − 4a2 > 0, então a

raíz λ2 =
−a1 −

√
a2

1 − 4a2

2
é claramente negativa. Para λ1, observe que

a1 =
√
a1

2
>
√
a2

1 − 4a2 ⇒ −a1 +
√
a2

1 − 4a2 < 0

e assim temos o resultado.

(⇒) Suponhamos agora que P (λ) = λ2 + a1λ + a2 tem todas as raízes negativas ou
com parte real negativa.

Se a2
1−4a2 < 0 então 0 < a2

1 < 4a2. Daí, a2 > 0 e como a raíz terá parte real negativa,
segue que, −a1

2
< 0 o que implica que a1 > 0.

Se a2
1 − 4a2 ≥ 0 então −a1 +

√
a2

1 − 4a2 < 0 e assim, 0 ≤
√
a2

1 − 4a2 < a1. Temos
ainda que −a1 +

√
a2

1 − 4a2 < 0⇒ a2 > 0 pois, caso contrário teríamos
√
a2

1 − 4a2 > a1.
Segue assim o resultado para n=2.

Observação A.1. Para polinômios de grau 2, 3, 4 e 5 o Critério de Routh-Hurwitz se
torna:

• n = 2 : a1 > 0 e a2 > 0;

• n = 3 : a1 > 0, a3 > 0 e a1a2 > a3;

• n = 4 : a1 > 0, a3 > 0, a4 > 0 e a1a2a3 > a2
3 + a2

1a4;

• n = 5 : ai > 0 para i = 1, 2, 3, 4, 5, a1a2a3 > a2
3 + a2

1a4 e (a1a4 − a5)(a1a2a3 − a2
3 −

a2
1a4) > a5(a1a2 − a3)2 + a1a

2
5.
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