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RESUMO

COTA, Ana Paula da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro,
2012. Algebras bisseriais especiais. Orientador: Rogério Carvalho Picanco.
Coorientadoras: Marinés Guerreiro e Sonia Maria Fernandes.

Algebras bisseriais especiais formam uma classe de algebras que aparecem em
diferentes contextos. A aplicabilidade destas algebras que estamos interessados é
no estudo de representacoes de algumas algebras de grupo nao semissimples sobre
corpos algebricamente fechados. Para isso, descrevemos, a menos de isomorfismos,
seus modulos indecomponiveis e seus morfismos irredutiveis. Tal descri¢ao é feita
através de uma bela apresenta¢do combinatoria, dada por Butler e Ringel [6], dos
modulos indecomponiveis e dos morfismos irredutiveis de um caso particular de
algebras bisseriais especiais, as algebras string. No caso geral, de algebras bisseriais
especiais que nao sao string, mostramos que sao acrescentados apenas um modulo
projetivo-injetivo indecomponivel para cada relagao binomial. Apresentamos a
sequéncia de Auslander-Reiten em que estes modulos aparecem e verificamos que,
a menos destas sequéncias, o restante do quiver de Auslander-Reiten é obtido
como feito por Butler e Ringel [6] para éalgebras string. Para modulos string,
apresentamos ainda uma descricao grafica de uma base dos espacos de morfismos,
de acordo com Crawley-Boevey [7]. Finalizamos o trabalho aplicando os resultados
acima para obter as representagoes das algebras de grupos ciclicos finitos e para
as algebras do grupo de Klein e dos grupos dihedrais sobre corpos algebricamente

fechados de caracteristica 2.



ABSTRACT

COTA, Ana Paula da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2012.
Special biserial algebras. Adviser: Rogério Carvalho Picango. Co-advisers:
Marinés Guerreiro and Soénia Maria Fernandes.

Special biserial algebras are a class of algebras that appear in many contexts.
Butler and Ringel [6] made a description of indecomposable modules and irre-
ducible morphisms of algebras string, a subclass of special biserial algebras. We
show that special biserial algebras which are not string, have only one module
projective-injective indecomposable for each binomial relation. We are present the
Auslander-Reiten sequence in which these modules appear. Then we verify that
the remainder of Auslander-Reiten quiver of special biserial algebras is obtained
as done by Butler and Ringel 6] for string algebras. We conclude this work by
applying the above results for the representations of the algebras of finite cyclic
groups and algebras of the Klein group and diedral groups over algebraically closed

field of characteristic 2.

vi



Introducao

Algebras bisseriais especiais formam uma classe importante de algebras, uma vez
que aparecem em diferentes contextos. Por exemplo, toda algebra de grupo de
um grupo finito possui tipo de representacao finito e muitas que tém tipo de re-
presentagao manso sao bisseriais especiais, como constatamos em [10], [16], [19] e
[20]. Em 1968, Gel'fand e Ponomarev [11]|, com o intuito de construir as repre-
sentagoes do grupo de Lorentz, introduziram o método de filtragao funtorial que
foi aplicado para classificar os médulos indecomponiveis de um caso particular de
algebras bisseriais especiais. Em 1983, esta classe de algebras foi estudada por
Skowronski e Waschbiisch [19], os quais provaram que toda algebra bisserial de
tipo de representagao finito é bisserial especial. Sua estrutura foi obtida por Wald
e Waschbiisch [20] em 1985. Erdmann [9] provou, em 1987, que todo bloco de
uma algebra de grupo cujo grupo defect ¢ um grupo ciclico ou diedral é uma &lge-
bra bisserial especial. Em 1992, Baues e Hennes [3] utilizaram a classificacao dos
modulos indecomponiveis de algebras bisseriais especiais para classificar os tipos
de homotopia do poliedro (n — 1)-conexo de dimensdo (n + 3), para n > 4. Por
outro lado, em 2001, Drozd e Greuel [8] perceberam forte relagao entre a classi-
ficacao de feixes sobre certas configuracoes de linhas projetivas e a classificacao
dos modulos indecomponiveis sobre alguma &algebra bisserial especial associada.
Nosso interesse nas algebras bisseriais especiais é utilizar a descricao de seus mo-
dulos indecomponiveis e seus morfismos irredutiveis para estudar representagoes
de algumas algebras de grupo nao semissimples.

Algebras string sao um caso particular de algebras bisseriais especiais. A di-
ferenca entre suas defini¢oes estéd no fato de que a bisserial especial é isomorfa a
uma algebra de caminhos de um quiver com relagoes cujo ideal admissivel admite
relacoes monomiais e binomiais, enquanto nas algebras string este ideal s6 pode
ser gerado por relagoes monomiais. Um dos objetivos deste trabalho é descrever
os modulos indecomponiveis e os espagos de morfismos irredutiveis de uma alge-
bra bisserial especial. Os modulos indecomponiveis e os morfismos irredutiveis
foram encontrados por Wald e Waschbiisch em [20]. Estes sdo modulos string,
band e, para cada relacao binomial, um modulo projetivo-injetivo que nao pode
ser descrito por meio de string e band. Para descrevermos uma base dos espacos de
morfismos irredutiveis e, consequentemente, as sequéncias de Auslander-Reiten de
algebras bisseriais especiais, partiremos de uma bela descricao combinatoéria dada
por Butler e Ringel 6] para algebras string.

Este trabalho estéa estruturado em cinco capitulos. No primeiro capitulo, apre-
sentamos os conceitos e resultados preliminares que se farao necessarios ao longo



do texto e fixamos notagoes. Iniciamos o Capitulo 2 definindo algebras bisseri-
als especiais. Apresentamos os conceitos de string e band que serao utilizados ao
longo de todo o texto e aproveitamos uma técnica combinatoéria, obtida por Butler
e Ringel [6] para algebras string, para construir médulos associados a string e band
em algebras bisseriais especiais. O Capitulo 3 é destinado as élgebras string. Apre-
sentamos seus modulos indecomponiveis, obtidos por Gelf’and e Ponomarev [11],
e damos um esbogo de como garantir que estes sao os modulos string e os band,
a menos de isomorfismos. Abordamos uma técnica combinatoria, desenvolvida
por Butler e Ringel [6], aplicada diretamente no quiver da algebra, para obtermos
morfismos irredutiveis. Descrevemos todas as sequéncias de Auslander-Reiten e
concluimos que nao existem morfismos irredutiveis além dos que aparecem nas
mesmas. Apresentamos uma descricao grafica de uma base dos espagos de morfis-
mos Homa(X,Y) entre modulos string, de acordo com Crawley-Boevey [7]. No
Capitulo 4, descrevemos uma técnica para obter o quiver de Auslander-Reiten de
uma algebra bisserial especial a partir da descricao feita no Capitulo 3. Esta téc-
nica foi desenvolvida observando diferencas e semelhancas de uma algebra bisserial
especial para uma certa algebra string cuja categoria de moédulos é bem parecida.
No Capitulo 5, aplicamos as técnicas vistas nos capitulos anteriores para estu-
dar algumas algebras de grupo. Algebras de grupo semissimples, em geral, sdo
estudadas pela Teoria Classica de Representacoes de Algebras de Grupo. Uma
classificacao das algebras de grupo semissimples é feita pelo Teorema de Maschke.
Os tipos de representacoes de algebras de grupo estao classificados por um teo-
rema devido a Bondarenko e Drozd |5]. Baseados nestas classificagoes, encerramos
o trabalho desenvolvendo exemplos de representagoes de algebras de grupo nao
semissimples, mais explicitamente, a de um grupo ciclico, a do grupo de Klein e a
dos grupos dihedrais.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos e resultados preliminares e fixare-
mos notagoes. Para demonstragoes e maiores detalhes dos resultados abordados
sugerimos como referéncias [1] e [2]. Mesmo que nao esteja explicito, estamos
considerando K um corpo algebricamente fechado.

1.1 Algebras e Médulos

Definigao: Uma K-dlgebra A é um anel (A,+,:) com unidade (ndo necessa-
riamente comutativo) que possui uma estrutura de K-espago vetorial compativel
com a multiplicacao do anel, isto é, tal que para todo A € K e para todos a,b € A
temos:

AMa-b)=(Aa)-b=a-(\b).

Dizemos que uma K-algebra A tem dimensao finita se possui dimensao finita
como espaco vetorial. Caso contrario, dizemos que A tem dimensao infinita. Ao
longo deste texto consideraremos apenas algebras de dimensao finita.

Um homomorfismo ¢ : A — B entre K-élgebras é um homomorfismo de anéis
que, simultaneamente, ¢ uma transformacao linear.

Exemplo 1 Seja K um corpo e considere M, (K) o conjunto das matrizes
quadradas n x n  com entradas em K. Sabemos que (M,(K),+,-), onde +
e - sao as respectivas adi¢ao e multiplicacao usuais de matrizes, € um anel.
Além disso, M,(K) ¢é um espago vetorial sobre K. Uma base para este espago
vetorial € dada pelas matrizes elementares {e;; : 1 < i,j < n}, logo este espago
tem dimensao finita. Pode-se verificar que estas estruturas sao compativeis e,
consequentemente, M, (K) ¢ uma K-dlgebra de dimensdo finita.



Exemplo 2 O anel de polinomios Klz| sobre um corpo K, com a adi¢ao e a
multiplicacao usuais de polinémios, possui uma estrutura de K-espaco vetorial de
dimensao infinita, no qual uma base € o conjunto {1,z z* ... 2" ...}. Verifica-
se que estas estruturas sao compativeis e, portanto, Klx] € uma K-dlgebra de
dimensao infinita.

Exemplo 3 Sejam K wum corpo e V. um K-espaco vetorial de dimensio n.
O anel de homomorfismos de 'V (endomorfismos de V'), o qual representamos
por (End(V),4,0), com a soma e a composi¢io usuais, € um K-espago vetorial.
E facil ver que (End(V),+,0) € uma K-dlgebra.

As algebras dos exemplos anteriores sao bem conhecidas. Porém, nem sempre os
elementos e as operacoes em uma algebra sao faceis de manipular. Um dos inte-
resses da Teoria de Representacoes de Algebras é traduzir estas tltimas algebras
em outras que possuam elementos e operagoes com as quais estamos mais habitu-
ados a trabalhar. Por exemplo, representar seus elementos e suas operagoes como
matrizes.

Definicao: Uma representa¢ao de uma K-algebra A ¢é um homomorfismo de
algebras R : A — End(V), para algum K-espago vetorial V.

Observe que se R for um homomorfismo injetor (resp. sobrejetor), obtemos
uma imersao (resp. projecao) da algebra A em FEnd(V). Neste caso, dizemos
que a representacao ¢ fiel (resp. plena). Fixada uma base para o espago V,
obtemos um isomorfismo End(V) = M, (K), onde n ¢é a dimensao de V. A
partir disso, uma representacao passa a ser um homomorfismo R : A — M, (K).
Para obtermos uma independéncia com relacao a escolha da base, identificamos
duas representagoes R e R’ se estas levarem elementos de A em matrizes

semelhantes.

De outro ponto de vista, uma representacao pode ser vista como uma acao da
algebra A sobre o espago vetorial V| isto é,

R: A — End(V)
a — R(a)=a:V—V.

As propriedades da acao R nos levam a seguinte definigao:

Definicao: Sejam K wum corpoe A uma K-algebra. Um A-mddulo a direita
¢ um espaco vetorial M com uma operacao

M x A

— M
(m,a) +— m-

a



que satisfaz, para todos x,y € M, a,b€ A e ) € K, as propriedades:

i) (z+y)-a=z-a+y-a

(
i)z -(a+b)=x-a+x-b
(iil) v 14 =z

(

iv) (A\x)-a=x-(Xa) = Az - a).

De modo analogo, definimos os A-moédulos & esquerda. Dizemos que um A-
modulo M tem dimensao finita se possui dimensao finita como espago vetorial.
Caso contréario, dizemos que M tem dimensao infinita. Podemos introduzir uma
estrutura de A-moédulos na soma e no produto direto de espacos vetoriais.

Comparando as defini¢oes, verifica-se que o estudo das representacoes de uma
algebra A é equivalente ao estudo de seus A-modulos.

Definicao: Um A-moédulo nao nulo M é um modulo indecomponivel se qualquer
decomposicao M = L& N, implica queou L ou N éo A-mddulo nulo. Dizemos
que um A-modulo é decomponivel se este nao for indecomponivel.

Podemos fazer uma analogia dos modulos indecomponiveis de uma K-algebra com
os numeros primos no conjunto dos inteiros positivos. O Teorema Fundamental da
Aritmética nos garante que todo niimero natural maior que 1 pode ser decomposto
num produto de nimeros primos, sendo que esta decomposicao é tinica, a menos
de permutacgao dos fatores.

Teorema 4 (Krull-Schmidt, veja [1] ou [2]) Seja A uma K-dlgebra de dimensao
finita. Entao todo A-mddulo M tem uma decomposicio unica, a menos de
permutacao de indices e de isomorfismos,

M2M®... &M,

onde My,..., M, sdio A-mddulos indecomponiveis.

Desta forma, o estudo dos A-modulos pode ser reduzido ao estudo dos A-modulos
indecomponiveis. Dizemos que uma K-algebra A de dimensao finita tem tipo
de representacao finito se o nimero de classes de isomorfismo de A-modulos in-
decomponiveis é finito. Se A nao tem tipo de representacao finito, dizemos que
A tem tipo de representac¢ao infinito.

Sejam M e N dois A-mo6dulos & direita. Um  morfismo de A-mddulos
(ou simplesmente morfismo) ¢ : M — N ¢é uma transformagao linear tal que
¢(ma) = ¢(m)a, para quaisquer m € M e a € A. Denotamos por Hom4 (M, N)
o conjunto de todos os morfismos de M para N, enquanto no caso M = N



denotamos Ends(M) := Homyu (M, M). O morfismo identidade é determinado
pela aplicacao identidade 1,;, de M. A composicao de dois morfismos é definida
de maneira usual. Desta forma, obtemos a categoria mod A dos A-moédulos &
direita. Ao leitor familiarizado com a linguagem de categorias, pode-se provar que
mod A é uma categoria abeliana.

Um morfismo ¢ : M — N éum monomorfismo (resp. epimorfismo) se & injetor
(resp. sobrejetor). Um isomorfismo ¢ : M — N é um morfismo bijetor e, neste
caso, dizemos que o modulo M é isomorfo a N. De maneira dual, é possivel obter
a categoria de A-modulos & esquerda A — mod. Ao longo deste texto trataremos
os A-modulos a direita e, muitas vezes, os chamaremos apenas de A-modulos a
fim de simplificar a escrita.

Lembrando que uma algebra A é dita local se, para todo a € A, tivermos a ou
14 —a invertivel, obtemos a seguinte caracterizacao de A-moédulos indecomponi-
veis que associa objetos e morfismos.

Proposigao 5 (veja [1] ou [2]) Seja A uma K-dlgebra. Um A-modulo M é
indecomponivel se, e somente se, sua dlgebra de endomorfismos Enda(M) € local.

Seja M um A-moédulo. Um submddulo N C M é um subespaco fechado para a
multiplicacao pelos elementos de A. Dizemos que um modulo é simples se seus
tnicos submoédulos sao os triviais.

Existem duas classes de A-modulos bastante importantes, os projetivos e os inje-
tivos, cuja aplicabilidade sera vista na Segao 1.4.

Definicao: Um A-médulo P é projetivo se, e somente se, dado qualquer
epimorfismo ¢ : M — N de A-modulos, para todo morfismo ~: P — N existe
um (ndo necessariamente unico) morfismo v : P — M tal que ¢ = .

O conceito dual é chamado njetivo.

Definicao: Um A-moédulo I é injetivo se, e somente se, para cada monomor-
fismo ¢ : M — N de A-moédulos, dado um morfismo ~: M — [ existe um
(ndo necessariamente tinico) morfismo ¢ : N — I tal que ¢y = .



Seja A uma K-élgebra de dimensao finita e seja {ej,es, -+ ,e,} um conjunto
de elementos de A. Dizemos que ele é um conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos de A, se e; + ey + -+ e, = la, € = ¢;, para todo
ie{l,....,n}, ee; =0 se i # j e, ainda, se e = € +€” com € e
e’ idempotentes, entdao ¢/ = 0 ou e’ = 0. Toda algebra tem pelo menos dois
idempotentes, 0 e 1, chamados idempotentes triviais. Se e é um idempotente nao
trivial de A, entao 1 — e também é um idempotente nao trivial e, ainda, e e
1 —e sao ortogonais. Além disso, Ay =eA@ (1 —e)A é uma decomposi¢ao nao
trivial em A-modulos a direita. Como A tem dimensao finita, o A-mo6dulo a
direita A, admite uma decomposicao em A-modulos indecomponiveis, digamos

Ap=P®...® P,

Consequentemente, P; = ¢;A, para todo i € {1,...n}, onde {ej, e, - ,e,} &
um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A. Reciproca-
mente, um conjunto de idempotentes ortogonais primitivos induz uma decomposi-
gio Ay =P @...®P,, onde P, =¢;A, paratodo i€ {1,...n}. Por outro lado,
se Ay =P —1® P, éuma decomposicao nao trivial e e; @ ey = 14, €; € P,
entao e; e ey sao idempotentes ortogonais de A e P; é indecomponivel se, e
somente se, e; é primitivo.

Suponha que Ajs = etA P ... D e, A seja uma decomposicao em submodulos
indecomponiveis. Se P é um A-modulo projetivo a direita, entao P = P, @
... ® P,, onde todo somando P; ¢ indecomponivel e P; = e,A, para algum
te{l,...,n}.

Adiante, veremos uma maneira gréafica de obter os projetivos e injetivos indecom-
poniveis.

Um morfismo ¢ : X —Y de A-modulos é uma segao (resp. retragao) se existe
um morfismo ¢ :Y — X tal que ¢ = 1x (resp. ¢ = 1y ). Uma sequéncia de
morfismos

y 2-7 0 (1.1)

em mod A ¢é uma sequéncia exata curta se f é um monomorfismo, g um
epimorfismo e Ker(g) = Im(f). Se ¢ ¢é uma retragdo ou f é uma se¢ao na
sequéncia exata curta 1.1, entao Y = X @ Z. Neste caso, dizemos que a sequéncia
cinde. Mais adiante veremos exemplos de sequéncias que nao cindem.

Observagao 6 Nao ¢ dificil verificar que, para toda sequéncia exata curta de A-
mddulos como 1.1, temos dimg (YY) = dimg (X)) + dimg(Z) (ver [1], pdgina 87).
Temos ainda que toda sequéncia exata curta de A-mddulos terminando (resp.
comegando) num mdodulo projetivo (resp. injetivo) cinde.



Na Secao 1.5, veremos que sequéncias exatas curtas desempenham um importante
papel no estudo dos modulos de uma algebra.

1.2 Quivers e Algebras de Caminhos

Um grafo é uma representagao grafica de um conjunto de pontos (vértices) liga-
dos por arestas. Um grafo é conexo se, para quaisquer dois vértices, existe uma
sequéncia de arestas que os une. Quando as arestas possuem uma orientacao, ou
seja, quando os pontos sao ligados por flechas, dizemos grafo orientado. Um quiver
nada mais é do que um grafo orientado. Uma justificativa para utilizacao desta
denominacao é para diferenciar a Teoria de Representacoes de Quivers da Teoria
de Grafos que estuda propriedades gerais de grafos, orientados ou nao. De maneira
formal, temos a definicao a seguir.

Definigao: Um quiver @ = (Qo, @1,$,t) é uma quadrupla que consiste de um
conjunto de vértices )y, um conjunto de flechas (); e duas aplicagoes s, t:
@1 — Qo que determinam, para cada flecha o € @1, o seu “comego” s(a) e
o seu “término” t(a).

Geralmente denotamos o quiver @ = (Qo, @1, s,t) apenas por . Um quiver
é finito se os conjuntos Yy e Q1 0s sao e é conexo se o seu grafo subjacente for
conexo. Os quivers tratados ao longo deste trabalho serao todos finitos e conexos.
Neste texto, os vértices serao denotados por ntmeros naturais. Se uma flecha
a € (1 tem comeco em i = s(a) e término em j = t(«), graficamente a

denotamos por «: i —j ou i——=7j.

Exemplos 7 Sao exemplos de quivers:

2 (b) 1 TN
VN I
1 4

N,

(a)

Um caminho C de comprimento n > 1 num quiver () ¢é uma justaposi¢ao
de flechas C' = ajay---a,, de modo que t(a;) = s(ayi1), para todo 1 <i < n.
Graficamente o caminho C' pode ser representado como segue.

s(a1)

Para cada vértice i € @)y, definimos um caminho de comprimento zero que comeca
e termina em ¢, o qual chamamos caminho trivial e denotamos por e;, isto



é, s(e;) = t(e;) = i. Definimos o comego e o término do caminho C como
s(C) = s(aq) e t(C) = t(ay), respectivamente. Um caminho C' que possui mesmo
comego e mesmo término s(C) = t(C) é chamado loop se seu comprimento for
igual a 1 ou ciclo se for maior que 1. Sejam C' = ajas- -, € D= (132 B
dois caminhos nao triviais em @ tais que ¢(C) = s(D), entdo denotamos por
CD = ajas---a,(1P2+ - B o caminho formado pela justaposicao deles. Caso
C = eyp) ou D = ey ) sejam os caminhos triviais, definimos eypyD = D e
Ceycy = C, respectivamente. Para quaisquer dois vértices 1,7 € (o, denotamos
por Q(i,7) o conjunto de todos os caminhos C' tais que s(C) =1 e t(C)=j.
Para cada vértice 7 € Qg e cada caminho C, a justaposi¢ao de caminhos induz
as aplicacoes

que serao uteis mais adiante.

Sejam K um corpo e () um quiver. Considere o conjunto Pa de todos os
caminhos, triviais ou ndo, do quiver ). Denotamos por K@) := K[Pa] o espaco
vetorial gerado pelo conjunto de caminhos em (). Em outras palavras, os elementos
de K@ sao combinagoes lineares formais ;A0 tailsque Cj € Pa, A\ € K
e Aj # 0 para um ntmero finito de indices j. Definiremos sobre o conjunto de
caminhos Pa (base de K() uma multiplica¢ao induzida por justaposi¢oes. Para
cada par de caminhos (C,D) em Pa, defina

H_ J CD, se t(C)=s(D);
¢ D_{ 0, se t(C)#s(D).

Estendemos esta multiplicacao para o espaco vetorial K(¢) por linearidade. Com
esta multiplicacao, pode-se verificar que obtemos uma K-algebra associativa cuja
unidade é 1= Zier e;. Esta algebra é chamada dlgebra de caminhos do quiver
Q. Se @ é um quiver sem ciclos, o conjunto de caminhos Pa é finito, com isso,
K@ éuma K-algebra de dimensao finita.

Exemplo 8 Sejam K um corpo e ) o quiver que Seque.
(a) 1<t—2<%_3

Uma base para a dlgebra de caminhos KQ@Q € dada por {e;, es, e3, a, b, ab},
cuja tabela de multiplicacao consta abaizo.



€1 | €2 | €3 | Q b ab
€1 €1 0 0 0 0 0
€9 0 €9 0 0 b 0
es | 010 |les|al O]|ab
a |0 |la|0]|0]ab]| O
b | b|]0[0|0L0]O0
ablab| O |0 |0 0] O
U
N
O seu conjunto de caminhos Pa = {e1,a,a* a>, ..., a" ...} € infinito. Portanto,

a dlgebra de caminhos K@ tem dimensao infinita. Podemos verificar que existe
um isomorfismo entre KQ e a dlgebra de polinomios K|x] na varidvel x sobre
o corpo K. O isomorfismo € definido de forma natural, nas respectivas bases,
levando ey em 1 e a"™ em x", para todo n € N.

Seja () um quiver finito. Uma relagdo em () com coeficientes em K é uma
combinagao linear de caminhos de comprimento maior ou igual a 2 com mesmo
inicio e fim, ou seja, uma relagao p ¢é um elemento de K@) tal que

P = i N,
i=1

onde )\; sao escalares (ndo todos nulos) e C; sao caminhos em ) de comprimento
maior ou igual a 2 e que possuem mesmo inicio e fim. Se m = 1 a relagao
é chamada relagao monomial e no caso em que m = 2 ¢é chamada relacao
binomial. Dada uma relacao binomial A C; + ACs, com A, Ay € K nao nulos,
chamamos C; e Cy de subcaminhos mazximais da relacao binomial. Dizemos
que um ideal Z de K@ ¢é admissivel se puder ser finitamente gerado por relagoes
ou se for o ideal nulo. A algebra quociente KQ/Z é dita dlgebra de caminhos do
quiver com relagoes (Q,Z) e a denotamos por K(Q,Z).

Exemplo 9 Seja o quiver com relacoes abaixo.

, 2 I =<ab—cd>
1/ V4
N,

Em palavras, a relacao binomial ab — cd € 1T quer dizer que, na dlgebra de
caminhos K(Q,ZI), temos ab— cd = 0. Intuitivamente, o leitor pode pensar que,
graficamente, percorrer o caminho ab € o mesmo que percorrer cd.
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E natural nos perguntarmos se toda K-algebra associativa é isomorfa a élgebra
de caminhos de um dado quiver. Em geral, a resposta é nao. No entanto, para
uma certa classe de algebras temos uma resposta afirmativa.

Dizemos que uma &algebra A é bdsica se, como A-moédulos, e;A 2 e;A, para
todo ¢ # j. Dizemos que A ¢é uma K-algebra conexa se 0 e 1 sao seus tnicos
idempotentes centrais, o que equivale a dizer que A nao é produto de duas
algebras. Prova-se que a algebra de caminhos K(Q,Z) de um quiver conexo com
relacoes é bésica e conexa. Reciprocamente:

Teorema 10 (veja [1]) Seja A wma K-dlgebra bdsica, conexa e de dimensao
finita. Entao existe um quiver (Qa e um ideal admissivel T < KQ4 tal que

A2 K(Qa, T).

Como estamos interessados no estudo da categoria de A-modulos, temos o teorema
seguinte.

Teorema 11 (veja [1]) Seja A uma K-dlgebra associativa conexa de dimensao
finita. Entdao existe uma K-dlgebra bdsica A tal que a categoria de mddulos
mod A ¢ equivalente & categoria de modulos mod AP,

Os resultados desta secao nos garantem que, dada uma K-algebra A associativa
conexa de dimensao finita, existe um quiver com relagoes (Q),Z) tal que a categoria
de modulos mod A ¢é equivalente & categoria de modulos mod K(Q,Z) da
respectiva algebra de caminhos sobre K. Desta forma, é suficiente estudar as
representacoes de algebras de caminhos de quivers com relacoes.

1.3 Mobdulos e Representacoes de Quivers

Ja que estudar as representagoes de uma [K-algebra é equivalente a estudar os
seus A-modulos, nesta se¢ao, veremos como associar a categoria de A-moédulos
com a de representagoes de um quiver com relagoes repy(Q,Z).

Sejam K um corpo e ) um quiver. A categoria repy(Q) de representagoes
de () sobre o corpo K ¢é a categoria em que os objetos e 0os morfismos sao como
segue.

Objetos: Uma representacao V = (V,T,)icQo.acq, consiste de um espago vetorial
de dimensao finita Vj, para cada vértice i € @)y, e de uma transformacao linear
Ty : Vi) — Vi), para cada flecha o € @;. Em geral, fixamos bases para os
espacos e explicitamos estas transformacgoes pelas respectivas matrizes associadas.

Morfismos: Sejam U = (Ui, Sa)icgoacr € V = (Vi,Tn)icqo.acg, duas represen-
tacoes de um quiver (). Um morfismo ¢ :U — V & uma colegdo ¢ = {¢;}icq,
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de aplicagoes lineares ¢; : U; — V;, para cada vértice i € (), tais que, para cada
flecha « € @)1, o diagrama

Us(a) Ut(a)
¢s(o¢) ¢t(o¢)
T,

V(o) Vi(a)

¢ comutativo, ou seja, Sa®ia) = Psa)la-

O morfismo identidade 1y : V — V' ¢é a colecdo 1y = {1y, }ieq, das aplicagoes
identidades de cada espaco vetorial V;. A composi¢ao entre dois morfismos ¢ :
U—-V e ¢v:V =W éomorfismo ¢ : U - W definido pela colecao
oY = {pii }ieq,- Com isso, obtemos a categoria rep,(Q)) de representagoes de
um quiver () sobre um corpo K. Denotamos o conjunto de morfismos entre
duas representagoes por Hom(U, V) := {¢ : U — V}. Um morfismo ¢ :V — V
é chamado endomorfismo de V' e denotamos o conjunto dos endomorfismos de
V' por End(V):= Hom(V,V). Um morfismo ¢:U — V éum monomorfismo
(resp. epimorfismo) se cada aplicacao linear ¢; é injetora (resp. sobrejetora).
Um morfismo ¢ : U — V& um wsomorfismo se existe um morfismo ¢ : V — U
tal que ¢y =1y e Y¢ = 1. Pode-se provar que se () é um quiver finito, entao
repy(Q) ¢ uma categoria abeliana', em que o ntcleo, o conticleo, o objeto nulo e a
soma sao definidos naturalmente. Por exemplo, a representacao nula 0 € repy(Q)
é obtida atribuindo-se a cada vértice do quiver o espaco vetorial nulo e a aplicacao
nula a cada flecha do mesmo. O ntcleo de um morfismo ¢ : U — V, cuja colecao
de aplicacoes lineares ¢ {¢;}icg,, ¢ dado pela colecao dos respectivos niicleos
{Ker¢; }icq, e respectivas restrigdes. Para simplificar a notagao, omitiremos os
conjuntos percorridos pelos indices da representacao, isto é, uma representagao
U = (Ui, Sa)icqoaco, sera denotada apenas por U = (U;, S,).

Exemplo 12 Sejam K um corpo e @) o quiver abaixo.
4
2<—3

b

1 a

Tomando como bases as candnicas, a sequir temos exemplos de duas representagoes
do quiver Q) sobre o corpo K.

L Ao leitor nao familiarizado com a linguagem de categoria, consultar [11].
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(a) 0 (b) K

; )

K 1d K (10)K K(131)K(11)TK

Seja ) um quiver finito e seja V' = (V;,T,,) uma representagdo de . Dado
um caminho nao trivial C' = a;...q®, em () com inicio no vértice 7 e término
no vértice j, definimos a avaliagao de V  sobre o caminho C' como a aplicagao
K-linear de V; para V; definida por

Te =TaTay ... To, T, .

Estendemos a defini¢cao acima para combinagoes lineares formais de caminhos com

m
mesmo inicio e mesmo final. Dada uma relagao p = E M:Cr, a avaliacao da
k=1

combinagao ¢ T, = Z)\kTCk'
k=1

Definicao: Sejam () um quiver finito e Z um ideal admissivel de K. Uma
representagao V = (V;,T,) de @ é uma representacao de (Q),Z) se, para cada
relacao p € Z, tivermos T, = 0.

Denotamos por repy(Q,Z) a subcategoria completa® de repy(Q) que consiste
das representacoes de (Q,Z). Seja V = (V;,T,) € repy(Q,Z) uma representacao
de (Q,Z). Definimos o wvetor dimensio de V como sendo o vetor dim(V') € Z%@
cujas coordenadas sao (dim(V)); = dimg(V;), isto é, as dimensoes dos espagos
vetoriais em cada vértice do quiver.

Exemplo 13 Seja o quiver do exemplo 12 com ideal admissivel T = < ca >.
Entao
K
l(o 1)
) 2
V. K<—(1 o)TK KB

¢ uma representagao de (Q,T), pois (0 1)(1 0)T = 0. Além disso, possui vetor
dimensdo dim(V') = (1211).

Um teorema importante, devido a Gabriel, nos garante que o estudo dos A-
modulos é equivalente ao estudo das representagoes do quiver com relagdes (Q,Z),

no qual A= K(Q,T).

2Se C = repr(Q) e C' = repr(Q,Z), entdo Home: (X,Y) = Home(X,Y), para quaisquer
X, Y objetos de C'.
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Teorema 14 (Gabriel, veja [1]) Sejam K uwm corpo e A uma K-dlgebra (bdsica
e coneza) tal que A = K(Q,Z), para algum quiver finito e conexo @ e algum
tdeal admissivel T de KQ. Fxiste uma equivaléncia K-linear entre a categoria
de mddulos mod A e a de representagoes repy(Q,Z).

Com a equivaléncia mod A ~ rep,(Q,Z), de agora em diante, abordaremos re-
presentacoes de quivers como modulos e vice-versa, de acordo com o que for mais
conveniente no contexto. Esta equivaléncia também nos garante que, para conhe-
cermos os objetos da categoria repy(Q,Z), basta conhecermos as representagoes
indecomponiveis, assim como em mod A. Uma das vantagens em se estudar a
categoria repy(Q,Z) ¢é que podemos determinar algumas representagoes indecom-
poniveis por uma técnica combinatoéria aplicada ao quiver como veremos a seguir.

1.3.1 Representacoes Simples, Projetivas e Injetivas

Definimos as representagdes S(i), para cada vértice i € @)y, por

. K, se j=1
S(Z)J’_{ 0, se j#i
e cujas aplicagoes lineares, referentes a cada flecha do quiver, sao as aplicagoes
nulas. Podemos verificar que estas representacoes correspondem a A-modulos
simples. No caso em que () é um quiver sem ciclos, prova-se que toda repre-
sentacao simples é da forma S(i), para algum i € @y. Caso contrario, podem
existir outras representagoes simples além dessas (veja [1], pagina 77). Além disso,
pode-se provar que as representagoes da forma S(i) sdo indecomponiveis, para
todo vértice i € Q.

Exemplo 15 O quiver 2 —"=1 <t 3 possui as trés representacoes simples lis-
tadas abaixo.

S(1): 0—2K<"—0 S(2): K-—2-0<2-0 S(3): 0—2~0<2K

Sejam K um corpo e (Q,Z) um quiver com relagoes. Para cada vértice i € Qo,
considere a representagdo P(i), cujos espagos vetoriais referentes a cada vértice
J € Qo sao dados P(i); = K[Q(i,])] e cujas aplicagoes lineares referentes a cada
flecha o sdo dadas nas respectivas bases por (7, «), como abordamos na pagina
9. Prova-se que as representagoes P(i)’s sao duas a duas nao isomorfas e estas
representacoes sao projetivas indecomponiveis.
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Exemplo 16 Seja o quiver de Kronecker

12 2

b

Temos Q(1,1) = {e1} e Q(1,2) = & e, com isso, P(1); = K[{e;}] & K
P(1); = K[@] = 0. Assim, a representagao projetiva P(1) € dada por

P(1): K

Por outro lado, Q(2,1) ={a,b} e Q(2,2) = {es}. Dai, P(2); = K[{a,b}] =

e P(2)y = K[{ex}| = K. E mais, Q(2,a)(e2) =a e Q(2,b)(e2) =b. ortanto,
considerando a base de P(2); como ordenada acima, temos P(2), = (1,0) e
P(2), = (0,1). Assim,

Seja (Q,Z) um quiver com relagoes, denotamos por (Q°,Z°P) o quiver oposto
a (Q,Z), ou seja, o quiver que possui o mesmo conjunto de vértices Qf = Qo de
Q, cujas flechas em Q7" sao as flechas de ) com sentido oposto e cujas relagoes
em Z° sao induzidas pela inversao das flechas. Por exemplo,

Q:1<t-2-23 T =<ab> Q7P:1-2-2-2-3 I% =< ba >

Se U = (U;,T,) ¢é uma representagao de (Q,Z) sobre um corpo K, pode-se
verificar que DU = (DU;, DT,) é uma representagao do quiver oposto (Q°,Z°P),
onde D = Hom(—, K') denota dualidade. Seja P(i) € rep,(Q%,Z°) a representa-
¢ao projetiva indecomponivel do quiver oposto associada ao vértice i € QfF = Qo.
A representacio I(i) = DP(i) € repr(Q) ¢ denominada representagdo injetiva
do quiver (Q,Z) associada ao vértice i € (Qp. Assim, com base nas propriedades
de dualidade, prova-se que, para cada i € )y, a representagao injetiva (i) ¢
indecomponivel e as I(i)’s sao duas a duas nao isomorfas.

Exemplo 17 O quiver oposto ao de Kronecker é

a

1 2
b
Assim, temos Q(1,1) = {el} e Q(1,2) = {a,b}. Logo I(1); = K[{e1}] = K
e I(1), = K[{a,b}] = K*. Ainda, Q(2,1) =2 e Q(2,2) = {es}, dai 1(2); =
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Kol =0 e 1(2); = K[{e2}] = K. Consequentemente, os injetivos do quiver de
Kronecker sao

@ or

Diante disso, concluimos que cada vértice 7 € ()g determina 3 classes de repre-
sentagoes indecomponiveis, a representagao simples S(i), a projetiva P(i) e a
injetiva (i), as quais sabemos determinar. Assim, pela equivaléncia mod A ~
repy (Q,Z), as representagoes S(i), P(i) e I(i) estao associadas aos A-modulos
simples, projetivo e injetivo, respectivamente. Algumas vezes, denotaremos S(i),
P(i) e I(i) por S;, P; e I; para simplificar a notagao.

Contudo, em geral, estes nao sao os unicos moédulos indecomponiveis. Abordare-
mos a seguir uma das principais técnicas que podem ser usadas para obter (quando
possivel) os demais indecomponiveis. Ela nos permite ainda o estudo dos espagos
de morfismos irredutiveis da categoria de A-modulos.

1.4 Teoria de Auslander-Reiten

Sejam K um corpo e A uma K-algebra. Pelo Teorema de Krull-Schmidt
4, todo A-modulo pode ser decomposto em uma soma direta de A-modulos
indecomponiveis e esta decomposi¢ao é tinica a menos de isomorfismos e de ordem.
Desta forma, um morfismo entre dois A-moédulos pode ser escrito como uma
matriz, cujas entradas sao morfismos entre os respectivos indecomponiveis. Assim,
para conhecermos os morfismos entre dois A-moédulos, basta encontrarmos os
morfismos entre os A-modulos indecomponiveis. Sejam X e Y dois A-modulos
indecomponiveis. Se um morfismo nao nulo ¢ : X — Y ¢é uma se¢ao ou uma
retragao, entao claramente ¢ é um isomorfismo. Agora, estamos interessados nos
morfismos entre modulos indecomponiveis que nao sejam invertiveis, uma vez que
desejamos classificar as classes de isomorfismos de moédulos indecomponiveis.

Definigao: Um morfismo ¢ : X — Y entre dois modulos X, Y € mod A ¢é
wrredutivel se ¢ mnao é secao, nao é retracao e toda fatoracao ¢ = 1

X L Y

WA

Z

implica que 1 é secao ou 6 é retracao.
Alguns conceitos nos auxiliam a descrever a categoria de A-modulos, como é o
caso do radical da categoria mod A, denotado por rad,, e suas poténcias rad’y,

para m > 2.
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Definigao: O radical de Jacobson da categoria de A-moddulos é o ideal bilateral
rady em mod A definido pelos morfismos h € rad4(X,Y), para todos os objetos
X e Y em mod A, onde

rada(X,Y) = {f € Homu(X,Y) : 1x — fg ¢é invertivelV g € Homa(Y, X)} .

No caso em que X e Y sao indecomponiveis, rads(X,Y) é o K-espago vetorial
formado por todos os morfismos nao invertiveis de X para Y.

Dado m > 1, definimos por rad’y(X,Y) o subespaco de rad,(X,Y) gerado por
todos os morfismos da forma

X, X, "X, =Y

Y

onde f; € rada(X;_1,X;), para todo i € {1,...,m}. A m-ésima poténcia do
radical de Jacobson rad’y C rads ¢é formada pelos morfismos f € rad’y(X,Y),
para todos A-modulos X e Y.

Em outras palavras, quando m = 2, radi (X,Y) consiste de todos os morfismos
da forma fg, com f €rads(X,Z) e g €rada(Z,Y), para algum A-modulo Z.

A partir destas defini¢oes, podemos utilizar a caracterizagao a seguir para garantir
que um morfismo é irredutivel.

Lema 18 (veja [1]) Sejam X e Y dois A-mddulos indecomponiveis. Um mor-
fismo f:X —Y € irredutivel se, e somente se, f € rada(X,Y)\rad%(X,Y).

Desta forma, o espago quociente Irr,(X,Y) = rad(X,Y)/rad%(X,Y) determina
representantes de morfismos irredutiveis entre os moédulos indecomponiveis X e
Y. Este espaco é chamado espago de morfismos irredutiveis. Além disso, se um
morfismo estiver definido numa soma direta, temos o seguinte resultado.

Lema 19 (veja [1]) Seja A uma K-dlgebra. Entao
(a) Para cada m > 1, temos rad’y wum ideal bilateral de mod A.

(b) Dados Xi,...,X,,Y1,..., Yy A-mddulos. Um morfismo

fiu fiz o fue
Fo f:21 f:22 f:2k "X, @;?:1 v
fnl fn2 et fnk
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em mod A pertence a rada(®r,X;, EB?ZIY}) se, e somente se, o morfismo
fij + Xi — Y, pertence ao ideal rada(X;,Y;) para todo (i,j) € {1,...,n} x

a,..., k.

Assim, o morfismo f ¢ irredutivel se, e somente se, cada componente f;; o for,

onde (i,7) €{1,...,n} x{1,... k}.

Definicao: Uma sequéncia exata curta de A-moddulos

0 Xty 9.z 0

é uma sequéncia de Auslander-Reiten se nao cinde e satisfaz as duas condigoes
seguintes:

(AR1) X e Z sao indecomponiveis.

(AR2) Se u:W — Z nao é uma retracao, entao existe v: W — Y tal que

vg = u.’

Uma caracterizacao das sequéncias de Auslander-Reiten é dada pelo teorema a
seguir.

Teorema 20 (veja [1]) Uma sequéncia exata curta de A-mddulos

¢ uma sequéncia de Auslander-Reiten (S.A.R.) se, e somente se, X e Z sao
A-mddulos indecomponiveis e os morfismos f e g sao irredutiveis.

Como as sequéncias de Auslander-Reiten nao cindem, pela consideragoes da pagina
7, nao existem sequéncias de Auslander-Reiten comegando em modulos injetivos
ou terminando em modulos projetivos. O resultado a seguir é um dos principais
resultados da Teoria de Auslander-Reiten.

Teorema 21 (veja [1]) Seja A uma K-dlgebra. Erxiste uma aplicagao bijetora
7 da classe dos mddulos nao projetivos para a classe dos nao injetivos tal que,
para todo A-mddulo nao projetivo Y € mod A, existe uma unica sequéncia de

Auslander-Reiten
f

0 7Y E-2.Yv 0.

a menos de isomorfismos.

3Prova-se que (AR2) equivale a dizer que se u’ : X — W nio é sec¢do, entdo existe v’ : Y —
W tal que fo' =u'.
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A aplicacao 7 é chamada translacao de Auslander-Reiten. As classes de A-
modulos indecomponiveis e os “geradores” de morfismos irredutiveis entre represen-
tantes deles podem ser descritos pelas sequéncias de Auslander-Reiten em mod A.
Estas sequéncias podem ser visualizadas graficamente em um quiver 'y, em que
os vértices correspondem as classes de A-moédulos indecomponiveis e as flechas
representam morfismos que formam uma base para espacgos de morfismos irredu-
tiveis Irr(X,Y) entre dois modulos indecomponiveis X e Y. Construido dessa
maneira o quiver 'y ¢é chamado Quiver de Auslander-Reiten. Assim, todos os
morfismos irredutiveis em mod A podem ser obtidos como combinagoes lineares
dos expostos em I'4. Enquanto isso, os morfismos redutiveis que sao produtos
finitos de irredutiveis aparecem em I'4 como sequéncias de flechas. Contudo,
podem existir morfismos redutiveis que sao “produtos infinitos” de irredutiveis que
nao aparecem em I 4, estes necessitam de outras técnicas para serem encontrados.
Um resultado importante para a construgao de I'y ¢ dado a seguir.

Corolario 22 (veja [1] ou [2]) Seja Y um A-mddulo indecomponivel nao pro-
jetivo. Dada uma sequéncia de Auslander-Reiten

(a1,...,at) ¢ (b1,0,00)T
onde Ei,...,E; sao A-mddulos indecomponiveis, entao os morfismos aq,...,a,
e by,...,by podem ser escolhidos como flechas de T4 e, meste caso, estas sao

todas as flechas que partem de 7Y e chegam em Y, respectivamente.

Seja. X um A-moddulo. Definimos o radical do mdédulo X como sendo a
intersegao dos submodulos maximais de X e o denotamos por rad X. O socle
de X é o submodulo gerado por todos os submoédulos simples de X, o qual é um
modulo semissimples e é denotado por soc X. Uma descricao das representagoes
correspondentes ao radical e ao socle de um A-moédulo sao dadas a seguir.

Lema 23 (veja [1]) Seja V = (V;,T,) wma representagao de (Q,T).

(a) V€ semissimples se, e somente se, T, =0 para toda flecha o € Q1;

(b) rad V = (U;,S,), onde U; = Z Im(7,) e So =T,

a:j—1

Us(ays POTAQ toda flecha

com inicio no vértice i € Qo;

(c) soc V = (W;, R,), onde W; =V, se i nao possui nenhuma flecha comegando
nele e W; = ﬂ Ker(T,) caso contririo, e Ry, = T,|lw, =0 para toda flecha o

) ] ai—k
com inicio em 1 € Q.
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Proposicao 24 (veja [1]) Sejam K wum corpo e (Q,T) um quiver com relagoes.
Se A= K(Q,I), para todo vértice i € @y, temos rad P(i) € repy(Q,Z) e

(a) rad P(i) C P(i) € um submddulo e a inclusio rad P(i) —— P(i) € irre-
dutivel;

(b) se rad P(i) = @;X;7 ¢ a decomposi¢io do radical em representagoes inde-
componiveis duas a duas nao isomorfas, entao n; = dimg Irr(X;, P(i));

T
(¢) se rad P(i) Lol

todas as flechas que terminam em P(i) no quiver T 4.

P(i) € a inclusao, entao as flechas fi,..., f. sao

Para mais detalhes veja em [1] observacao 4.3, paginas 127-128.

Por dualidade, para cada vértice i € Qq, soc I(i) C I(i) é uma subrepresentacao
1(2)
soc I(1)

e a projecao (i) — é irredutivel.

Vejamos um exemplo onde se aplicam as caracterizagoes dadas acima.

Exemplo 25 Seja A = K(Q,Z) a dlgebra de caminhos do quiver com relagoes
abaizo.

2 T = <ab,cd>
N
1 4
A
3

Suas representagoes projetivas e injetivas indecomponiveis e 0s respectivos vetores
dimensao estao listados abaizo.

P(1) : 0 P(2): K
K% yo K/ yO
WA A
dim P(1) = (1000) dim P(2) = (1100)
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P(3): 0 P(4) : K
K% \0 0% \K
A WA
K K
dim P(3) = (1010) dim P(4) = (0111)
I(1) : K 12): K
< Y
N, A N4
dim I(1) = (1110) dim 1(2) = (0101)
1(3) 0 I(4): 0
0% NK oy NK
N~ N A
dim 1(3) = (0011) dim 1(4) = (0001)

Os radicais das representacoes projetivas sao:

rad P(1) =0; rad P(2) = P(1); rad P(3) = P(1); rad P(4)=S(2)® S(3) .

Assim, pela Proposi¢ao 24, obtemos as inclusoes P(1) C P(2), P(1) C P(3) e
S(2) @ S(3) C P(4). Pelo Corolario 22, todas as flechas do quiver de Auslander-
Reiten T'y que terminam num mddulo indecomponivel nao projetivo M € mod A
podem ser tomadas na (unica) sequéncia de Auslander-Reiten que termina em M.
Desta forma, a partir dos dois primeiros termos desta sequéncia, o vetor dimensao
de M pode ser calculado através da diferenca entre o vetor dimensao do termo
central pelo vetor dimensao do primeiro termo, como seque da observacao 6. De-
pois de comecado, o quiver vai sendo construido, da esquerda para a direita, num
processo parecido com a feitura de tricé (como diz [2]), denominado método de tri-
cotamento. Desta forma, o(s) mdédulo(s) que aparece(em) no comego deste quiver,
a esquerda, nao possui(em) sequéncia de Auslander-Reiten terminando nele(s),
consequentemente, seque da observacio 6 que estes devem ser projetivos. As in-
clusoes obtidas pela Proposi¢ao 2 e os demais itens da mesma nos garantem que
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nao existem morfismos irredutiveis terminando no maodulo projetivo cujo vetor di-
mensao é (1000). Com isso, vamos construindo o quiver I's até chegarmos num
modulo injetivo que nao possui morfismos irredutiveis partindo dele. Em T4,
indicaremos as translagoes de Auslander-Reiten por linhas pontilhadas.

Neste caso, observe que os modulos simples, 0s projetivos e os injetivos sao todos
os A-maodulos indecomponiveis, uma vez que nao aparece nenhum mddulo diferente
destes no quiver acima.

No quiver de Auslander-Reiten distinguiremos os moédulos injetivos dos projeti-
vos apresentando os injetivos numa moldura arredondada enquanto os projetivos,
numa moldura retangular. No caso de um moédulo que seja injetivo e também
projetivo, este serd envolto por uma moldura retangular dupla. A categoria de
representagoes de um quiver com relagdes (Q),Z) pode ser estudada a partir do
quiver de Auslander-Reiten. Pela equivaléncia mod A ~ rep,(Q,Z), o quiver de
Auslander-Reiten nos fornece as classes de modulos indecomponiveis e uma base
para os espacgos de morfismos irredutiveis entre estes. Neste exemplo, temos fini-
tas classes de modulos indecomponiveis. Em geral, nao é facil obter o quiver de
Auslander-Reiten de uma élgebra.

No caso em que temos ntmero finito de classes de isomorfismos de modulos in-
decompoiveis e 7(M) = M, para todo moédulo M, obtemos uma superficie
cilindrica, a qual chamamos cilindro. No caso em que temos um cilindro infinito
e 7(M) = M, para todo médulo M, o denominamos tubo homogéneo de posto
1 ou, simplesmente, 1-tubo. Uma componente do quiver de Auslander-Reiten que
nao contém modulos projetivos e injetivos é chamada componente reqular. Uma
componente que possui moédulos projetivos ou injetivos é chamada componente
nao reqular.
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Capitulo 2

Algebras Bisseriais Especiais

Neste capitulo, apresentaremos alguns modulos indecomponiveis das algebras bis-
seriais especiais. Estes podem ser descritos através de uma técnica combinatoéria
aplicada diretamente no quiver da algebra. O diferentes contextos em que estas
algebras apareceram foi relatado na introdugao deste trabalho, o leitor interessado
pode retornar a pagina 1. Nosso interesse nas algebras bisseriais especiais é utilizar
a descricao de seus modulos indecomponiveis e seus morfismos irredutiveis para
estudar representacoes de algumas algebras de grupo, o que sera feito no Capitulo

D.

Definigao: Uma algebra A & bisserial especial se é isomorfa a algebra de
caminhos de um quiver com relagoes (Q,Z) satisfazendo

(i) Cada vértice i € @)y ¢ inicio ou término de no méaximo duas flechas;

(ii) Para cada flecha [ € @, existe no maximo uma flecha « € @ tal que
af ¢ T e no maximo uma flecha v € @, tal que pfv ¢ Z;

(iii) O ideal admissivel Z ¢ nulo ou gerado por relagées monomiais ou binomiais.

Exemplo 26 Os quivers com relacoes abaizo definem dlgebras de caminhos bisse-
TaLS ESPECIals.

A~
(a) /\\/1@1) I = <a? b, ab— ba >
(b) 9. b

1

3
/ y 1 = < abc—de >
5
\ /

4
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(c)

/ \ / a T = <bg, fe,dl,ab+ef,cd— gh >,
\ BN /

Em geral, nao é possivel obter o quiver de Auslander-Reiten de uma élgebra bisse-
rial especial com a técnica de tricotamento do Capitulo 1. Por exemplo, a algebra
do item (a) possui infinitas classes de modulos indecomponiveis, como veremos em
breve.

Seja A = K(Q,Z) uma algebra bisserial especial. Para cada flecha a € @y,
definimos sua inversa formal o= de modo que s(a™) =t(a) e t(a™?!) = s(a).
Note que (a™')™' =a. Um passeio p em (Q,Z) de comprimento I(p) =n >0
é uma justaposicio p=pi...p,, onde p; € Q1 ou p;' € Qr e s(p;) =t(pii1),
para todo 1 <4 < mn. Seu inverso formal é o passeio p~' =p;'...p;"

Definicao: Uma string S = s1...s, de comprimento [(S) =n > 0 ¢é um
passeio em (Q,Z) tal que s; # s; ), para todo 1 < i < n, e tal que nenhum
subcaminho de S ou de S~!' ¢é uma relacdo monomial ou é um subcaminho
maximal de uma relacao binomial. Para cada vértice i € (Qy, definimos a  string
trivial e; e sua inversa e; ! cujos comprimentos sao nulos.

Uma string &€ direta (resp. inversa) se é uma justaposicao de flechas (resp. de
inversas de flechas). Dadas duas string S e S’, a justaposi¢ao de string S5’
esté definida se, e somente se, SS’ é uma string.

Exemplo 27 No quiver do item (b) do exemplo anterior, os passeios p, = abce™

e py = aa"'de ndo sdo string, visto que abc é um subcaminho maximal da relagdo
binomial abc —de € T em p; e a flecha a se encontra sequida da sua flecha
inversa, em py. Jd 0s passeios p3 = d tab e py = b~la”! sdo string. Esta
ultima € um exemplo de string inversa.

Seja A = K(Q,Z) uma algebra bisserial especial. Considere S o conjunto de
todas as string. Definimos sobre S uma relagao de equivaléncia ~ tal que
S~y S" se, e somente se, S’=S5 ou S =85! Denotamos S um conjunto de
representantes das classes S/ ~,. A partir de uma string S € S é possivel obter
um modulo M (S) associado a essa string, conforme veremos a seguir.
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2.1 Mobdulos String

Seja uma string S € S, vamos construir um modulo M (S) associado a S. Se
S = e; é a string trivial, entao M(S) é a representagao de (Q,Z) que possui
um K-espago vetorial unidimensional no vértice ¢ e o espaco vetorial nulo nos
demais vértices, ja as aplicagoes entre tais espagos sao, obviamente, todas nulas.
Neste caso, temos o A-modulo simples S(i). O caso em que S =e¢; ' & igual.
Se S=s1...5, €S éuma string nao trivial, vejamos a construcao no exemplo
ilustrativo abaixo e, posteriormente, facamos a formalizacao.

Exemplo Ilustrativo: Seja A a algebra de caminhos do quiver com relagoes abaixo.

2 b T = <ea, db, abc— fg >

/ \/
\/

E facil ver que esta algebra é bisserial especial. Considere a string S = f~'ad'ef.
Representemos S graficamente na forma linear de maneira compativel com o
passeio percorrido no quiver, de modo que uma flecha « seja representada para
a direita s(a) ——=t(a) e uma inversa de flecha S~ seja representada para a

esquerda () L s(B) .

Representacao Grdfica.

4t 52,34 g .5 7.4 (2.1)
Considere o K-espago vetorial gerado por {z1,2s,...,26} e a seguinte represen-
tacgao grafica associada a anterior

21f22a23d24ez5f26 (2.2)

Para cada vértice i € {1,2,...,6}, tomamos o K-espago vetorial M(S); gerado
pelos elementos z;’s da representacao grafica (2.2) correspondentes ao respectivo
vértice . No caso do vértice ndo aparecer em (2.1), definimos o espago como o
gerado pelo conjunto vazio. Por exemplo, ao vértice 5 estao associados os elementos
z9 e zs, portanto, M(S)s = < 23,25 >, jA o vértice 1 nao aparece em (2.1),
logo M(S); = < @ >. De forma similar, obtemos os demais K-espagos vetoriais
referentes a cada vértice da representacao
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M(S)l =<d>=0 M(S)4 =<2z21,% > = K?
M(S)z =<d>=0 M(S)5 =< 29,25 > = K?
M(S); =<z3>= K M(S)s =<z4>2= K.

As aplicacoes entre estes espacos sao construidas pela agao das flechas que apare-
cem em (2.2). Por exemplo, vamos construir a aplicagao M : M(S)s — M(5);
que corresponde & flecha a do quiver. Como a base de M (S); ¢é dada por
{22, 25} veremos qual é a agao da flecha a sobre estes elementos em (2.2). Temos
que o elemento 2z, é levado em 23 e 25 nao sofre acao desta flecha. Portanto,
a matriz associada a respectiva aplicagdo linear ¢ dada por M = (1 0)T. De
forma similar, obtemos as matrizes associadas as demais aplicacoes lineares, nas
respectivas bases de cada espago, como listamos abaixo.

M=(1 0" N=P=W=0, Q=(1), R=(0 1), T:(g ?)

O modulo (como representagao) M(S) ¢ dado como segue

0 N
/
0
X
K
O leitor pode verificar que existe um isomorfismo entre os moédulos correspondentes
a uma string e a sua inversa M (S) = M(S™1).

K @ K
w /
R
K2
T

2

Formalizaremos a construcgao feita no exemplo ilustrativo. Seja S = s;...s, uma
string. Considere a aplicagao

w:{l,2,....,.n+1} — Qo

{ u(1) )= s(s1)

u(i+1)=1t(s;), 1<i<n

Representemos S graficamente na forma linear de maneira compativel com o pas-

seio percorrido no quiver, de modo que se s; for uma inversa de flecha, entao seja
-1

S, .
representada por #(s; ') <—— s(s; '), masse s; for uma flecha, seja representada

S; . o ) . . .
por s(s;) ——1t(s;) . A seguir omitiremos o sentido das flechas visto que estamos
lidando com um caso arbitrério.
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Representac¢ao Grifica

51 S92 Sn—1 Sn

u(1) w(2) u(n+1)

Definimos uma representacao M (.S) do quiver (Q,Z) como segue. Para cada vér-
tice v € Qy, considere o conjunto I, = u~'(v) C {1,2,...,n+ 1}. Considerando
{z1,...,2n41} como uma base de um espago vetorial de dimensao n+ 1, para cada
vértice v € @y, tomaremos o espago vetorial M(S), cuja base é {z; : j € I,},
isto 6, M(S), = K#I» onde I, é a cardinalidade de I,. Para toda flecha
a € @ tal que M(S)ga) #0 e M(S)iya) # 0, definimos a aplicacdo linear 7y,
nas respectivas bases, por

Yo - M(S)S(a) — M(S)t(a)
Zi+1, S€ S5 =«

Z; — ’ya(Zi) = Zi—1, S€ 81 =«
0, ses;Aaes_1#a

1

Pode-se verificar que M (S) = (M(S).,Va) ¢ uma representacao do quiver (Q,7).
Além disso, mostra-se que M(S) = M(S’) se, e somente se, S’ = S*. Desta
forma, a construgao do modulo M(S) estd bem definida no conjunto de repre-
sentantes de S. Da equivaléncia mod A ~ repy(Q,Z), obtemos um A-modulo,
o qual denominamos mddulo string.

Exemplo 28 Seja a dlgebra bisserial especial definida pela dlgebra de caminhos
do quiver com relacoes abaixo.

b
/\1/\2/-\ I =<da ¢, ab, be, da, a®> —bd >

Considere a string S = ad 'cb™. A aplicagdo

w:{1,2,3,4,5) — Qy={1,2}
1 — u(l) = s(a) =2
2 — w(2) =t(a) =2
3 — u(3)=t(d ) =1
4 — u(4) =t(c) =1
5 — w(b) =t ') =2

nos induz a representacao grifica abaizo.

2
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92— % o9 9 ¢ 1 b9 (2.3)

21 = 29 d 23 £ 24 b 25 (2.4)

Dai, obtemos I, = {3,4} e I, = {1,2,5}. Com isso, temos M(S); = K*? e
M(S)y = K3, cujas bases sio {23,214} e {21, 2,25}, respectivamente. De acordo
com (2.4), construimos as matrizes associadas as respectivas transformagoes line-
ares. Portanto, obtemos o sequinte modulo

onde

Ya - M(S)2 — M(S)2 Yo - M(S)2 — M(S)l
21 — 2 21 — 0
29 — 0 29 — 0
25 — 0 Zs5 — 24

Ye - M(S)l — M(S)l Yd - M(S)l — M(S)2
Z23 > 24 23 > 29
Z4 — 0 Z4 — 0

Estas aplicacoes, nas respectivas bases, sao dadas pelas matrizes

2.2 Mobdulos Band

Seja A= K(Q,Z) uma algebra bisserial especial. Considere 8" C S o conjunto
das string S mnao triviais tais que a composicao S™ esta definida, para todo
n €N, e que S nao é poténcia de uma string de comprimento menor. Se S € &',
entdo S é denominada band. Definimos uma relacao de equivaléncia ~, em &',
tal que S ~;, S’ se, e somente se, S’ = S*! ou S’ & uma permutacao ciclica
de S ou uma inversa de uma permutacao ciclica de S . Em outras palavras, se
S=51...5, ¢ S~y entdo S’ =S5t ou S =s;...5,5...5_1 para algum
t€{2,...,n} ou S éinversa de uma permutacao ciclica. Denotamos &’ um
conjunto de representantes das classes de S’/ ~,
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Seja S = 5185...5, € 8 uma band. Dados um espaco vetorial V e um
automorfismo ¢ : V. — V, o par (V,¢) induz uma estrutura de K[T,T7']-
modulo em V) onde a acao (& direita) ¢ definida nos geradores T e T~! por
(T,v) — o(v) e (T, v) — ¢ (v), para todo v € V. A partir da band S e
do automorfismo ¢ construiremos um modulo M (S, ¢).

Exemplo Ilustrativo: Seja A a élgebra bisserial especial definida pela dlgebra de
caminhos do quiver com relagoes abaixo.

b a
1 2 3 I =<ab,cd >
d c

Considere a band S = a~'cbd ta='c. Como as poténcias S™ estao definidas para
todo n € N, representaremos graficamente a band como um ciclo, o qual sera
percorrido no sentido horario.

Representacao Grifica.

- 3. (2.5)

N /

1<

. C
\
2
b

A esta representacao grafica associamos o diagrama

Id
[ — (2.6)

|
1

onde V; =V, paratodo i€ {l,...,6}, e Id é aplicagao identidade. O automor-
fismo ¢ é colocado em uma tnica flecha, que pode ser escolhida aleatoriamente.

Para cada vértice ¢ € {1,2,3} , tomamos o K-espago vetorial M (S); como a
soma direta dos espagos V;’s de (2.6) que est@o associados ao respectivo vértice
i. No caso em que o vértice nao aparece em (2.5), tomamos o espago gerado pelo
conjunto vazio. Por exemplo, ao vértice 2 estao associados os espagos Vi, V3 e Vs,
portanto M (S, )y = V4 @ V3@ V. Desta forma, obtemos os demais K-espagos
vetoriais, referentes a cada vértice da representagao, que sao M (S, ), = Vi e
M(‘Sa@)B = VL& V.
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As aplicagOes entre estes espacos sao construidas pela acao que as flechas de
(2.5) “desempenham” em (2.6). Por exemplo, vamos construir a aplicacdo P :
M(S)s — M(S)2 que esta associada & flecha ¢ do quiver. Como M(S); =
Vo @ Vg, veremos qual agao a flecha ¢ exerce sobre cada espago de (2.6). O espago
V, & levado pela identidade em V3 (segundo espago da soma direta em M (S, )o
) e Vg élevado por ¢ no espago Vi (primeiro espago da soma direta em

M(S,p)s ). Portanto, na ordem em que escrevemos, a matriz em bloco associada
0 Id 0

a respectiva aplicacao linear é dada por P = ( o 0 0) Fixada tal ordem e
uma base de V', as aplicacoes estao associadas as matrizes blocos listadas abaixo,

onde ¢ denota a matriz associada ao automorfismo ¢ na base fixada para V.

0 0
Id 0 O 0 Id 0
w(0 ) we(w) ao(nu) o-(i

Em resumo, o médulo (como representagao) M (S,¢) é dado por

M(S,¢): V P —

Formalizaremos a construcao da representacao associada a band feita no exem-
plo ilustrativo. Seja A = K(Q,Z) uma &lgebra bisserial especial e sejam
S =5183...8, €S uma band, V um K-espaco vetorial e ¢ um automorfismo
de V. Para cada vértice v € @, considere I, =u '(v) e I =I1,N{1,2,...,n}.
Na representagao grafica da band S indicaremos a boa defini¢ao de suas poténcias
representando-a na forma de um diagrama ciclico, de modo que se s; for uma

. L. . S; . .
flecha, a representaremos no sentido horario (i) ——u(i+ 1), ese s; for a in-
st
versa da flecha s; ' sera representada no sentido anti-horério u(i + 1) <—— u(4) .

Representacao Grdfica.

)T T
e e
~\ﬁ___/u<4>%

Para cada vértice v € Qo, definimos M (S, ), = @icp, Vi, onde V; =V, para
todo 7 € {1,2,...,n}. Para todo 1 < i < n, denotemos por f; os seguintes
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morfismos

[d:V,— Vi1, se s;,€Q1 e 1<n
f— Id: V., —V;, se si_lEQl e 1<n
L o:V,— Vi, se s, €Q1 e i=n
o:Vi—V,, se s;'€Q e i=n

Considerando a ordem dos naturais para os conjuntos de indices {i € I ;(5)} e

. , .
{j € It(ﬂ)}, obtemos uma ordem para as somas diretas @ielg(ﬂ)v; e @jeq(ﬂ)‘/},

respectivamente. Defina a matriz em bloco

g gi2 .- Gk
921 G922 ... G2k

Jﬁ — . . . . )
9m1 9Gm2 - Gmk

onde m e k sao as cardinalidades de [ ;(5) e It’(ﬁ), respectivamente, de modo que
grs = fi, se s(f;) éa r-ésima componente de @iep(ﬁ)‘/; e t(f;) éa s-ésima com-
ponente de @jg{w)v}, e ¢grs = 0, caso contrario. Dessa forma, para cada (€ )1,

JP & a matriz associada a aplicacao linear Vg Dier (mVi
S

Pode-se verificar que M (S, ¢) é uma representacao do quiver com relagdes (Q,Z).
Além disso, M(S, ) = M(S",¢') se, e somente se, (V,p) e (V' ¢') sao isomor-
fos (como K[T, T ']-médulos) e S ~;, S’. Assim, a construgao do modulo band
estd bem definida em §’. Da equivaléncia mod A ~ rep,(Q,Z), temos M(S, ¢)
um A-modulo, o qual denominamos mddulo band.

Exemplo 29 Seja A a dlgebra bisserial especial definida pela dlgebra de caminhos
do quiver com relacoes abaixo.

b
/\1/\2/-\ I =<da ¢, ab, be, da, a®> —bd >

Considere a band S = ad~tcb™' e ¢ : K2 — K? o automorfismo cuja matriz

associada na base candnica € ( (1) i\ ), com 0#\e K.

31



Representagao Grifica.

a Id

¢ Id

Temos I} = {3,4} e I, = {1,2}, logo M(S,¢); = Vs ®dVy e M(S,¢)y =
Vi @& Vy. Agora, vamos construir as matrizes em bloco associadas as respectivas
aplicagoes lineares v, : M(S, @) — M(S,¢)2, Yo : M(S, )2 — M(S,¢)1,
Ye: M(S, )1 — M(S,¢)1 e ~a: M(S,0)1 — M(S,p)s. Temos os sequintes
morfismos f1 =1d : Vi, — V5, fo=1d: Vg — Vy, f3=1d: V3 — V) e
fi=p: Vi — Vy. Dai, obtemos as matrizes

o O OO
o O O O
o OO -
O O = O
o O O O
S O O O
S O O =
S O = >

Com 1sso, obtemos o maodulo band associado a representacao abaizo.

N Jb -

N e
ICE NG =
\\./ Jd \,/

No Capitulo 4, veremos que modulos string e band sao quase todos os modulos
indecomponiveis de uma algebra bisserial especial.
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Capitulo 3

Algebras String

Algebras string sao um caso particular das algebras bisseriais especiais.

Definicao: Uma algebra A ¢é string se é isomorfa a algebra de caminhos de um
quiver (Q,Z) satisfazendo

(i) Cada vértice i € @)y ¢ inicio ou término de no méaximo duas flechas;

(ii) Para cada flecha [ € @, existe no maximo uma flecha « € @; tal que
af ¢ T e no maximo uma flecha v € @, tal que [y ¢ Z;

(iii) O ideal admissivel Z ¢é nulo ou gerado apenas por relagoes monomiais.

Observe que a tnica diferenca entre a definicao de algebras bisseriais especiais e a
de string é o item (iii). Um dos objetivos deste trabalho é descrever os modulos
indecomponiveis e os espacos de morfismos irredutiveis de uma algebra bisserial
especial. Para descrevermos uma base destes espacos e, consequentemente, as
sequéncias de Auslander-Reiten, partiremos de uma bela descricao combinatoria
dada por Butler e Ringel 6] para algebras string. Desta forma, neste capitulo
abordaremos tal descricao e, no proximo capitulo, a estenderemos para o caso em
que a algebra é bisserial especial.

Como podemos perceber, dlgebras string sao de fato um caso particular de algebras
bisseriais especiais.

Exemplo 30 As dlgebras de caminhos dos quivers com relagoes dos itens (a), (b)
e (c) definem dlgebras string, enquanto a do item (d) nao, pois nao satisfaz a
condi¢ao (i) da defini¢ao.

(a) 3—L-92-° 14 (b) 3
| N
1 1 a 2
T = <ca> 7T = < abc >
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(c) ~ (d) D
/ \ -
I = <abc,de > I = <a? ac>

No item (c), como algebra bisserial especial, os passeios p; = abce™ e py = aa™'de
nao sao string, visto que abc é uma relagao monomial em p; e, em po, a flecha «a
se encontra seguida da sua flecha inversa. Jé os passeios p3 = d tab e py = b ta™!
sao string. Observe que as string da algebra de caminhos deste exemplo sao as
mesmas da algebra de caminhos do item (b) do exemplo 26 em que trabalhamos
a algebra de caminhos do mesmo quiver com ideal admissivel Z = < abc — de >.
Isso decorre do fato de que os subcaminhos maximais da relacao binomial abc— de
daquele exemplo se tornaram relacoes monomiais nesta algebra string. Portanto,
como os passeios que contém subcaminhos maximais nao sao string, também nao
os serao nesta algebra. A relagao entre estas algebras, bisserial especial e string,
serd fundamental no proximo capitulo.

3.1 Mobdulos Indecomponiveis

Como um caso particular de dlgebras bisseriais especiais, também podemos cons-
truir modulos string e modulos band de éalgebras string. Se A for uma élgebra
string, veremos que estes modulos sao todos os  A-moédulos indecomponiveis, a
menos de isomorfismos. Esse resultado foi primeiramente obtido por Gel'fand e
Ponomarev [11], em 1968, num outro contexto.

Teorema 31 (veja [6] e [10]) Seja A= K(Q,Z) uma dlgebra string. Os modulos
string M(S), com S € S, e os mddulos band M(S',p), com S'€ S e ¢ um
automorfismo de um K-espago vetorial V', formam um conjunto completo de
A-mddulos indecomponiveis, a menos de isomorfismos.

3.1.1 Projetivos e Injetivos Indecomponiveis

Seja A= K(Q,Z) uma algebra string. Para cada vértice i € @y, sabemos que a
representagao P(i), cujos espagos vetoriais referentes a cada vértice j € Qo sao
dados por P(i); = K[Q(i,j)] e cujas aplicacoes lineares referentes a cada flecha
a, nas respectivas bases, sao dadas por Q(i,a) (como abordamos na péagina 14)
¢ uma representacao projetiva. Portanto, da equivaléncia mod A ~ repy(Q,Z),
esta representagao corresponde a um modulo projetivo. Veremos que ele é um
modulo string e como caracteriza-lo.
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Exemplo 32 Seja A a dlgebra string definida pelo quiver com relagoes a sequir.

1 2 3 T =< ab,cd >

Aplicando os resultados da Subse¢ao 1.3.1, o mddulo projetivo P(3) € dado por

[0 7)

P(3) : K? K? K
10 © 1
(00)

O calculo dos caminhos partindo de 3 para os demais vértices pode ser visualizado
na representacao grafica abaixo.

Esta representagdo grdfica estd associada a string S = d *a~'cb e corresponde
a string de comprimento maximal formados a esquerda e a direita partindo do
vértice 3. Observe que o mdodulo string M(S) € exatamente P(3) e isto seque da
construgao de modulos string. Isto nao € uma coincidéncia.

Proposicao 33 (veja [6]) Para cada vértice i € Qo, o0s correspondentes mddulos
projetivo P; e injetivo I; sao mddulos string determinados por string S e S’
de comprimento mazimal da forma abaizo.

P, = M(S), onde S = 5152, com Sy inversa ou trivial, Sy direta ou trivial e
t Sl) = = 5(52).
I, = M(S"), onde S" = 515, com S, direta ou trivial, S inversa ou trivial e

((S)) = i = s(S}).

Exemplos 34 Considere as dlgebras string definidas pelos quivers com relagoes

(Q,Z) abaizo.

(a) 1 2 3 T =<ab,cd >

Observe que a string inversa S; = d ta™! termina no vértice 8 e nao pode ser

composta a esquerda por nenhuma inversa de flecha. Por outro lado, a string
Sy = ¢b comega no vértice 3 e possui comprimento maximal como string direta.
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Portanto, pela Proposi¢io 33, o mddulo projetivo Py = M(d ta='ch). Com esse
raciocinio, os modulos abaizo sao seus projetivos e injetivos indecomponiveis.

P1 = M(el) Il = M(adb‘lc_l)
P, = M(bild) I, = M((lcil)
Py = (d 1 _1Cb) I; = M(63)

(b) 1<b—2\/> T =<a®>

Note que a string direta de comprimento maximal que termina no vértice 1 é
S1 = ab. No entanto, nao existe string nao trivial tnversa que composta com
S1 continue sendo uma string. Portanto, pela proposicao 33 o mddulo injetivo
I, = M(ab). De maneira andloga, obtemos seus mddulos projetivos e os demais
mjetivos, como listados abaixo.

Ple(el) Ile(ab)
P2 = M(b‘lab) _[2 = M(CL)

3.2 Morfismos Irredutiveis

Para descrevermos os morfismos irredutiveis em algebras string sera necessario
compreendermos como acontece a composicao de uma string com as string triviais.
Para isso, definiremos duas aplicacoes que “polarizam” o quiver.

Polarizagao do Quiver: Seja A = K(Q,Z) uma élgebra bisserial especial. Uma
polarizacao do quiver é formada por duas aplicagdes de polarizag¢do (nao tnicas)
o,e: Q1 — {—1,1} que satisfazem:

(i) dadas duas flechas a; # ay tais que s(ag) = s(ag), entao o(ay) = —o(az);

(i) dadas duas flechas (1 # (s tais que t(51) = t(f2), entao (f;) = —e(fa);

(iii) se a e [ sao duas flechas tais que t(a) = s(8) e af ¢ I, entao e(a) =
—a(B);

(iv) seJa i € Qo um vértice em que existe uma Unica flecha o € @Q; tal que
t(a) = 7 e uma tunica flecha [ € @7 tal que s(8) = i. Se af € I, entdo

e(a) = ( )-

Para simplificar a notacao, os sinais + e — serao usados no lugar de +1 e —1
da polarizagao, respectivamente. Desse modo, adotaremos a notagao grafica oza((a))

para indicar a polarizacao de uma flecha «. Definimos também a polarizacao da
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sua inversa formal por o(a™!) =¢(a) e g(a!) = o(a), denotando graficamente

por (a‘l)z((z)). Estendemos estas aplicagoes para string. Para a string trivial

definimos o(e;) = +1 e e(e;) = —1, enquanto para sua inversa o(e; ') = —1 e
e(e;t) = +1. Dada uma string ndo trivial S = s;...s,, definimos o(S) = o(s)
e €(5) =c¢(s,). Ja vimos que a justaposi¢ao de duas string nao triviais S e S’
estd bem definida se, e somente se, SS’ é uma string. Podemos verificar que isso
é coerente com a definicao de polarizacao, pois SS’ é uma string se, e somente
se, €(5) = —o(5’). Assim, neste caso, definimos a composicao S-S = S5
Estendemos a composigao para o caso em que S ou S’ sdo triviais. Se S = e;,
s(S") =1 e o(5') = 41, entdo definimos e; - S’ =5". Se ' =¢; t(S)=1i e
e(S) = —1, definimos S -e; = S. De modo similar, definimos as composi¢oes pela
inversa da string trivial.

Exemplo 35 Seja A a dlgebra string definida pela dlgebra de caminhos do quiver
com relagoes a sequir.

SN T\
C\/}\/z\/a I =<ad® ¢, bd, db>
d

Vamos polarizar o quiver. Definimos o, € : Qo — {—1,+1} duas aplicagies
que satisfazem as condigoes da definigao. Como as flechas a e b tém inicio

no mesmo vértice (s(a) = s(b) = 2), temos o(a) = —o(b). De forma andloga,
o(c) = —o(d). Por outro lado, as flechas a e d possuem o mesmo final
(t(a) = t(d) = 2), assim e(a) = —e(d). Analogamente para as flechas b e ¢,
obtemos e(b) = —e(c). Além disso, ab, be, cd, da ¢ I, logo £(a) = —o(b),
e(b) = —o(c), elc) = —o(d) e e(d) = —o(a), respectivamente. Como as
aplicagoes de polarizagio o e & mnao sao unicas, podemos escolher o(a) = +1,
consequentemente, o(b) = —1 e e(d) = —1. Desta ultima, temos c(a) = +1.
Como nao hd mais nenhuma condi¢cao que dependa da escolha realizada, devemos
efetuar uma nova escolha. FEscolhendo o(c) = —1, obtemos que o(d) = +1,
consequentemente, e(c) = —1 e ¢(b) = +1. Desta forma, obtemos o quiver

polarizado abaizo.

-
//\\1 /&2/\

c_ A T~ 7\ af
AN at A

Alguns conceitos serao necessarios para descrevermos morfismos irredutiveis de
uma algebra string.

Definigao (cume e abismo): Seja A = K(Q,Z) uma algebra string. Seja S
uma string.

(a) Dizemos que S comeca em um cume (resp. S termina em um cume) se nao
existe uma flecha o € Q; tal que «-S (resp. S-a~ ') éuma string.
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(b) Dizemos que S comega em um abismo (resp. S termina em um abismo) se
nao existe uma flecha € Q; tal que B7'-S (resp. S-3) é uma string.

Exemplo 36 Seja A a dlgebra string definida pela dlgebra de caminhos do quiver
com relacoes a sequir, jd polarizado.

i — -
c_\/\1<b;2/\>I I =<d, &> (3.1)
Observe que a string ey nao comega em um cume, pois como £(c) = —o(ey),
temos c-e; = ¢ € string, e também nao termina em wm cume, uma vez que
e1 - b1 = b~ também € string. Por outro lado, a string e;' também ndo
comega mem termina em um cume, pois b-e;' =b e et -c' = ¢! sdo

string, respectivamente. A string e, comega mas nao termina em um cume, jd
que esat=a"t € string. Agora, a string 651 nao comega mas termina em um
cume, visto que ae,” = a € string. Neste exemplo, podemos perceber quais flechas
podem ser compostas com as string triviais. Veremos mais adiante a importincia
dessa verificacao.

Sejam duas string E = s1...5, € F =c...cy, com m, n >0 e seja [
uma flecha tal que ESF ¢é uma string que, consequentemente, tem comprimento
m +n+ 1. De acordo com a construgao dos modulos string M(F) e M(EBF),

considere que os elementos zy,2s,..., 2,41 estejam associados aos vértices de E

e que 2p,%y,...,2, ..o correspondem aos vértices de EBF. Assim, obtemos
3 g / / !/

uma imersao < 21,22,..., 2041 > > < 21,29,..., 2, 00 > que leva cada

elemento z; em =z}, para 1 <i <n+ 1. Esta imersao induz uma inclusao em
cada subespaco (de cada vértice) e pode-se verificar que tais inclusoes formam um
morfismo M (F) ——= M(ESF) chamado imersao canoénica.

Por outro lado, se fizermos o quociente M (ESF)/M(F) obteremos exatamente
o modulo M (FE), o que induz um morfismo de M(ESF) em M(FE) que leva
cada elemento 2/, 414 em Z;, para 1 <7 < m + 1. Tal aplicagao ¢ denominada
projecao candnica. Vamos constatar, no proximo lema, que algumas imersoes e
projecoes candnicas sao morfimos irredutiveis.

Seja S uma string que nao comega (resp. nao termina) em um cume, entao existe
uma flecha By € Q1 tal que [yS (resp. SB,') ¢ uma string, a qual levamos
a comecar (resp. terminar) em um abismo acrescentando, se possivel, todas as
composigoes de inversas flechas (resp. flechas) permitidas. Assim, obtemos o
operador

RS =61 B By S (resp. Spi=S- By B By)
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Dualmente, se S ndo comeca (resp. nao termina) em um abismo, temos 7, 'S
(resp. S70) € uma string, para alguma vy € @, levando-a a comecar (resp.
terminar) em um cume, obtemos o operador abaixo.

S =YYy oS (resp. Soi= 5 q0m )

Lema 37 (veja [0]) Seja A= K(Q,Z) wma dlgebra string.

(a) Se S € uma string que nao comega (resp. nao termina) em um cume, entao

a imersao canonica 0 — M(S) — M (,S) (resp. 0 — M(S) — M(Sy)) ¢€
wrredutivel na categoria de A-maodulos.

(b) Se S € uma string que nao comega (resp. nao termina) em um abismo, entdo

a proje¢ao canonica M (.S) — M(S) — 0 (resp. M(S.) — M(S) — 0) ¢€
irredutivel na categoria de A-mddulos.

Em [0], a demonstragao deste lema foi baseada em propriedades de certos funtores
que foram obtidas por Ringel em [10].

Exemplo 38 Na dlgebra de caminhos do exemplo 36, ja sabemos que a string
S =e; nao comega nem termina em cume. Com isso, temos

W=c-e1=c e S, = ey - b tabe = b Labe.

Observe que a string ¢ jd comeca em um abismo, por isso, nao foi necessdario
compd-la com inversas de flechas a esquerda. A tmersao candnica no vértice 1 é
dada por fi1: <z > — < 2,2, > tal que fi(z1) = 2, dai obtemos

M(S) Q{ 0 OQ

0 1) 0

M(,S) : CK? 0 03

3.3 Sequéncias de Auslander-Reiten

Nesta secao, vamos descrever sequéncias de Auslander-Reiten em algebras string.
Como vimos, na Secao 3.1 deste capitulo, na categoria de modulos de uma &lge-
bra string, os moédulos string e os band formam um conjunto completo de mo-
dulos indecomponiveis, a menos de isomorfismos. Descreveremos separadamente
as sequéncias de Auslander-Reiten envolvendo modulos string das que envolvem
modulos band.
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Sequéncias com 1 termo central indecomponivel: Sejam A = K(Q,Z) uma
algebra string e [ € ()1 uma flecha. Como A tem dimensao finita, podemos
compor a flecha [ quantas vezes for possivel de modo a obtermos uma string de
comprimento maximal da forma

-1 -1 —1 ~1
Buw = o ..o By Y
N N o

e
u

v

ou seja, de modo que f3,, comeca em um abismo e termina em um cume, podendo
u e v serem triviais. Como a string w nao termina em um abismo, ji que
uf & string, temos wu. = u - -v. Pelo Lema 37, obtemos que o morfismo
M(u-f-v) — M(u) — 0 & irredutivel em mod A. Por outro lado, como fv &
string, a string v nao comeca em um cume. Logo, pv = u-[-v, consequentemente,
0 — M(v) — M(u-p-v) éirredutivel em mod A. Portanto, cada flecha g € Q)
induz uma sequéncia

0 —= M(v) ——= M(ufv) 2= M(u) —0,

que é exata curta, pois as aplicacoes ¢ e p sao imersao e projecao, respectiva-
mente, e Im i = M (v) = Ker p. Além disso, pelo Teorema 20 esta sequéncia é de
Auslander-Reiten, uma vez que é formada por morfismos irredutiveis e os moédulos
M(v) e M(u) sao indecomponiveis. Desta forma, obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 39 Seja A = K(Q,Z) wuma dlgebra string. Cada flecha [ € Q4
induz uma sequéncia de Auslander-Reiten

0——= M) —=M(u-5-v) M (u) 0,

onde u e v Ssao string inversas, tais que u - -v € uma string que comega em
abismo e termina em cume.

Posteriormente, constataremos que as sequéncias de Auslander-Reiten induzidas
por flechas sao as tinicas que contém modulos string onde o termo central é inde-
componivel.

Exemplo 40 Considere a dlgebra de caminhos do exemplo 36. Para a flecha a,
temos
Q= ¢ b Lea- eyt
SN—— ~~

u v

Note que a string a,, comeca em um abismo e termina em um cume. Como
eyt ~ey, ¢ ~gbe e clbla ~, a"tbe, obtemos a sequéncia de Auslander-
Reiten abaixo

0 — M(ey) — M(a ‘bc) — M(bc) — 0 .
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Para a flecha b, temos

by = a L b-c a7t
~ N—
u v

e, consequentemente, a sequéncia de Auslander-Reiten

0 — M(abc) — M(abch™a) — M(a) — 0 .

Similarmente, para a flecha c, obtemos

Coup = 61_1 b tat.
~~ S——

Logo,
0 — M(ab) — M(abc™') — M(e;) — 0

€ a sequéncia de A.R. induzida pela flecha c.

Sequéncias com dois termos centrais indecomponiveis: Agora, obteremos
as sequéncias de Auslander-Reiten que comegam com um determinado modulo
string M(S), que nao é o primeiro termo de uma sequéncia induzida por flecha
(visto que estas sequéncias ja foram descritas). Estas sequéncias estao compreen-
didas em quatro casos.

Caso 1: S nao comega e nao termina em cume.

Como S ndo comega em um cume, M (S) nao ¢é injetivo, uma vez que os
injetivos sao determinados por string S’ = 5155 de comprimento maximal, onde
S} é direta ou trivial e Sy ¢é inversa ou trivial. Logo, existe uma sequéncia de
Auslander-Reiten comegando com o modulo M(S). Se M(S) fosse o primeiro
termo de uma sequéncia induzida por flecha, deveriamos ter S ~; v, onde v ¢é
uma string inversa de comprimento maximal ou trivial. Mas pelo fato de S nao
terminar em um cume, S ainda pode ser composta, a direita, por uma inversa de
flecha. Consequentemente, M (S) nao pode ser primeiro termo de uma sequéncia
induzida por flecha. Podemos verificar facilmente que (,S5), = 1(Sh), assim defina

M(S) (nSh) e,
consequentemente, obtemos que a sequéncia abaixo, cujos morfismos sao induzidos
por imersoes canonicas, é exata.

12

wSh = (nS)n = 1(Sk). Temos um isomorfismo

Além disso, a sequéncia acima também é uma sequéncia de Auslander-Reiten, pois
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pelos Lemas 37, 19 e 18 seus morfismos sao irredutiveis e, como ja sabemos que
M(S) e M(,Sy) sao indecomponiveis, pelo Teorema 20, segue o resultado.

Caso 2: S nao comeca mas termina em cume.

Como S nao comega em um cume, entao existe uma flecha o € @) tal que
aS é string. Além disso, S nao pode ser inversa de comprimento maximal ou
trivial, pois caso contrario M (S) ¢é o primeiro termo da sequéncia induzida pela
flecha «. Assim, S tem a forma S = DByB;"...5 !, onde By ¢ a tltima
flecha (nao inversa) de S, as f;’s sao flechas ou string triviais, para 1 <1i <,
e D éuma string (pode ser trivial). Dai, D nao termina em um abismo, pois
DBy é string. Logo, podemos levar Df; a terminar em um cume, de modo a
obtermos S = D, o que nos garante que os morfismos M(S) — M(D) — 0 e
M(,S) — M(,D) — 0 sao irredutiveis. Como s(S) = s(D) e S nao comega
em um cume, D também nao comeca. Logo, podemos levar oD a comecar em
um abismo, obtendo a string ,D. De forma similar ao Caso 1, a sequéncia

0— M(S) — M(,S)® M(D) — M(,D) — 0

é uma sequéncia exata. De novo, pelos Lemas 37, 19 e 18, os morfismos sao
irredutiveis e como M(S) e¢ M(,D) sao indecomponiveis, segue do Teorema 20
que a sequéncia acima também é uma sequéncia de Auslander-Reiten.

Caso 3: S comeca mas nao termina em cume.

Este caso é dual ao anterior, de modo que a string S deve ter a forma S =
Bi...BBy D,onde ;' éatltima inversa de flecha, as f;’s sdo flechas ou string
triviais, para 1 <1i <t , e D é uma string (pode ser trivial). Assim, S =, D
e, consequentemente, os morfismos M(S) — M(D) — 0 e M(S,) —
M (D)) — 0 s@o irredutiveis. Assim, temos a sequéncia exata

0 — M(S) — M(Sy)® M(D) — M(Dy) — 0

comegando com o modulo M (S). De forma similar, esta sequéncia é de Auslander-
Reiten.

Caso 4: S comeca e termina em cume.

Como S comega e termina em cume, deve ser da forma S = ay ... EB; ... 57,
onde E éuma string e as composigoes entre as «’s e as [3’s sao maximais. Do fato
de M(S) nao ser injetivo, a string E mnao pode ser trivial e, pela maximalidade
das composicdes a direita e & esquerda de C, esta deve ter a forma E = ag' D,
onde D é uma string (pode ser trivial) e «g, [y sao flechas de Q. Com isso,
temos S = ay...apap ' DBBy ... B, Logo, podemos levar ay'D a comecar em
um cume e Dy a terminar em um cume, obtendo S =. D.. Consequentemente,

42



pelo Lema 37, M(S) — M(.D) — 0 ¢ M(S) — M(D.) — 0 sdo morfismos

irredutiveis. Como no Caso 1, constatamos que

0— M(S)— M(.D)® M(D.) — M(D) —0

é uma sequéncia exata. Além disso, de forma analoga aos casos anteriores, esta é
uma sequéncia de Auslander-Reiten.

As sequéncias descritas nos quatro casos acima e as da Proposi¢ao 39 sao todas as
sequéncias de Auslander-Reiten contendo moédulos string. De fato, basta observar
que se M (S) nao é um modulo injetivo, entao a string S possui uma das formas
acima. Diante disso, as sequéncias de Auslander-Reiten contendo médulos string,
com termo central indecomponivel, sao as sequéncias induzidas por flechas, uma
vez que as descritas nos quatro casos possuem dois termos centrais.

Exemplo 41 Seja A= K(Q,Z) a dlgebra string definida pelo quiver com rela-
coes abaizo, jd polarizado.

2
N
1 4
N

3

Da Proposicao 33, os modulos projetivos e injetivos sao

T = <ab,cd >

Projetivos Injetivos

Py = M(e) I = M(bd™)
PQZM(b [QZM((I)
PgZM(d) [3:M(C)
Py = M(a ') Iy = M(ey)

Pela Proposi¢cao 39 também obtemos as sequéncias induzidas pelas flechas.

e Flecha a: A string que comeca em abismo e termina em cume obtida pela
flecha a é ¢ -a- ey . Desse modo obtemos a sequéncia de Auslander-
~~~ ~—

u v
Reiten abaizo.

0——= M(eg) —= M(a"'c) —= M(c) —=0
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e Flecha b: 0—— M(d) — M(bd™!) —= M(e;') —=0

e Flecha ¢: 0—— M(e3') —= M(a"tc) —= M(a) —=0

e Flecha d: 0——= M(b) —= M(bd™') ——= M(e3) —=0 .
Obtidas as sequéncias induzidas pelas flechas, encontremos as demais sequéncias
comecando em um modulo string. Como jd conhecemos os mddulos injetivos, nao

existem sequéncias de Auslander-Reiten comegando com os mddulos M (bd™1),
M(a), M(c) e M(eq). Vamos aos demais.

e A string S = ey mndo comega nem termina em um cume. Como p,S =
b-ey=0b, S,=e;-dt=d?' e ,Sy=0b-e-d ' =bd™t, obtemos

0—= M(er) —= M(b) & M(d™") —= M(bd™") —0 .

o A string S =a"'c comega e termina em cume. Fazendo D = e;', temos
D, = a_lellc = S. Dar,

00— M(a='c) —= M(a) ® M(c) — M(e;') —=0 .

Como esta dlgebra nao possui band, os mddulos string sao os unicos indecompo-
niveis. Portanto, jd temos todas as sequéncias de Auslander-Reiten e o quiver de
Auslander-Reiten abaixo.

De maneira dual a descricao dos quatro casos anteriores, podemos obter as sequén-
cias de Auslander-Reiten que terminam em um modulo string M (.S), de modo que
este nao seja ultimo termo de uma sequéncia induzida por flecha nem um modulo
projetivo. Esta descricao também esta compreendida em quatro casos da forma
abaixo.
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Caso D1: S nao comeca nem termina em abismo.

0 — M(.S.) — M(.S)® M(S,) — M(S) —0

Caso D2: S nao comeca mas termina em abismo.
S tem a forma S = Dvy;'v;...7,, onde 7, ¢é a tltima inversa de flecha de S,

as ;’s sao flechas ou string triviais, 1 <7 <r, e D & uma string (pode ser
trivial).

0— M(.D) — M(.S)® M(D) — M(S) —0

Caso D3: S comeca mas nao termina em abismo.

S deve ter a forma S =7;"'... 7, "D, onde as 7;’s sdo flechas ou string triviais,
para 1 <i<r, v éa altima flecha de S e D éuma string (pode ser trivial).

0— M(D.,) — M(S.) ® M(D) — M(S) — 0

Caso D4: S comeca e termina em abismo.

S tem a forma S = ;.. .B,C_IBOD%_IW ...%, onde [y, sao flechas de Q.

0 — M(D) — M(,D) ® M(Dy) — M(S) —0.

Jé& descrevemos as sequéncias de Auslander-Reiten envolvendo médulos string. Um
fato conhecido (veja [0]) é que ndo existem morfismos irredutiveis entre modulos
band e string, embora possam haver morfismos (redutiveis) entre modulos string
e band, mas estes nao aparecem no quiver de Auslander-Reiten. A seguir descre-
veremos as sequéncias de Auslander-Reiten que envolvem modulos band.

Proposicao 42 Se M(S,¢) wum mddulo band, entao TM(S,p) = M(S,p).

Dai, podemos afirmar que T'(N) é um modulo band. Fazendo a “colagem” dos
primeiros e dltimos termos, as componentes conexas contendo moédulos band sao
formadas por 1-tubos, como veremos em breve. Os exemplos do Capitulo 5 ilus-
tram estes fatos, os quais serao abordados com mais detalhes.
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3.4 Morfismos entre Mo6édulos String

Na segao anterior, dada uma algebra string A = K(Q,Z), descrevemos morfismos
irredutiveis entre A-modulos string. Nesta secao, apresentamos uma bonita téc-
nica grafica que permite construir bases para os espacos de morfismos Hom4(X,Y)
entre dois A-moédulos string X e Y quaisquer. Estas bases sao formadas pelas
chamadas “aplicagoes grafos”. Tal descrigao foi obtida por Crawley-Boevey [7], em
1989, para o caso das algebras de relacao zero, nas quais as algebras string sao um
caso particular.

Antes da formalizacao, ilustremos a construcao de uma aplicacao grafo.

Ezemplo llustrativo. Seja A= K(Q,Z) a algebra string definida pelo quiver com
relagoes

1= 2 “ 3 T =<ac>
Sejam as string S = bc'b e T = cb~'a™'. Lembre que a construcio dos

respectivos modulos string é feita por meio dos graficos abaixo.

c b c b a
1., 2., 1., 2., 1. 2. 3. .

Observe que as string S’ =bc™! e T' = cb™! sao string contidas em S e T,
respectivamente, e ainda temos S’ ~; T’. Além disso, note que toda flecha em
S que termina num vértice de S’ pertence a S’ e que toda flecha em T que
comega num vértice de 7" pertence a 7. Um par (S’,7") com essas propriedades
é chamado par admissivel. Construiremos a aplicagao grafo [ de M(S) para
M(T) associada ao par admissivel (S’,7") exibindo, para cada vértice 7 € @,
uma aplicagao linear f;: M(S); — M(T);, definida nas suas respectivas bases.

e Vértice 1: Definimos f; : < 29,24 > —> < 2, > da seguinte forma: como os
elementos zy e zj se relacionam por ~yg, pois seus respectivos vértices do
quiver estao relacioados, fazemos fi(z3) = z5. Por outro lado, z; nao esta
associado a um vértice de S’, assim fazemos fi(z4) = 0. Logo, a aplicacao
linear f; pode ser dada pela matriz f; = ( (1)
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o Vértice 2: Definimos fy : < 21,23 > — < 2],2, > como segue: de
acordo com a relacao de equivaléncia ~, temos z; relacionado a 2§ e 23
relacionado a z7. Assim, fazemos fo(z1) = 24 e fa(z3) = z;. Dai, fo pode

ser dada pela fy, = (? (1))

e Vértice 3: Como f3:0 — < z4 >, temos f3 = 0.

De acordo com o grafico, olhando da esquerda para a direta, o par admissivel
S, T" estéa definido por z;2327, pois de z; até z3, temos a string S’, enquanto
2z} € o inicio de 7", cujo comprimento é determinado pela equivaléncia S" ~¢ T".
Denotamos esta aplicagao grafo associada ao par admissivel (S’,7") por f(z1232}).
Se dois elementos z; e z; se relacionam, escreveremos z; ~; ;. Deste modo, a
aplicagao grafo f(z12321): M(S) — M(T) ¢ dada por

M(S) : K? K?

, 1 01
sl ()20
M(T) K K? K

E facil ver que f(z1232]) € um morfismo. Para cada par admissivel, podemos
construir uma aplicacao grafo, de maneira similar. Neste exemplo temos apenas
mais um par admissivel, a saber o par (b,b™!) definido por 23z425.

A formalizacao deste exemplo é dada a seguir. Sejam 5" e 1" duas string (podem
ser triviais) contidas nas string S e T, respectivamete, tais que S’ ~, T'. Se
S =T', definimos que os vértices da string S’ se relacionam com os vértices de
T’ a ordem em que estes aparecem (da esquerda para a direita). Se S’ = T""!,
definimos que os vértices de S’ na ordem em que aparecem se relacionam com os
de T’ na ordem contraria, ou seja, da direita para a esquerda. Estendemos tais

defini¢oes para os respectivos elementos z;’s e z}’s.

A aplicagao grafo f(zjz2,) @ M(S) — M(T) correspondente ao par admissivel
(S, T") é dada em cada vértice i € (Qy por

!/ 4 / /

z;, se existe z; tal que z, ~; z

Zr — L.
0, caso contrario

onde z. e z; sao elementos das bases de M(S); e M(T);, respectivamente.
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Crawley-Boevey mostrou que as aplicagoes grafos associadas aos pares admissiveis
formam uma base para o espaco de morfismos entre dois modulos string.

Teorema 43 (veja [7]) Seja A = K(Q,Z) wma dlgebra string e sejam S e
T duas string. O espaco de morfismos Homu(M(S), M(T)) entre os mddulos
string M(S) e M(T) tem como base as aplicagoes grafos da forma  f(zjz1.z,)
associadas ao pares admissivers.

Veja que os pares admissiveis podem ser visualizados no grafico nas formas

onde «,f3,7,0 sao flechas ou caminhos triviais e S" ~  T".

Exemplo 44 Considere a dlgebra de caminhos do quiver com relagoes abaizo.

Esta dlgebra ja foi abordada na pdgina 38 e € uma dlgebra string. Considere as
string S =0b"tabc e T = abc 'b~'a que podem ser representadas graficamente
por

a b c b a
T: 2, 2., 1 1., 2. 2./

Vamos obter uma base para o espago Homy(M(S), M(T)). Observe que o par
(b=1,b) definido por z1292, € admissivel, pois

b a
S/
a b c
Tl

Os demais pares admissiveis sao encontrados de maneira similar. Assim, pelo
Teorema 43, uma base de morfismos de M(S) para M(T) € dada por {f(z2222§),
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f(z12225), f(20242))}, onde estas aplicagoes grafos sao dadas, respectivamente, por

M(S) : CI\(?’ KQ/>

fz2222() 0

/-~
o O
o O
o O
O =
N—

1 0
f(z12225) 0 0
0 0

(R [
M(S) K3 K?
0 0
f(z22427) 1 0 1000
00 01 00
X )
M(T)I K? K*

Exemplo 45 Seja A a dlgebra de caminhos do quiver com relagoes abaizo.

7
a/\1 /\b I =<ad® b, ab, ba >

N\ /

T N

FEsta dlgebra é uma dlgebra string. Considere as string S = b*a™20* e T =

a"2ba"'b? representadas graficamente por

b b a a
S 1. 1, 1, 1, 1., 1., 1.,

2 3

T: 1,<"—1,<"1, b 1, <21,
1 2 4 5

#3
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Pelo Teorema 43, uma base para o espago de morfismos Homy(M(S), M(T)) €
dada por

{f(212121)a f(Z1212z/1)7 f(21212/7>7 f(252521)= f(25252z/;),

flzszs2r),  flazezg),  [lrazszy),  flaazezy),  f(zsze2)} -

Uma descrigao grafica similar para uma base do espago de morfismos Hom 4 (M (S, ¢),
M(T,)) entre modulos band foi obtida, dois anos depois, por Henning Krause.
O leitor interessado pode encontra-la em [13].
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Capitulo 4

De Algebras String para Bisseriais
Especiais

Neste capitulo, vamos apresentar uma descricao dos moédulos indecomponiveis e
dos morfismos irredutiveis de algebra bisseriais especiais. Para isso, partiremos da
descrigao realizada por Butler e Ringel [6] para éalgebras string que foi abordada
no Capitulo 3.

Veremos que a descricao de uma algebra bisserial especial difere da descrigao de
uma determinada algebra string a menos de suas relagoes binomiais, o que torna o
estudo destas bem proximo. Vamos comegar ilustrando a passagem de string para
bisseriais especiais a partir de um exemplo simples.

Seja A = K(Q,Z) a algebra bisserial especial definida pelo quiver com relagoes
abaixo.

2 7T =<ab—cd>
N
1 4
N A
3

Observe que se S é uma string, entao nao possui como subcaminhos os subca-
minhos maximais da relagao binomial, isto é, os caminhos ab, c¢d e suas inversas
nao sao subcaminhos de S (veja definicio na pagina 24). Agora, considere a
dlgebra A = K(Q,7'), onde Z' = < ab, cd >. Ja descrevemos seu quiver de
Auslander-Reiten no exemplo 41. Como as string, em A, sdo aquelas que nao
contém as relacoes monomiais ab e cd, as string, em A, sdo as mesmas de A e,
consequentemente, os modulos string também. Por outro lado, podemos descrever
o quiver de Auslander-Reiten da algebra A utilizando o método de tricotamento.
Veja abaixo os quivers das duas éalgebras.
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Se compararmos os dois quivers de Auslander-Reiten percebemos que estes pos-
suem uma estrutura muito parecida. Podemos verificar que os vetores dimensao
de todos os A-moddulos, exceto o mdédulo projetivo-injetivo @H, correspondem
aos respectivos A-modulos descritos em termos de string. Observe que, em A,
temos uma sequéncia de Auslander-Reiten a mais do que em A, a saber,

0010

e

0— 1110 — {0~ 0111 —=0 .

0100

Em A, o médulo correspondente ao vetor dimensdao (1110) é o moédulo string
M (bd™1), que & injetivo, o que justifica o fato de ndo existir sequéncia de Auslander-
Reiten comegando nele. De maneira dual, isto ocorre para o caso do modulo
projetivo M(a~'c) cujo vetor dimensao correspondente é (0111). Repare ainda
que, em A, eles deixam de ser injetivo e projetivo e surge um novo moédulo
projetivo-injetivo.

Estes fatos nao sao coincidéncias. Veremos que, numa algebra bisserial especial,
para cada relacao binomial, aparece um modulo projetivo-injetivo que nao existia
numa determinada algebra string cuja categoria de moédulos é parecida e este é o
inico a mais.
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Lema 46 Seja A = K(Q,Z) wma dlgebra bisserial especial. Para cada relagao
binomial A\p + uq € Z, com M\, u € K nao nulos, existe um maodulo projetivo-
injetivo indecomponivel M(Ap + pq) = P; = I;, onde j = s(p) = s(q) e i =
t(p) = t(q).

Demonstragao: Sejam p e ¢ caminhos em (Q,Z) tais que p=p;...p, €
¢q=qi...qn contém os vértices i,,js’s (ndo necessariamente distintos), como no
diagrama abaixo.

ln—1 11
e X
i J
@
qm
jm—l N

Suponha que exista um vértice k € Q, tal que k & {i,j,i,,7s: 1 <r<n—1;1<
s < m—1}. Vamos mostrar que nao existem caminhos em (Q,Z) que partem do
vértice j e chegam ao vértice k. Do fato de A ser bisserial especial, concluimos
que qualquer caminho partindo de j deve passar por p; ou por ¢, uma vez que o
vértice j ja é a origem dessas duas flechas. Além disso, a partir de um vértice i,,
1 <r <n-—1,s6 se pode passar pela flecha p,,1, pois qualquer outra composicao
P, com p,.i1 # B € Qq, deve pertencer ao ideal Z. De forma analoga ocorre para
o caminho ¢. Logo qualquer caminho partindo de j deve conter todo o caminho
p ou todo o caminho ¢. Por outro lado, se existir uma flecha « € @)1 tal que
s(a) =1, ppa €T ou g, € Z, digamos p,a € Z, entao qo = —ﬁ(pa) € Z. Com
isso, nao se pode chegar ao vértice k € (), se partirmos do vértice j. Portanto,
nao existem caminhos de j para k. E mais, do vértice j para um vértice 1,,
1 <r <n-—1, s6 existe o caminho p;...p,, visto que p;...p,_1y € Z, para
qualquer p, # v € Q1. Por fim, de j para i, temos s6 o caminho p = —(%)q,
enquanto de j para j apenas o caminho trivial e;. Com um raciocinio similar,
usando fortemente o fato de A ser bisserial especial, concluimos que nao existem
caminhos partindo de k € Qo, k ¢ {i,j,ir,js : 1 <r<n—-1;1<s<m-—1}
e chegando em i, enquanto de i, ou j,, 1 <r<nmn—-1el <s<m-—1}
sO existe um tnico caminho. Consequentemente, obtemos que o médulo projetivo
P; ¢ igual ao injetivo I;.

Observe que a demonstracao do lema contém uma “receita” para construir o moédulo
projetivo-injetivo I; = P; = M (A\p + p1q).
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Seja A 2 K(Q,Z) uma algebra bisserial especial. Defina o conjunto p dos
caminhos em () que sao subcaminhos maximais de relagoes binomiais ou sao
relagoes monomiais em Z. Considere o ideal Z’ gerado por p. Claramente,
A = K(Q,7') & uma algebra string e T C T', o que nos garante que todo
A-moédulo pode ser visto como um  A-mdédulo.

Do Capitulo 3, sabemos que os A-moédulos indecomponiveis sdo os modulos string
e band. Em [20], Wald e Waschbiisch mostraram que, além destes, os indecom-
poniveis que aparecem em A s@o os projetivos-injetivos do Lema 46. A versao
abaixo pode ser encontrada em [12].

Teorema 47 Seja A = K(Q,Z) wuma dlgebra bisserial especial. Entao os A-
modulos indecomponiveis sao os modulos string, os modulos band e um projetivo-
injetivo M(Ap + pq) correspondente a cada relagao binomial A\p + ug € Z.

A comparacao que fizemos no exemplo ilustrativo nos mostra ainda que os mor-
fismos irredutiveis da algebra string A sao irredutiveis na bisserial especial A.
Este fato também ¢é geral e pode ser constatado pelo resultado a seguir.

Lema 48 (veja [15]) Se f: X — Y € um morfismo entre A-mddulos inde-
componiveis, entao f € rady se, e somente se, f € rady, para todo n € N.

De acordo com o Lema 18, um morfismo f ¢é irredutivel se, e somente se,
f € rada(X,Y)\rad%(X,Y). Pelo Lema 48, os morfismos irredutiveis em A
permanecem irredutiveis em A. Os demais morfismos irredutiveis de uma algebra
bisserial especial também foram descritos por Wald e Waschbiisch [20]. A versao
abaixo pode ser encontrada em [18].

Lema 49 O mddulo projetivo-injetivo M(Ap+uq) do Lema 46 aparece na sequén-
cia de Auslander-Reiten

0 —= M(C) —= M(Cy) ® M(Mp + pg) ® M(Cs) —= M(C") —=0

_ -1 —1 -1 —1 - _
onde C=po...0nG, G5 s Ch=0q,_1---q outriwial, Cy=ps...Dp_1 oUu
trivial e C' = q,;l_l e ql_lpl . Pn_1 8GO0 string e 0s morfismos entre eles sao os
candnicos.

Demonstracao: Para verificar que a sequéncia é exata, basta proceder como
no Caso 1 da pagina 41. Pelo Lema 23, temos rad M(Ap + puq) = M(C) e
M(Ap + pq)
soc M(Ap + pq)
M(C) — M(Ap+puq) e aprojegdo M(Ap+pq) — M(C') sao irredutiveis. Os
demais morfismos sao irredutiveis pelo fato de serem irredutiveis na algebra string

= M(C"). Assim, a Proposi¢gao 24 nos garante que a imersao
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A, como vimos no Lema 48. Concluimos que a sequéncia é de Auslander-Reiten
pelo Teorema 20 e pelo Lema 19.

Exemplo 50 Jd descrevemos o quiver de Auslander-Reiten da dlgebra bisserial
especial A= K(Q,T)

1/2N4
NI

pelo método de tricotamento, que nem sempre € eficaz. Para simplificar, conside-
remos p = ab — cd a relagcao binomial. Agora, ilustraremos o procedimento para
encontrar seu quiver de Auslander-Reiten em termos de mddulos string e do mo-
dulo M (p), de acordo com os resultados desta se¢iao. No Capitulo 5, utilizaremos
este procedimento.

T =<ab—cd>

Pelo Lema /6, existe um mddulo projetivo-injetivo indecomponivel M (p) referente
a unica relagao binomial p € I. A demonstracao deste lema nos mostra que o
mddulo M (p) € equivalente a representagdao

O Lema 49 nos garante que este modulo aparece na sequinte sequéncia de Auslander-
Reiten

0——= M(bd™') ——= M(e3) ® M(p) ® M(a'c) —= M(ey) —=0

Por outro lado, os demais modulos indecomponiveis e demais morfismos irredu-
tiveis entre eles sio os mesmos da dlgebra string A (descricio do Capitulo 3).
Assim, basta “adicionarmos” a sequéncia de Auslander-Reiten acima ao quiver de
A e obtemos
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M(b)| M (e3) M(a)

M(€4)

4>M(alc)\

No proximo capitulo, aplicaremos esta técnica (como fizemos no tltimo exemplo)
para obter os modulos indecomponiveis e representantes de morfismos irredutiveis
de algumas algebras de grupo nao semissimples.

M(d) Jvemremncnsin M{ez)
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Capitulo 5

Algebras de Grupo

Neste capitulo, aplicaremos as técnicas de Teoria de Representacoes vistas nos
capitulos anteriores para estudar as representacoes de algumas algebras de grupo.
As algebras de grupo semissimples sao aquelas cujas representacoes indecomponi-
veis sao simples. Para estas algebras de grupo, em geral, sao aplicadas técnicas da
Teoria Classica de Representacoes. Veremos alguns exemplos de algebras de grupo
nao semissimples. Uma classificacao das algebras de grupo semissimples é dada
pelo Teorema de Maschke, enquanto o tipo de representacao de uma algebra de
grupo ¢ obtido pelo Teorema de Bondarenko e Drozd. Nas duas primeiras segoes,
abordaremos alguns resultados sobre algebras de grupo, enquanto na terceira de-
senvolveremos uma aplicacao em exemplos de algebras de grupo que sao bisseriais
especiais.

5.1 Representacoes de Algebras de Grupo

Neste capitulo, K denota um corpo algebricamente fechado, G um grupo finito
e A uma K-algebra. Considere o conjunto

AG:{Zagg:ageA}.

geG

Neste conjunto, defina as respectivas operagoes de soma e multiplicagao por:

a+f= (Z agg> + (Z bgg> = (ag+b)g

gelG geG geG

a-ﬂzZ( > ahlbh2>g.

g€G \hih2a=geG
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Com essas operagoes, (AG,+,-) éum anel, o qual denominamos anel de grupo
de G sobre A. Considerando ainda a multiplicacao de um elemento A € K por
um elemento de AG dada por

A Z agg = Z Aagg,

geG geG

obtemos que AG possui uma estrutura de K-espago vetorial induzida por A
e, consequentemente, AG é uma K-algebra de dimensao finita, cuja unidade
¢ lag = 141g. No caso em que A = K, dizemos que KG ¢é uma dlgebra
de grupo de G sobre K. Dizemos que uma élgebra de grupo KG possui tipo
de representacao finito se possui um numero finito de classes de isomorfismos
de modulos indecomponiveis. Se KG nao possui tipo de representacao finito,
dizemos que possui tipo de representacao infinito. Estas sao divididas em dois
casos: as mansas e as selvagens. As édlgebras de grupo do tipo manso sao algebras
que possuem representagoes infinitas, mas “controlaveis”, isto é, sao possiveis de
serem estudadas (parametrizadas). As do tipo selvagem sao muito complicadas,
estas sao praticamente impossiveis de serem estudadas.

5.2 Algebras de Grupo de Representacao Finita

Nesta secao, vamos classificar as algebras de grupo de tipo de representacao finito.
Os resultados desta segao foram baseados na quinta segao do Capitulo 5 de [1].

Seja H um subgrupo de G. Entao a élgebra de grupo AH pode ser identificada
como uma subalgebra da algebra AG. Assim, temos uma restricato mod AG —
mod AH, definida naturalmente, levando um AG-médulo M  em um AH-
modulo, pela multiplicagdo (como AG-modulo) de um elemento x € AH por
um elemento m € M. Dado um AG-modulo M, ao longo do texto, ainda
denotaremos por M o correspondente AH-moddulo, porém deixaremos claro a
estrutura do modulo pela qual o estaremos considerando.

Lema 51 Sejam A wuma K-dlgebra, G um grupo finito e H um subgrupo de
G. As sequintes implicacoes sao vdlidas:

(a) Se AG tem tipo de representacao finito, entao AH também tem tipo de
representa¢ao finito.

(b) Seja o indice |G : Hl =n de H em G. Se s:=mn.ly € um elemento
wvertivel de A, entdo todo AG-mddulo Mag € isomorfo a um somando direto
de M ®ag AG. Em particular, se AH tem tipo de representagao finito, entdao
AG também tem tipo de representacao finito.
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Demonstragao: (a) Seja {Mj,..., M;} um conjunto completo de representan-
tes das classes de isomorfismos de AG-modulos indecomponiveis. Considerando
cada M; como um AH-modulo e aplicando o Teorema de Krull-Schmidt para
cada M;, temos uma decomposi¢ao tnica (a menos de permutagao de indices e de
isomorfismos)

M; 2 Njy @ ...® Ny,

onde cada N;; ¢ um AH-moédulo indecomponivel. Vamos mostrar que todo
AH-moédulo N indecomponivel é isomorfo a um N;;, para algum par (3, ),
com 1 <i:<t 1<j <t. Emoutras palavras, mostraremos que os AH-
modulos NV;;’s formam um conjunto completo de representantes dos AH-modulos
indecomponiveis, a menos de isomorfismos. Dai, teremos um numero finito de
indecomponiveis, consequentemente, AH tera tipo de representacao finito. Para
tanto, considere a aplicacao K-linear:

p: AG — AH

Zagg — Zahh

gelG heH

Claramente, p é um epimorfismo. Além disso, p ¢ uma retragao de AH-modulos
) 7 Y
j& que no diagrama abaixo, onde ¢ ¢ a inclusao,

/AH

AG ——~ AH

temos ip = lay. Se N éum AH-moédulo indecomponivel, aplicando o funtor
(exato a direita) N ®ay —, obtemos o epimorfismo de AH-mddulos

In®p: N @an AG apg

N @apg AHapg = N

que também é uma retracao, o que pode ser verificado no diagrama abaixo.

N @apg AGag——

Dai, obtemos que N ¢é isomorfo a um somando direto de N ® a5 AG4py. No-
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vamente, pelo Teorema de Krull-Schmidt, como o AG-moédulo N @y AGaq €
isomorfo a uma soma direta dos moédulos M;’s, sendo que cada um destes, como
um AH-moédulo, é isomorfo a uma soma N;; @& ... & N;,. Pela unicidade no
Teorema de Krull-Schmidt e pelo fato de /N ser indecomponivel, temos N = N;;,
para algum par (i,j), com 1<i<t 1<j<t,.

(b) Sejaoindice n =[G : H] de H em G esecja s = n.14. Considere {g1,...,0n}
um conjunto completo de representantes das classes laterais a esquerda de H em
G. Dado um AG-médulo My, definamos duas aplicagoes

fi: Mag — M ®@ag AGac e f'r M®@ag AGag — My

A — ngi@)g;l TR g — 295!

i=1

onde © € M e g € G. Observe que definimos f sobre G, mas esta se
estende para AG por linearidade. Mostremos que f" esta bem definida no

produto tensorial. Para isso, considere [ : M X g AGag —— M tal que

1

(z,g) —> xgs~', mostraremos que f ¢ balanceada. Sejam a € AG, z € M e

g € G, entao

f'(za,9) = zags™ = xgas™' = x(ga)s™' = ['(x,ga).
Segue da definicdo que f e f sao lineares. Mostremos que f e f sao AG-

homomorfismos. De fato, podemos verificar que s™!' € Z(AG) e isso nos garante
que, dado b € AG, temos

n

flab) =) abgiwg! =) x(bg)@g;" Zw@ :<ngi®gi 1>b:
=1 i=1

fap

e fr®@gh) =agbs™' = 2gs b= f (z ®7)b.

Além disso, temos ff = 1. Com efeito, dado z € M, temos

= f/ (Z 29 @ gzl> = ngigiilsil = :ms*l = l’(n.lA)Sil = ,’1}5571 = .
i=1 i=1

Assim, f ésecao e, portanto, Myg € isomorfo a um somando direto de M ® 4x5

AG aq.
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Agora, suponhamos que AH tenha tipo de representacao finito e seja {Ny,..., N;}
um conjunto completo de representantes de classes de isomorfismos de AH-
modulos indecomponiveis. Seja M um AG-modulo indecomponivel. O Teorema
de Krull-Schmidt nos garante que, como AH-modulo, temos

Miap ©N" @ ... @ N™,

onde n; >0 paracada 1 <7 <t. Como Mys éisomorfo a um somando direto
de M @y AG g, temos Myg isomorfo a um somando direto indecomponivel de
&t (N; @4 AGag)™. Portanto, como a decomposi¢ao em AG-modulos é unica,
temos

(N @am AGag)™ = M;, & ... ® M, ,
onde cada M;; € mod AG ¢ indecomponivel. Consequentemente, M = M,;,
para algum par (i,7), com 1 < ¢ < ¢;. Com isso, a dlgebra AG tem tipo de
representacao finito.

O Lema 51 permite uma prova rapida de uma condi¢ao suficiente para que uma
algebra de grupo seja semissimples, como mostra o corolario a seguir.

Corolario 52 Seja G um grupo finito e K wum corpo de caracteristica p. Se
p nao diwide a ordem de G, entao a dlgebra de grupo KG € semissimples.

Demonstragao: Aplicando o Lema 51 para A = K e H = {e}, obtemos
AH = K. Suponha |G| = n, entdo [G : H| = n. Seja s = n.lg, como
p nao divide n, temos s nao nulo em K e, como estamos em um corpo,
temos s invertivel. Consequentemente, podemos usar o item (b) do Lema 51 para
garantir que todo K G-moédulo indecomponivel é isomorfo a um somando direto
indecomponivel de K ®x KGrg = KGkgg. Como KGgkg € projetivo, todo KG-
modulo é semissimples, logo KG é semissimples (veja Teorema Wedderburn-Artin
em [1], paginas 14-15).

Embora a reciproca do corolério nao tenha sido demonstrada, vale ressaltar que a
mesma também é valida. As condi¢oes necessaria e suficiente formam o Teorema
de Maschke que é uma caracterizacao das algebras de grupo semissimples.

Teorema 53 (Maschke, veja [15]) Sejam G um grupo finito e K wm corpo de
caracteristica p. A dlgebra de grupo KG € semisimples se, e somente se, p nao

divide a ordem de @.

A Teoria Classica de Representagoes de Algebras de Grupo estuda os casos semis-
simples, nas quais as representacoes indecomponiveis sao simples. Para algumas
algebras de grupo nao semissimples, podemos aplicar os resultados obtidos nos
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capitulos anteriores para &lgebras bisseriais especiais, como faremos em breve.
Agora, ainda estamos interessados em uma caracterizacao para algebras de grupo
de tipo de representacao finito.

Nos lemas a seguir denotaremos o grupo ciclico de ordem p™ por Cpm.

Lema 54 Sejam K wum corpo de caracteristica p > 0. Entao

Kty ts]
B

1%

(a) existe um isomorfismo de K-dlgebras tal que K(Cpm x Cyn)

(b) existe um isomorfismo de K-dlgebras tal que KCpm =

(¢) a dlgebra de grupo K(C, x C,) tem tipo de representa¢io infinito.

Demonstragao:
(a) Sejam a e b geradores dos grupos ciclicos Cpm e Cjpn, respectivamente.

Considere o homomorfismo definido nos geradores

f : K[Tl’ TQ] — K(Cpm X Cpn)

onde 1 representa o elemento neutro do grupo (ora em Cpm ora em Cpn). Dali,

f (Z )\iijTZJ) = Z Nij(a’,b7), onde \;; € K, para todo par (i, ;). Note que
i, 1]
f € uma aplicagao sobrejetora.

Além disso, o ideal (TF" —1,77" — 1) esta contido no nicleo de f. Com efeito,

dado um elemento p(T7, Tg)(Tlpm —1)+q(T1, Tz)(TéDn —1) em (Tlpm -1, szn —1),
onde p(Th,T3), q(T1,T») € K[11,Ts] temos

Fo(T, T)(TY = 1) + q(T, To)(T8 = 1)) = f(p(T, T)TE + o(Ty, To) T —
p(T17T2) - Q(leTQ)) =

= f(p(T1, To) (", 1)+ f(q(Th, T)) (1, 0°") = f (p(T1, T2)) (1, 1) = f(a(Th, T2)) (1, 1) =
0.

Desta forma, f induz um K-epimorfismo

K[, T,
(Tlpm - 1’ Tépn - 1)

|

K(Cym x Cpn) .

62



Além disso, obtemos

K[T,Ts]
(Tfm - 17 T2p” - 1)

dimg = p"" = dimg K(Cpm X Cpn) .

Portanto, f ¢é um isomorfismo. Fazendo a mudanca de varidveis ¢, =7} —1 e

ty =Ty, — 1 e, como a caracteristica do corpo K é p, temos t) = (T} — 1)P" =

W —1eth =T, -1 =17 — 1.1

Klty+ 1,6+ 1] _ K[ty t5]
(#",85") (B8

I

Dali, obtemos o isomorfismo K (Cpm x Cpn)

(b) Segue do item (a) quando fazemos n = 0.

(c) A inclusao (t],t5) C (t1,t2)? induz um K-homomorfismo sobrejetor

Klty,to] K|tq,to]
(21, t3) (t1,12)?

1%

K(Cp x Cp)

que, por sua vez, induz uma imersao plena e fiel mod A — mod K(C, x C,).
Com isso, para mostrar que mod K(C, x C},) tem tipo de representacao infinito,
basta mostrar que mod A o tem. Para isso, construiremos uma familia infinita

{M4}a>1 de A-moddulos indecomponiveis dois a dois nao isomorfos. Seja d € N,
Kt
com d > 1, considere o KJt|-moédulo Ny = (t—c[l)] de dimensao d. Pode-se
verificar que Ny ¢é indecomponivel como K [t]-m6dulo, basta notar que K[t] é
uma algebra string, pois é isomorfa a algebra de caminhos
/\

1 a

/
e que Ny éisomorfo ao modulo strW). Além disso, temos End g Ng =
K|t
_(t‘[i)] Agora, vamos definir uma estrutura de Kl[t, t5]-modulo sobre o espago

vetorial My = N4y & Ny por

Mg x K[ti,t] — My
. (r,q)t; = (0,rt), se i=1
((Ta Q)J tl) — { (T, q)]fz = (O’ 7")’ se | = 2

m

LObserve que (T —1)™ = ZC,T T *(=1)*. Se m = p" e car K = p, obtemos que
k=0

(T —1)P" =TP" +(=1)*". Se p # 2, temos (T —1)?" = TP" — 1. Agora, se p = 2, entdo
(T —1)P" =TF" +1=TP" —1, pois como car K =2, temos +1 = —1.
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Para todo (r,q) € My, temos (r,q)t7 = (0,7t)t; = (0,0.t) = (0,0), (r,q)t2 =
(0,7)ty = (0,0) e ainda (r,q)t1ts = (0,7t)ts = (0,0). Assim, M, ¢é anulado
pelo ideal (t,)? e obtemos uma estrutura natural de A-modulos. Além disso,
dimg My; = dimg Ny @& Ny = 2d, logo os moédulos My sao dois a dois nao
isomorfos. Mostremos agora que, para qualquer d > 1, a algebra de endomorfismos
Endy M, élocal, isto é, M, é indecomponivel como um A-médulo. Seja

f—{f” f”]: Ns®N; — Ny Ny
f21 f22

um K-endomorfismo linear do A-moédulo My = Ny & Ny, onde  fi; : Ng — Ny
sao K-endomorfismos lineares de ;. Sabemos que [ é um A-homomorfismo
se, e somente se, para quaisquer 1,q € Ny tivermos f((r,q)t1) = (f(r,¢))t1 e

f((h Q>t2) = (f(h Q)>t2 Como

f((rg)tn) = f(0,7t) = (f11(0) + fra(rt), f21(0) + fao(rt)) = (fr2(r), f22(rt))

(f(r,@)ts = (f1u(r) + fra(q), far(r) + fa2(@))ts = (0, (fua(r) + fra(q))?),

temos f um A-homomorfismo desde que fio = 0 e fi1 = foo e fi1 é
um endomorfismo de Ny visto como um K[t|-médulo. Analogamente para to,
obtemos as mesmas condi¢oes. Considere o K-homomorfismo

t
EndK[t} Nd = —[ ]

P Ends My 0

K
(t
f—— Tn

fa g

Enda My, temos ¢(f) = g. E mais, Kerp = {f € Ends My : fi1 = fio = fo2 =
0}, dai

Note que ¢ ¢é sobrejetora. De fato, dado g € Endgyy Ny, para f= [ 9 0 } €

feKergo:>f:[f21 8}:>f2:{88]:6. (5.1)

Para mostrar que Ends M, é local, é suficiente mostrar que seus tnicos idempo-
tentes sao o zero e a identidade. Seja e € Endy M; um idempotente. Como ¢(e)
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¢ um idempotente da algebra local Endgp; Ng, temos ¢(e) =0 ou ¢(e) = ly,.
Se p(e) = 0, isto é, e € Kery, da equagao (5.1), temos e? = 0, logo e = 0.
Caso ¢(e) = 1y, entao 1y, —e € Kerp daf 1y, —e = (1p, — €)* = 0 e, assim,
€ = 1Md'

Pela demonstracao do item (c) do Lema 54, concluimos que K (Cpm x Cpn) tem
tipo de representacao infinito, para quaisquer m,n > 1, uma vez que (t’l’ ,tp ) C
(t1,t2)?. O isomorfismo do item (a) do Lema 54, nos sera ttil, em breve, para

construir quivers com relacoes cujas algebras de caminhos sao isomorfas a algebras
de grupo da forma K (Cym X Cpn).

Finalmente, podemos caracterizar algebras de grupo nao semissimples de tipo de
representacao finito.

Teorema 55 (Higman, veja [1]) Sejam G um grupo finito e K wum corpo de
caracteristica p > 0 tal que p divide a ordem de G. A dlgebra de grupo KG
tem tipo de representacao finito se, e somente se, os p-subgrupos de Sylow G,
de G sao ciclicos.

Demonstracao: Sejam G um grupo finito e G, um p-subgrupo de Sylow.
Sendo n = [G : G}], considere o elemento s = n.1x. Pela definicao do p-subgrupo
de Sylow G, p nao divide n. Como car(K) = p, temos s invertivel em K.
Pelo Lema 51 (b), é suficiente mostrar que K G, tem tipo de representagao finito.
Suponha entao, sem perda de generalidade, |G| = p™, m > 0. Se G, é ciclico,
entdo G, = Cpm. Dai, pelo Lema 54 (b), KG, = (glﬂ). E facil verificar que esta
algebra ¢é string, possui um ntmero finito de representantes de string e nao possui
band, portanto KG, tem tipo de representacao finito.

Reciprocamente, suponha que G, nao é um grupo ciclico. Provaremos que
K@), tem tipo de representacao infinito. Para tanto, provaremos que existe um
epimorfismo f:G — C, ® C,. Se G, for um grupo abeliano, pelo Teorema
Fundamental de Grupos Abelianos, temos G = Cpay X Cpaz X ... X Cpay, onde ao
menos duas poténcias distintas «;, a; > 1. Sem perda de generalidade, podemos
supor aq, s > 1 e, dai, o epimorfismo ¢ natural. Agora, no caso em que G, nao é
um grupo abeliano, entao m > 3. Provaremos a existéncia deste epimorfismo por
indugao sobre m. Se m = 3, entdo G/Z(G) énao ciclico, dai G/Z(G) = C,xC,.
Logo G — G/Z(G) é o epimorfismo procurado. Suponha, por hipotese de
inducao, que existe um epimorfismo f: H — C, x C), para todo grupo H tal
que |H| =p' onde 3 <t <m. Como G, nao é abeliano e G = m é um
grupo nao ciclico e nao trivial de ordem p*, onde k < m, por hipdtese de inducao,
existe um epimorfismo h: G — C, x C,. Assim, temos o diagrama

““““““ f=mho C, x C,

\/
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onde 7 ¢é a projegao candnica. Como f = wh ¢é composi¢ao de epimorfismos, f
é um epimorfismo. Assim, f induz um homomorfismo sobrejetor

KG —— K(C, x ()

Y agg = > agf(9)

geG geG
Consequentemente, induz um funtor K-linear pleno e fiel

mod K@

mod K(C, x C,)

Pelo Lema 54(c), K(C, x C,) tem tipo de representagao infinito, portanto KG
também tem tipo de representacao infinito.

Veremos a seguir uma classificacao completa dos tipos de representacao de algebras
de grupo nao semissimples sobre corpos algebricamente fechados.

Teorema 56 (Bondarenko e Drozd [5], veja também []]) Sejam K um corpo
algebricamente fechado de caracteristica p >0 e G um grupo finito tal que p

divide |G]|.

(i) Se os p-subgrupos de Sylow de G sao ciclicos, entao a dlgebra de grupo KG
tem tipo de representac¢dao finito.

(ii)) Se p =2 e os p-subgrupos de Sylow de G sao diedrais, semidiedrais ou
quarténios, entao KG tem tipo de representa¢dao manso.

(i1i) Em todos os outros casos, KG tem tipo de representacao selvagem.

Observe que a maioria das algebras de grupo sao do tipo selvagem. Vamos a alguns
exemplos finitos e mansos.
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5.3 Exemplos

Baseados na classificagao do Teorema 56, aplicaremos as técnicas de representagoes
de algebras bisseriais especiais abordadas nos capitulos anteriores para obtermos
uma descri¢ao dos modulos indecomponiveis e dos morfismos irredutiveis de algu-
mas algebras de grupo.

5.3.1 Grupo Ciclico

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica p = 3. Considere o
grupo ciclico Cy de ordem 9. Pelo Teorema 53, a algebra de grupo KCy é nao
semissimples, uma vez que a caracteristica do corpo p = 3 divide a ordem de
Cy. Por outro lado, devido ao Teorema 56, esta algebra de grupo possui tipo de

representacao finito, os 3-subgrupos de Sylow de Cy sao o proprio grupo. Pelo
K|t K|t
Lema 54 (b), temos o isomorfismo KCq = (t_-‘g)]' A algebra de polinomios (t_-‘g)]

é isomorfa a élgebra de caminhos do quiver com relagoes

TN
1/ \

\/a 1 =<a

Observe que esta ¢ uma algebra string, cujos moédulos indecomponiveis sao modulos
string e band. Um conjunto de representantes de string é dado por

2 3 4 5 6 7 8
S = {e,a,a%a%,a",a’,a°,a",a"}

Além disso, nao existem band, pois para nenhuma string (nao trivial) S as
poténcias S™ sao string para todo n € N. Logo, a menos de isomorfismo, a
algebra de grupo KCy possui 9 moédulos indecomponiveis. Pelas técnicas do
Capitulo 3, obtemos que o quiver de Auslander-Reiten de Ky ¢é descrito por

67



S
—
S

2]

AYAYAYS
VAYA

<
Pony
o

N

S
=

IS
W~

E/v =
VaVaV,

Q
S

v\i/

AVAVAVA
WV

—
®
—

Em cada linha, aparecem repeti¢oes do mesmo modulo, ou seja, 7(M) = M,
para todo médulo M. Assim, se os identificarmos, obteremos um cilindro. Neste
exemplo, temos uma tnica componente do quiver de Auslander-Reiten e esta é,
obviamente, nao regular.

5.3.2 Grupo de Klein

Consideremos a algebra do grupo de Klein K(Cy x C5) sobre um corpo algebrica-
mente fechado K de caracteristica p = 2. Pelo Teorema 53, esta algebra de grupo
é nao semissimples. Observe também que os 2-subgrupos de Sylow de Cy x C5 sao
o proprio grupo, que é, em particular, o 2-grupo diedral de ordem 4. Portanto, a
algebra K (Cy x Cy) tem tipo de representagdo manso, de acordo com o Teorema

Kity,t
56. Além disso, pelo Lema 54 (a) temos o isomorfismo K (Cy x Cy) = %
1,72
t1,t
Podemos verificar que ainda existe um isomorfismo entre a algebra (t[2 1;2)2 |
1> %2

algebra de caminhos do quiver com relagoes a seguir
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o qual é dado levando t; em a e t; em b. Consequentemente, a algebra do
grupo de Klein K (Cy x () sobre um corpo algebricamente fechado de caracte-
ristica 2 é isomorfa a algebra de caminhos do quiver com relagoes (5.2). A algebra
de caminhos (5.2) ¢é uma algebra bisserial especial. Vamos obter os seus modulos
indecomponiveis e os morfismos irredutiveis entre eles a partir da técnica apresen-
tada no Capitulo 4. Como esta algebra possui apenas uma relagao binomial, a
saber p = ab — ba, existe um tnico moédulo que nao pode ser descrito em termos
de string ou band. Pelo Lema 46, o médulo M (p), referente a relagdo binomial,
é projetivo e injetivo. Além disso, o Lema 49 nos garante que tal moédulo aparece
na sequéncia de Auslander-Reiten abaixo.

T =<a* b ab—ba> (5.2)

a

0——= M(ba™') —= M(e;) ® M(p) ® M(e;) —= M(a"'b) —=0

Os demais modulos desta componente sao string e estao compreendidos em sequén-
cias de Auslander-Reiten da forma abordada no Capitulo 3 para a algebra string
A =< a?, b%, ab, ba >. Na linguagem de algebras string, polarizando as flechas da
forma al e bZ, obtemos os seguites conjuntos de representantes de string e band,
respectivamente, S = {eq, (a7 'b)"a" !, (b"1a)"0 !, (b7 a)", (ba™ )" : n € N,n > 0}
e &"={b"'ta}.

As respectivas sequéncias de Auslander-Reiten induzidas pelas flechas a e b sao

0——= M(b) M(b~tabt) M(b) —=0

00— M(a) — M(a"tba™) M(a) 0.

No caso da sequéncia induzida pela flecha a, devemos notar que ainda nao conhe-
cemos a sequéncia de Auslander-Reiten que se inicia no médulo M (b~ tab™!), e
a mesma existe pelo fato de que este moédulo nao é injetivo, pois existe um tnico
modulo injetivo e este nao ¢ um modulo string. Como a string S = b~ 'ab™! nao
comega mas termina em um cume (Caso 2), obtemos a seguinte sequéncia de
Auslander-Reiten

0—= M(b~tab™t) —= M(b) & M (b~ ab~tab~t) —= M(b~tab~t) —=0 .
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Ja conhecemos a sequéncia que tem o moédulo M(b) como seu primeiro termo,
embora ainda nao conhegamos a que comeca em M (b~tab~tab™!). De forma
analoga, a string S = b 'ab 'ab™! também nio comeca mas termina em um
cume, dai obtemos

0 —= M(S) —= M(b'ab~") & M(b~'aS) —= M(S) —=0 .

Prosseguindo dessa maneira, teremos

b Lab=tab~ ab

que origina um tubo homogéneo de posto 1. Similarmente, a sequéncia induzida
pela flecha b também induz a formacao de outro 1-tubo, como podemos verificar
a seguir.

Dizemos que os tubos induzidos pelas flechas sao tubos string. Além disso, a tnica
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(a menos de representantes) band desta algebra é b 'a. Assim, dado o espago
vetorial K e um automorfismo 0 # A € K, obtemos o respectivo médulo
M (b ta, \). Portanto, obtemos

que também origina um 1-tubo para cada 0 # A € K. Os tubos obtidos a partir
da band e automorfismos sao chamados tubos band.

Por outro lado, como M(e;) nao é um modulo projetivo nem um modulo inje-
tivo, pelo Teorema 21, existe uma sequéncia de Auslander-Reiten em que M (e;)
aparece como primeiro termo e uma outra em que ele aparece como tltimo termo.
De fato, e; ¢ uma string que nao comega nem termina em um cume (Caso 1)
e também nao comega nem termina em um abismo (Caso D1), logo obtemos as
respectivas sequéncias

0——=M(e;) —= M(a™'b) & M(a"'b) —= M(a'ba"'b) —=0

00— M(ba 'ba™) ——= M(ba™') & M(ba™') — M(e;) —=0 .
Notemos que a string a 'b nao comeca nem termina em um cume (Caso 1)

enquanto a string ba~! nao comega nem termina em um abismo (Caso D1), dai
obtemos as respectivas sequéncias

0—— M(a"'b) —= M(a'ba™'b) & M(a 'ba™'b) — M (a 'ba'ba'b) —=0
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0 ——= M(ba"tba=*ba™') —= M (ba=*ba™') ® M (ba"‘ba™') —= M(ba"') —=0 .

Seguindo este mesmo raciocinio, obtemos a componente nao regular do quiver de
Auslander-Reiten desta algebra bisserial especial

M) —A 21 (p) | M(ab)

A N

M (ba=tba™') M (ey) M (a=tba='b)

Observe que, a menos do modulo projetivo-injetivo, os termos centrais das sequén-
cias de Auslander-Reiten que aparecem nesta componente se repetem, por isso, ao
invés de repeti-los, o representamos uma tnica vez com duas flechas chegando e/ou
partindo deles. Concluimos que o quiver de Auslander-Reiten da algebra do grupo
de Klein é formado por dois 1-tubos string, um nimero infinito de 1-tubos band e
a componente nao regular infinita acima. Um esbogo desta descri¢ao ¢ ilustrado
na figura abaixo.

N I .
S I ]
e o N

5.3.3 Grupo Diedral

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica p =2 e considere o
grupo diedral infinito

G =<X,Y: X?=Y?=1> .

K<zy>

Seja a algebra A = 2 17)

,onde K < x,y > ¢é a algebra de polindbmios nao

comutativos
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nas variaveis r e y, entao A = KG. De fato, considere o homomorfismo de
algebras

f: K<z,y> — KG
x — X —1
Yy — Y —1.

Mostremos que Kerf = (2% y%). Com efeito, como car K = 2, se p(z,y) =
2?pi(x,y) + y?pa(z,y) € (22,y?) entdo

Fo(x,y) = f(@®) fpu(z,v)+F W) f (2 y) = F(@)*F(pr(z, 9)+f ()2 f(p2(z,y))

e, por outro lado, temos f(z)? = (X —1)(X —1) = X?+1=X?2—-1=0c¢,
similarmente, f(y)> = 0. Consequentemente, f(p(z,y)) = 0. Logo, Kerf D
(22,9%). Por outro lado, suponha que exista p(z,y) € Kerf \ (2%, y?), entao, sem
perda de generalidade, podemos supor p(z,y) = ag+ a1z + asy + azxy + asyx, com
nem todos os a;’s nulos. Dai, f(p(x,y)) = ao+ arf(x) + asf(y) + asf(x)f(y) +
asf(y)f(x) =0 se, e somente se, a; =0 para todo ¢ € {0,1,2,3,4}. O que é
uma contradi¢ao. Com isso, Kerf C (22, 4%). Além disso, para os geradores X
e Y, temos f(x+1)=X e f(y+1) =Y. Portanto, f ¢é sobrejetora. Assim,
pelo Teorema do Isomorfismo de Algebras, obtemos A = KG.

Agora, considere o 2-grupo diedral de ordem 8

Dy =< X, Y: X?=Y?=1, (XY)?’=(YX)>

Sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica p = 2, KDg é nao
semissimples, pelo Teorema 53. Pelo Teorema 56, a algebra de grupo K Dg possui
tipo de representacao manso, uma vez que os 2-subgrupos de Sylow de Dg sao
isomorfos a todo o grupo.

Lema 57 Sejam K wum corpo algebricamente fechado de caracteristica p =2 e
. K<z,y>

2 entao

A

KD = G — o)

Demonstracao: Usando o fato de que car K =2, em K Dg, temos
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0 =(XY)?P—(YX)?=(XY -YX?=((X-1)Y -1)— (Y -1)(X—1))?=
= (X =D =1 = (Y - 1)(X - 1))* =
=(f M) f W)= (F ) f @)=
=f (ay)* — (y2)*),

onde f:A— KG &oisomorfismo A= KG induzido por f.

Portanto, a algebra do grupo diedral Dg é isomorfa & élgebra de caminhos do
quiver com relagoes abaixo.

a //\\1 /\\b

Esta algebra é bisserial especial e possui uma tnica relacao binomial. Pelo Lema
46, existe um modulo que é projetivo e injetivo M ((ab)?— (ba)?) = M(p) referente
a relacao binomial. Definindo A := aba e B := bab, pelo Lema 49, tal mdédulo
aparece na sequéncia de Auslander-Reiten abaixo.

T =<a? b, (ab)® — (ba)?* >

0— = M(AB™) — > M(ab) & M((ab)? — (ba)?) & M (ba) — M(A"'B) —=0

O Teorema 47 nos garante que os demais modulos indecomponiveis desta &alge-
bra sao string e band, sendo que estes estao compreendidos nas sequéncias de
Auslander-Reiten como descritas no Capitulo 3. Na linguagem de algebras string,
polarizemos as flechas a e b por al e bZ. Assequéncias induzidas pelas flechas
a e b sao, respectivamente,

0——= M(B) —= M(B~'aB') —= M(B) —=0
00— M(A) —= M(A™ A —= M(A) —=0 .

A string B~'aB~! nao comega mas termina em um cume (Caso 2). Fazendo D =
B~!, obtemos a sequéncia de Auslander-Reiten iniciando no moédulo M(B~'aB™)

0——= M(B'aB™') —= M(B~'aB~'aB~') ® M(B) —> M (B 'aB~') —>0 .

A string S = B 'aB 'aB~! também nao comeca mas termina em um cume
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(Caso 2). Dali, iniciando no moédulo M (S) obtemos a sequéncia de Auslander-
Reiten

0 M(S) M(B~'aS) & M(B 'aB~") —= M(5) —=0 .

Podemos observar que as string que vao aparecendo nestas sequéncias nao come-
¢am mas terminam em um cume. Com esse raciocinio, obtemos

P S PN
\ B)/ \M /

M( (B)

o que nos da origem a um tubo homogéneo de posto 1. Similarmente, a partir da
sequéncia induzida pela flecha b também obtemos um tubo homogéneo de posto
1. Considere C' = A=1pA~!

M(

Agora, vamos obter a sequéncia de Auslander-Reiten em que o médulo M(AB™!)
aparece como ultimo termo. A string S’ = AB~! nao comeca nem termina em
um abismo (Caso D1). Dai, obtemos a seguinte sequéncia de Auslander-Reiten

1)



0— = M(Ab'S'aB™Y) — = M(Ab"'S") & M(S'aB™") ——= M(S") —=0 .

A partir dessa sequéncia, utilizamos a descricao das sequéncias de Auslander-
Reiten terminando em modulos string (paginas 45-45) para obtermos as sequén-
cias que terminam com os modulos M(Ab"*AB™'), M(AB'aB™') e
M(Ab*AB'aB~1'). Como estes modulos nao sio injetivos nem projetivos, pelo
Teorema 21, existe uma sequéncia de Auslander-Reiten comecando e uma termi-
nando neles. A partir dos modulos que aparecem nestas sequéncias seguimos o
mesmo raciocinio. O médulo M(A~'B) aparece como um dos termos centrais da
sequéncia

0—— M(ab) —= M(aba™*B)® M(A™'B) —= M(A 'Ba"'B) —=0 .

Ja conhecemos a sequéncia de Auslander-Reiten que termina nele (veja pagina 74),
vamos encontrar a sequéncia em que ele aparece como primeiro termo. Como a
string S"” = A”'B nao comega nem termina em um cume (Caso 1), obtemos a
sequéncia de Auslander-Reiten

0 —= M(S") —> M(S"a"'B) ® M(A~'6S") — M(A~'6S"a"'B) —=0 .

De modo anélogo, podemos partir desta sequéncia e da descri¢ao das sequéncias de
Auslander-Reiten comec¢ando em modulos string (veja paginas 41-42) para obter
as demais sequéncias comecando nos modulos que aparecem a partir da mesma.
Com isso, obtemos a seguinte componente nao regular do quiver de Auslander-
Reiten.

““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““ M(Ab=tab) - M (aba™ ' B)
M(AD T PAB™Y) v M(ab)
/ \ / ““““““ \ /
M(AB™!) —— M(p)\ M(A™'B)
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Notemos também que a string S = e; nao apareceu em nenhuma das trés com-
ponentes de Auslander-Reiten anteriores. O médulo M (e;) nao é projetivo nem
injetivo, portanto existem sequéncias de Auslander-Reiten comegando e termi-
nando nele. A string S = e; nado comega nem termina em um cume (Caso 1), e
mais, S = e; também nao comega nem termina em um abismo (Caso D1). Dessa
forma, obtemos que as sequéncias de Auslander-Reiten comegando em M (e;) e
terminando em M (e;) sao, respectivamente,

0——= M(ey) — M(A~'0) @ M(a"'B) — M(A~"ba"'B) —— 0

0——= M(Ab"'aB™') —= M(aB~") & M(Ab~) —= M

—~

61)HO .

Prosseguindo com esse raciocinio para os demais modulos, obtemos

Definimos duas aplicagoes D, FE : § — S como segue. Se (' é uma string
tal que C = SaB™! ou C = SbA™!, para alguma string S, entao D(C) :=
S. Caso contrario, D(C) := Ca™'B ou D(C) := Cb'A, dependendo da
composigao (ou polarizagao) que “preserva’ string. Agora, se C' é uma string tal
que C'= Ab~'S ou C = Ba~'S, para alguma string S, entao E(C):=S. Caso
contrario, FE(C) := A7'C ou E(C) := B 'aC, dependendo da composigao
(ou polarizagao) que “preserva’ string. Podemos observar que as aplicagoes D
e E sao bijegoes. E mais, temos ED = DFE. Com isso, as aplicagbes inversas
a D e a F, respectivamente, sao dadas como segue. Se S € S é tal que

S =Ca'B ou S=Cb'A, para alguma C € S, entao D7(S) := C. Caso
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contrario, D7!(S) := SaB~! ou D7!(S) := SaB™!, dependendo da composigao
(ou polariza¢ao) que “preserva’ string. Por outro lado, se S € S é tal que
S =A"C ou S = B 'aC, para alguma C € S, entao E'(S) := C. Caso
contrario, E~Y(S) := Ab~1S ou E~!(S):= Ba™'S, dependendo da composicao
(ou polarizagao) que “preserva’ string. A partir disso, se C' é uma string tal que
C e C~! sao diferentes das string que aparecem nas componentes induzidas por
flechas (veja pagina 75) e diferentes das que aparecem na componente nao regular
(veja pagina 76), temos

N N
N e
N e N
S i e

Por outro lado, temos um nimero infinito de band, por exemplo, ab™', aba='b~",
Ab~', Ba', AB7', a(B'AY)"B~! para todo n € N. Com isso, dados um
espaco vetorial V' e um automorfismo ¢ : V' — V' obtemos o respectivo médulo
M(C,¢), onde C' éuma band. E dai, obtemos

78



Logo, para cada 0 # )\ € K, temos um tubo homogéneo de posto 1.

Concluimos que o quiver de Auslander-Reiten desta algebra bisserial especial é
formado por dois 1-tubos string, um nimero infinito de 1-tubos band, um nimero
infinito de componentes planas (como fizemos na péagina 78) e uma componente
nao regular mostrada na pagina 76.

Sobre um corpo K algebricamente fechado de caracteristica 2, o caso dos 2-grupos
diedrais finitos de ordem 4¢, sendo ¢ uma poténcia de 2, sao similares a este.
Podemos provar o isomorfismo

A
((zy)? = (yx)?)

e, dai, a algebra de grupo K D,, ¢ isomorfa a algebra de caminhos do quiver com
relagoes K (Q,Z'), onde ' = < a? b* (ab)? — (ba)? >. Definindo A := (ab)? 'a
e B:= (ba)”'b encontramos a mesma descri¢ao para a componente de string C
tais que C' e C~!' sao diferentes de A, B, AB™' e A~'B. As componentes
planas, os tubos string e os band também serao similares. Uma pequena alteragao
ocorre na componente nao regular, embora o raciocinio seja 0 mesmo.

KDy, =

5.3.4 Outros Exemplos

Considere o grupo alternado de 4 elementos Ay, cuja ordem é |Ay] = 223. Se
K & um corpo algebricamente fechado de caracteristica 3, ja que os 3-subgrupos
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de Sylow de A, sao isomorfos ao grupo ciclico Cj, segue do Teorema 56 que a
algebra de grupo K A4 tem tipo de representacao finito.

Por outro lado, sobre um corpo K de caracteristica 2, um dos 2-subgrupos de
Sylow de A, ¢ formado por {Zd, (12)(34), (13)(24),(14)(23)}, ou seja, os seus
2-subgrupos de Sylow sao isomorfos ao grupo de Klein C5 & C5. Dal, segue do
Teorema 56, que a algebra de grupo KA, tem tipo de representacao infinito
manso. Suas representagoes podem ser obtidas por meio da Teoria de Clifford
(veja [1], pagina 112).

Observacao: Nos casos em que a algebra de grupo possui tipo de representacao
selvagem, podemos decompo-la em blocos e descrever o quiver de Auslander-Reiten
de alguns destes. Ao leitor interessado, temos a seguir uma classificagao do tipo de
representacao destes blocos. Observe a semelhanca com o Teorema de Bondarenko
e Drozd (péagina 66).
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Teorema 58 (veja [10]) Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracte-
ristica p e G um grupo, tal que p divide a ordem |G| de G. Seja B um
bloco da dlgebra de grupo KG.

(i) Se o grupo defect’ de B ¢€ ciclico, entio B tem tipo de representagio finito.

(i) Se p=2 e o grupo defect de B ¢é diedral, semidihedral ou quatérnio, entdo
B tem tipo de representacao manso.

(i1i) Em todos os outros casos, B tem tipo de representagdo selvagem.

2Pode-se fazer uma analogia dos grupos defect dos blocos com os subgrupos de Sylow de um
grupo.
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