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RESUMO

ANDRADE, Aline Vilela, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2014. Teoria de Auslander-Reiten em Categorias Derivadas. Orientador:
Rogério Carvalho Picanco.

Neste trabalho, apresentamos uma prova da existéncia de triangulos de Auslander-
Reiten(TAR) para objetos compactos em categorias trianguladas compactamente
geradas. A prova apresentada é uma aplicacao do Teorema da Representabilidade
de Brown em categorias derivadas para complexos compactos, ou seja, dado Z
um complexo compacto e indecomponivel, mostramos que existe um triangulo
XY -—"+-7-"-TX de Auslander-Reiten em K ~’(A) que é equivalente a

DP(A), onde A é uma k-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algébricamente

fechado. Além disso, temos que um triangulo de Auslander-Reiten que comeca

com a resolucao projetiva de um modulo indecomponivel nao-injetivo
-1 [ B x 7
T 'pM——Y —(pDM)*——=pM
induz uma sequéncia de Auslander-Reiten(SAR)

0— M- Cok (V) —2~Tr DM——0.

Como Mod(A) e D(A) sao Krull-Remak-Schmidt, e as classes de objetos inde-
componiveis e os geradores de morfismos irredutiveis destas categorias ocorrem
nas SAR’s e nos TAR’s, respectivamente, estes resultados nos fornecem uma habil
ferramenta para conhecer as estruturas de Mod(A) e D(A) de k-élgebras.

Além disso, apresentamos exemplos utilizando a teoria de representacao de qui-
vers de uma algebra de caminhos.
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ABSTRACT

ANDRADE, Aline Vilela, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, february, 2014.
Auslander-Reiten theory in derived categories. Adviser: Rogério Carvalho
Picanco.

In this paper, we prove the existence of Auslander-Reiten triangles (TAR) for
compact objects in triangulated categories compactly generated. The prove pre-
sented is an application of the theorem of Brown representability in derived cate-
gories for compact complex, ie, given Z be a compact and indecomposable com-
plex, we show that there is a Auslander-Reiten triangle X ——=Y ——=7—>TX
in K°(A — proj) which is equivalent to D(A), where A is a finite-dimensional

k-algebra over an algebraically closed field. Furthermore, we have that a triangle
Auslander-Reiten wihch start with the projective resolution of a indecomposable

and non-injective module
T-'pM—2>Y 2 (pDM)*—L-pM
induces an Auslander-Reiten sequence(SAR)

0— M- Cok (V) —2=Tr DM——0.

How Mod(A) and D(A) are Krull-Schmidt, and classes of indecomposable objects
and generators of irreducible morphisms of these categories occur in the SAR’s
and TAR’s, respectively, these results provide us with a skillful tool to know the
structures Mod(A) and D(A) of k-algebras.

Moreover, we present examples using the representation theory of quivers of an
algebra of paths.



INTRODUCAO

A Categoria Derivada foi introduzida por Jean-Louis Verdier em sua tese [25] sob
a supervisao de Alexandre Grothendieck. Originalmente ela foi utilizada para
estender a dualidade de Serre. Dada uma categoria abeliana A, a sua catego-
ria derivada D(A) é obtida através da localizacdo da categoria de complexos
de mdédulos C(A) por quasi-isomorfismos, isto é, sob o funtor de localizacao
Q:C(A)——=D(A), os quasi-isomorfismos de C(A) se tornam isomorfismos
em D(A) e esta propriedade é universal. Além disso, D(A) é uma categoria tri-
angulada.

A teoria de Auslander-Reiten para a categoria de A-mdédulos desenvolvida por
Maurice Auslander e Idun Reiten em [3] é uma ferramenta importante no estudo
dos objetos indecomponiveis e dos geradores de morfismos irredutiveis de tal ca-
tegoria, uma vez que tais elementos sao encontrados nas conhecidas sequéncias de
Auslander-Reiten (SAR). Dieter Happel desenvolveu em D?(A) uma teoria seme-
lhante, também conhecida como teoria de Auslander-Reiten, na qual o papel das
SAR é substituido por uma classe de triangulos distinguidos, conhecidos como
triangulos de Auslander-Reiten (TAR).

Nosso objetivo neste trabalho é demonstrar a existéncia de TAR em D°(A) e
mostrar a relagdo de alguns destes triangulos com SAR em Mod(A).

A seguir, apresentamos uma breve descrigao dos capitulos desta dissertacao.

No capitulo 1 sao apresentados alguns conceitos bésicos necessarios para o enten-
dimento desta dissertacao. Neste capitulo definimos categorias e listamos algumas
categorias importantes vistas ao longo do texto. Além disso, sao apresentados
alguns resultados importantes acerca de funtores, algebras e médulos.

No capitulo 2 apresentamos a categoria derivada D(A) da categoria Mod(A) de
uma k-algebra A de dimensao finita. Primeiramente apresentamos as categorias
C(A) de complexos de A-médulos e a categoria homotépica K(A). Depois con-
truimos D(A) através da localiza¢ao de K(A) por quasi-isomorfismos.

O capitulo 3 traz na secao 3.1 alguns resultados em categorias trianguladas. Ja na
secao 3.2 conhecemos as categorias de Frobenius que sao um exemplo de catego-
rias trianguladas. No exemplo do final do capitulo vimos que C®(A) é Frobenius
e que sua categoria estavel é equivalente & K°(A). E ainda, vimos que D°(A) é



triangulo equivalente & K ~*(proj(A)) e Kt(inj(A)).

Finalmente no capitulo 4 apresentamos a teoria de Auslander-Reiten na categoria
Mod(A), demonstramos a existéncia de TAR em categorias trianguladas compac-
tamente geradas utilizando o teorema da representabilidade de Brown. Depois
utilizando a equivaléncia entre D?(A) e K~*(proj(A)), e o fato desta tltima ser
triangulada e compactamente gerada mostramos que existem TAR em D°(A) e
caracterizamos tais triangulos. Além disso, mostramos a relacdo de alguns TAR
em DP(A) com SAR em Mod(A). Para finalizar apresentamos alguns exemplos
para ilustrar a teoria abordada no trabalho.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos e resultados preliminares e
fixaremos algumas notacoes. As demonstragoes deste capitulo serao omitidas,
mas sao encontradas em [1], [2] e [19].

1.1 Categorias e Funtores

Nesta secao abordaremos brevemente a linguagem de categorias e funtores,
uma vez que aquela fornece uma linguagem geral para diferentes conceitos que
serao abordados ao longo deste texto.

1.1.1 Categorias

Definigao 1.1 Uma categoria C consiste de:
(1) Uma classe de objetos Ob C;

(i1) Para todo par de objetos (A, B), denotamos por Home(A,B) o conjunto cujos
elementos sao chamados de morfismos e representados por A—— B ;

(i11) Para todo A, B, C € Ob C, temos uma composi¢ao

o: Hom¢(A, B) x Home(B,C) — Home(A, C)
(f,9) = foyg

Satisfazendo:

(C1) Se (A, B) # (C,D) entio Hom¢(A, B) (YHome(C, D) = 0, ou seja, cada

morfismo determina seu inicio e seu final;
(C2) A composicao de morfismos € associativa;
(C83) Para todo objeto A, existe 1, € Home (A, A), chamado morfismo unidade

ou identidade, tal que, foly = f e la0g = g para quaisquer f € Home(B, A)
eg € Home(A,C). O morfismo 14 € tnico.



Observagoes: 1) Denotaremos f o g por fg.

2) Denotaremos Hom¢ (A, B) por Hom(A, B), quando nao houver duvidas a res-
peito da categoria C a qual os objetos A e B pertencem.

Alguns exemplos de categorias estao listados a seguir:

Exemplos: 1) A categoria Sets cujos objetos sao conjuntos e os morfismos sao as
funcoes entre conjuntos. A composi¢ao de morfismos é a composicao de fungoes
e os morfismos identidade sao as fungoes identidade de cada conjunto;

2) Seja A um conjunto parcialmente ordenado. Entao .4 é uma categoria, onde
os objetos sao os elementos do conjunto A e os morfismos entre objetos a, b € A
sao definidos por a——=b se a < b e @ caso contrario.

3) Seja k uma corpo. A categoria Vec, cujos objetos sdo k-espagos vetoriais e os
morfismos sao as transformacoes lineares. A composicao de morfismos é a com-
posicao de aplicagoes e os morfismos identidade sao as transformacoes identidade
de cada k-espaco vetorial.

4) Seja C uma categoria. A categoria oposta de uma categoria C, denotada
por C° é definida por: Ob C? = Ob C e os morfismos em C° sao obtidos pela
inversao das setas nos morfismos de C e a composicao é definida da maneira es-
perada.

Em Teoria de Categorias, um diagrama em uma categoria C é um grafo cujos
vértices sao objetos da categoria C e as flechas representam morfismos em C,
onde as composicoes sao omitidas. Por exemplo, dado X € Ob C, representa-
remos o morfismo identidade como o diagrama 1y : X —— X ou apenas como

X ==X . Um diagrama
A—L-B
h

Q

é dito comutativo se fg = hk.

Dado um determinado conceito em uma categoria C, obtemos o seu conceito
dual, na categoria C°, invertendo-se as setas do diagrama. Em outras palavras
refletindo o diagrama da definicao em um espelho obtemos o conceito dual.

Definigao 1.2 Seja C uma categoria. Uma categoria C' é uma subcategoria de
C se as sequintes condig¢oes sao satisfeitas:

(i) A classe Ob C' de objetos de C' é uma subclasse da classe Ob C de objetos de C;



(i) Se X eY sao objetos de C', entdo Home (X, Y) € Home(X,Y);
(11i) A composicio de morfismos em C' € a restrigio da composicao de C;

(iv) Para cada objeto X de C', o morfismo identidade 1y em Home (X, X) coin-
cide com o morfismo identidade 1x em Home (X, X).

Uma subcategoria C' de C é dita completa se Home (A, B) = Home (A, B) para
todo A, B € C'.

Um morfismo f € Home(A, B) é dito um monomorfismo (ou mono), se é can-
celavel a direita, ou seja, se g1, go € Home(C, A) sdo tais que g1 f = gof, entdo
g1 = g2. Um morfismo f € Hom¢(A, B) é dito um epimorfismo (ou epi), se é
cancelavel a esquerda, ou seja, se hy, hy € Home(B, D) sao tais que fhy = fha,
entdo hy = hy. Em uma categoria C um morfismo f € Home(A, B) é dito um
isomorfismo se existe um morfismo g € Home(B, A) tal que fg =14 e gf = 1.
Dois objetos A, B € C sao ditos isomorfos se existe um isomorfismo entre eles,
denotamos A = B. Um morfismo f € Hom¢(A, A) é dito um endomorfismo de
A e denotamos Home (A, A) = Ende(A).

E facil ver que todo isomorfismo é mono e epi. Porém existem categorias onde
morfismos que sao mono e epi nao sao isomorfismos. Por exemplo, na categoria
formada por dois objetos distintos a e b, o morfismo identidade, e um 1inico mor-

f , . , ~ .
fismo A—— B, f é mono e epi, porém nao é um isomorfismo.

Definicao 1.3 Seja C uma categoria. Um objeto P € Ob C € projetivo se para
qualquer epimorfismo f € Home(A, B) e para todo morfismo g € Home (P, B),
existe ¢ € Home (P, A) tal que g = ¢'f, ou seja, temos o sequinte diagrama co-
mutativo:

De maneira dual definimos o objeto injetivo em uma categoria.
Exemplo: Em Vec, todo espaco vetorial é projetivo (e injetivo).

Seja C uma categoria. Um objeto A € C é dito inicial se para todo objeto B € C,
existe um unico morfismo A—— B . O conceito dual é dito objeto final. Se
em uma categoria um objeto é final e inicial ele é dito objeto zero ou nulo e
denotado por 0. E mais, pelas defini¢oes de objeto final e inicial, o objeto nulo,



quando existe, é Uinico, a menos de isomorfismo.

Exemplos: 1) Em Sets, todo conjunto com um tnico elemento é um objeto final,
mas nao € inicial.

2) Em Vec,, os conjuntos formados por objetos nulos sdo iniciais e finais.

Seja C uma categoria e sejam A, B € C. Vamos definir uma nova categoria,
denotada por A<—C —— B, onde os objetossato A <—— X —— B, com X €
C. Um morfismo de A<— X —— B para A<—Y —— B ¢é um morfismo
X ——Y tal que o diagrama a seguir é comutativo:

X

RN

A B

AN

Y

Um objeto final de A<—C —— B, quando existe, é dito produto de A e
B em C e denotado por A x B. O conceito dual é denominado coproduto e
denotado por A LI B.
Seja C uma categoria que possui objeto nulo e sejam A, B € C. Suponhamos que
existam o coproduto

AX-AuB<"-B
e o produto

A< AxB--B.

Entao os diagramas abaixo produzem os morfismos p4 e pg satisfazendo as igual-
dades jaopa=1a, jpopa=0,jaopp=0ejpopp=1p

2, N,
N NP

Pela propriedade universal do produto, obtemos i : ALl B——= A x B tal que o
diagrama a seguir é comutativo:

Py
NP



ou seja, iomy = pg eiomg = pg. Se ¢ indicado é um isomorfismo, entao dizemos
que A, B € C possuem soma direta (ou biproduto). Identificamos p4 por 74,
pp por mg e assim é facil verificar as seguintes relagoes jpomy = 14, jpoms =0,
Jjaomp=0,jpomp=1p, Ta0ja+7Tpo jp = laxs.

A dltima igualdade é valida pelas propriedades de produto A x B [1]. Reciproca-
mente, podemos verificar que morfismos j4, jg, ™4 € mp satisfazendo as relagoes
acima definem uma soma direta.

De forma geral, podemos definir a soma direta de qualquer colecao de objetos.
Vamos denotar a soma direta de uma cole¢ao (X, i € I) por @;eX;.

Sejam C uma categoria e X um objeto de C. Vamos definir a categoria C —— X ,
cujos objetos sao os morfismos a:Y —X com Y € C. Um morfismo de
a:Y——X para f:Z——X em C—— X éummorfismoem ~v:Y —=7
tal que o diagrama a seguir é comutativo:

N

O produto de dois objetos o : Y ——= X e [ : Z ——= X nesta categoria, quando

existe, é dito Produto Fibrado ou Pullback e denotado Y &©x Z. E f4cil
verificar que o pullback entre v e 8 é dado pelo diagrama comutativo

Y

| J(

satisfazendo a propriedade universal de que para quaisquer h, k tais que hf3 = ka,
existe uma tUnica t: W ——=Y @x Z tal que tv =k e tu = h.
O conceito dual é dito Soma Amalgamada ou Pushout e denotado Y &~ Z.

B

1.1.2 Categorias Aditivas

Definicao 1.4 Uma categoria C € aditiva se verifica as sequintes condicoes:
(1) Possui objeto nulo 0;

(i1) Para todo X,Y € C temos que Home(X,Y) € um grupo abeliano tal que a
composicao satisfaz

flg+h)=fg+ fh
(g+h)f=gf+Nf

7



(i1i) Dados X,Y € C existe o biproduto X &Y.

Definicao 1.5 Seja C uma categoria aditiva. Um objeto nao nulo A € C € dito
indecomponivel se qualquer decomposicao A = X @Y, implica que ou X ou
Y € o objeto nulo. Dizemos que um objeto A ¢ decomponivel se este nao for
indecomponivel.

Uma categoria aditiva C é dita Krull-Remak-Schmidt (KRS) se todo objeto
X € C tem uma decomposi¢ao

X=X0XoD...® X,

onde Xi,...,X,, sao objetos indecomponiveis. E tal decomposicao é tnica, a
menos de permutacao de indices e de isomorfismos.

Exemplos: Na categoria Vec,, os objetos indecomponiveis sao os espagos vetori-
ais de dimensao 1. A categoria Vec, é Krull-Remak-Schmidt.

Exceto quando especificado o contrario, as categorias deste trabalho sao Krull-
Remak-Schmidt.

Defini¢ao 1.6 Um morfismo f € Home(A, B) € uma segao (respectivamente
retragao) se existe um morfismo g € Home (B, A) tal que fg = 14 (respectiva-
mente gf = 1g).

Verifica-se que se f é secao (respectivamente retragao) entao f é mono (respecti-
vamente epi).

Definigao 1.7 Sejam A, B, C' €C.
(i) Um morfismo f € Home(A, B) quase cinde a esquerda (q.c.e.) se:

a) fnao € segao;
b) todo morfismo u € Home(A, C) que ndo € se¢ao é fatorado por f, ou seja,
existe v’ € Home(B, C) tal que fu' = u.

AL

Ve
u /
7o
» u

C

(i1) Um morfismo f € Home(A, B) quase cinde a direita (q.c.d.) se:



a) fnao € retragdao;

b) todo morfismo v € Home(C, B) que nao é retragdo € fatorado por f, ou seja,
existe v' € Home(C, A) tal que v'f = v.

Pelo lema & seguir, cuja demonstragao para encontra-se em [1]!, os morfismos que
quase cindem estao intimamente ligados com objetos indecomponiveis.

Lema 1.8 Seja f € Home (A, B).
(i) Se [ quase cinde a esquerda, entdo o objeto A € indecomponivel;

(i1) Se f quase cinde a direita, entao o objeto B € indecomponivel.

Definigao 1.9 Sejam A, B €C.
(i) Um morfismo f € Hom¢(A, B) ¢ minimal a esquerda se todo h € End(DB)
tal que fh = f € um isomorfismo;

(i1) Um morfismo f € Home(A, B) é minimal a direita se todo k € End(A) tal
que kf = f € um isomorfismo.

Conforme a proposigao a seguir, cuja demonstragao encontra-se em [1]2, os mor-
fismos minimais que quase cindem determinam unicamente os extremos das setas.

Proposicao 1.10 (i) Se f € Hom¢(A, B) e f' € Home (A, B') sao minimais que
quase cindem a esquerda, entdo existe um isomorfismo h € Home(B, B') tal que

fh=f"

(i) Se f € Home(A, B) e f' € Home(A', B) sdo minimais que quase cindem a
direita, entdo existe um isomorfismo k € Home (A, A’) tal que kf' = f.

Como vimos, numa categoria KRS todo objeto se decompde em objetos inde-
componiveis. Esta decomposicao permite limitar o estudo dos objetos de uma
categoria aos objetos indecomponiveis. No caso dos morfismos, um papel similar
(mas nao igual) é desempenhado pelos morfismos irredutiveis.

I A demonstracdo em questdo é feita para a categoria de médulos, a demonstracio para uma
categoria aditiva qualquer é semelhante.

2A demonstracdo em questdo é feita para a categoria de médulos, a demonstracio para uma
categoria aditiva qualquer é semelhante.



Defini¢ao 1.11 Um morfismo f € Home(A, B) € dito irredutivel se:
(i) f nao € se¢ao e nem retragao,

(i1) se f = fife, entdo fi € secio ou fy € retragao.

1.1.3 Categorias Abelianas

Sejam C uma categoria aditiva e f: X——=Y um morfismo em C. Definimos
a categoria C—>X—f>Y, cujos objetos sao os morfismos h:Z ——X com
Z € C, tais que hf = 0 e um morfismo entre h: Z——X e g: 2 —=X é
k:Z——=27" tal que kg = h. O objeto final desta categoria, quando existe,
é dito kernel de f e denotado por ker(f) : ker(f) —> X . De maneira dual,

definimos o cokernel de f, denotado por coker(f). E facil ver que ker(f) é mono
e coker(f) é epi.

Seja C uma categoria aditiva onde todo morfismo tem nicleo e conicleo. Dado
um morfismo f € Home(X,Y') temos o seguinte diagrama

f

Ker f—f= X Y —= CoKer f

com k e ¢ morfismos em C. Assim existem CoKer k e Ker ¢ e obtemos o seguinte
diagrama

Ker f—" ~ X ! Y —=— CoKer f

CoKer k Ker ¢

Como kf = 0 e u é cokernel de k, existe h: CoKer k——Y tal que uh = f.
Assim, fc = 0 implica em uhc = 0 e como u é epi, temos hc = 0. Como v é kernel
de c existe j:CoKer k —— Ker ¢ tal que ju = h. Obtemos entao o seguinte
diagrama

Ker f FoX Y ——~ CoKer f

| 7

CoKer k - 5 > Ker ¢

que é comutativo. O cokernel de k é também conhecido como co-imagem de f
e o kernel de ¢ é a imagem de f.

Definicao 1.12 Uma categoria aditiva C é dita uma categoria abeliana se todo
morfismo tem nicleo e conicleo e o morfismo j do diagrama acima € isomorfismo.

Pela definicao, numa categoria abeliana temos a imagem isomorfa a coimagem
para qualquer morfismo f. Existem exemplos onde j é mono e epi, mas nao é
isomorfismo, neste caso a categoria é dita pré-abeliana [13].
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Exemplo: As categorias de grupos abelianos e de espagos vetorias sao categorias
abelianas. Nestes casos o isomorfismo j é dado pelo Teorema do Isomorfismo.

Seja C uma categoria abeliana.

Definicao 1.13 Uma sequéncia

fn—l fn

fn
Xn—l Xn Xn+1 = Xn+2 —

(finita ou infinita) de objetos em C € dita exata no nivel n se Im(f,,—1) = ker(f,)
e exata se € exata para todo n. Em particular,

0—=A—Jt.pB 9. ¢ 0,

¢ chamada sequéncia exata curta se f é mono, g € epi e Im(f) = ker(g)

N f g 4
Dada uma sequéncia exata curta 0 A B C 0 em C, segé
uma retracao ou f é um segao, entao B = A @ C. E neste caso dizemos que a
sequéncia cinde.

Definicao 1.14 Seja X um objeto em C, uma categoria abeliana.
i) Um objeto A € C ¢é dito supérfluo em X, se para todo objeto B € C, tal que
A® B =X, temos B=X.

ii) Um epimorfismo h: X ——=Y em C é minimal se ker(h) é supérfluo em X.

iit) Um epimorfismo h: P——=X em C é chamado de cobertura projetiva
de X se P ¢ um objeto projetivo e h é epimorfismo minimal.

Definicao 1.15 Seja X um objeto em C. Dizemos que X possui uma resolugao
projetiva se existe uma sequéncia exata

P2 D2 Pl D1 PO Po X 0

onde pg: Pyp——= X ¢€ epimorfismo, os objetos P; sao projetivos para todo i > 0.
A sequéncia

pX .- p-2sp 2. p 0
¢ chamada resolugao projetiva de X.

Uma seqiliéncia exata
p1 Po
P Fy X 0

em C é chamada uma apresentagao projetiva minimal de X se F, X

P ~ o g A .
e P, ——ker(P,) sado coberturas projetivas. Uma seqiiéncia exata

P2 p2 Pl P PO Ppo X 0

11



em C é chamada de resolugao projetiva minimal de X se P, LN Im(P;) sao

coberturas projetivas para todo ¢t > 1 e F, . X é uma cobertura projetiva.
Dualmente, definimos envolvente, apresentacao e resolugao injetiva de um
objeto X € C.

Lema 1.16 Seja M € Mod(A) um mddulo finitamente apresentdvel. Entdo M
admite uma resolu¢ao projetiva minimal

2 1

p2 . pt . po 0

onde P; ¢ finitamente gerado, para todo i € 7.

Um resultado importante acerca de sequéncias exatas curtas é visto a seguir.
Proposicao 1.17 Seja

0— L1 2 N0

uma sequéncia exata curta em C uma categoria abeliana.
(i) Dado um morfismo v € Home(V, N) existe um diagrama comutativo de linhas
exatas:

0 L——V ==V 0

se, e somente se, V' € o pull-back de M2 NV,

1) Dado um morfismo u € Home (L, U) existe um diagrama comutativo de linhas
(ii) , g
exatas:

0 Loy nN 0
(CR
0 U—>U—=N 0

se, e somente se, U' é o push-out de U<u—L—f>M.

Uma demonstragao dessa proposigao pode ser encontrada em [2], pagina 75.

1.1.4 Categoria Quociente

Nesta se¢ao vamos introduzir a nocao de radical de uma categoria aditiva C,
uma vez que o mesmo e suas poténcias fornecem importantes ferramentas para
descrever a estrutura de uma categoria KRS.
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Definicao 1.18 Seja C uma categoria aditiva. Uma classe T de morfismos de C
¢ um ideal bilateral em C se T possui as sequintes propriedades:

(i) para cada par de objetos A, B € C, Z(A, B) = ZNHom¢(A, B) € um subgrupo
de Hom¢ (A, B).
(i1) se f € Home(A, B), g € Z(B,C) e h € Home(C, D), entdo fgh € Z(A, D).

Definimos a categoria quociente C/Z cujos objetos sao os mesmos de C e o
espaco de morfismos entre os objetos A e B é dado pelo espaco quociente:

HOch(A, B)

HOmc/Z(A, B) = I(A B)

onde Z(A, B) representa os morfismos de C no ideal Z.

Defini¢ao 1.19 (i) O radical (de Jacobson) de uma k-categoria C € um ideal
bilateral em C denotado por rade e definido como a sequir:

rade(A, B) = {f € Hom¢(A, B); 14— fg é invertivel para qualquer g € Home(B, A)}

para quaisquer objetos A, B € Ob C;

(1) Dado m > 1, nds definimos por: rad@ (A, B) como o subespago de rade(A, B)
gerado por todos os morfismos f da forma

f1 f2 fm

X2 Xm—l_>Xm =B
f

A - XO X1
onde f; € rada(X;—1,X;) comi € {l,...m}.

Observagao: Se X e Y s@o objetos indecomponiveis, entao rade(X,Y)
consiste em todo os morfismos nao invertiveis de X para Y.

1.1.5 Funtores

Um funtor covariante (respectivamente contravariante) 7 :C——C' de
uma categoria C na categoria C’' é definido atribuindo a cada objeto X de C um
objeto T'(X) de C’' e cada morfismo h: X —=Y em C um morfismo

T(h): T(X)——=T(Y) (respectivamente T'(h):T(Y)——=T(X)) em C' tal
que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) Para todo objeto X de C temos T'(1x) = Llp(x);

(ii) Para todo par de morfismos f: X ——=Y e ¢g:Y ——= 7 na categoria C,
temos T'(fg) = T(f)T(g) (respectivamente T'(fg) = T(9)T(f)).
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Exemplos: Dois funtores importantes sao os funtores representativos
Home(X,—): C——=Ab e Home(—, X) : C ——= Ab , que sdo, respectivamente
covariante e contravariante.

Sejam T,T":C——C' funtores covariantes. Uma transformagao natural en-
tre T e T" ¢ uma familia n, = {nx; X € C} de morfismos nx : T'(X) —T"(X)

tal que, para qualquer morfismo f: X ——=Y em C o diagrama:

T(X)—E——T'(X)

em C’ é comutativo. De forma dual definimos transformagao natural entre funto-
res contravariantes. Com isto obtemos a categoria de funtores §(C,C’), onde os
objetos sao os funtores de C para C' e os morfismos sao as transformagoes naturais.

Observe que 7, ¢ uma equivaléncia natural de funtores se, para qualquer objeto
X € C, o morfismo nx : T(X)—T"(X) ¢é um isomorfismo em C’.

Um funtor covariante T : C ——C’ é uma equivaléncia de categorias se existe
um funtor F':C'——=C e isomorfismos funtoriais

T].Z]_C:—>TF [§] (I).Z]_C/:—>FT

onde 1¢ e 1¢ sao funtores identidade em C’ e C, respectivamente. Nesse caso, o
funtor F' é chamado quase inverso de T

Se existe uma equivaléncia T : C'——=C" de categorias C e C’, entao dizemos
que C e C' sao categorias equivalentes, e escrevemos C ~ C'.

A equivaléncia entre duas categorias nem sempre € facil de ser mostrada, uma vez
que em alguns casos ¢ dificil encontrar o funtor quase inverso. Vamos introduzir
alguns conceitos, afim de tornar a caracterizagao de equivaléncia entre categorias
um pouco mais simples.

Um funtor covariante T : C ——=C’ ¢é denso se, para qualquer objeto A de C’,
existe um objeto C' em C tal que T'(C') é isomorfo a A, ou seja, T(C) = A.

Dizemos que um funtor covariante 7" é pleno (respectivamente fiel), se a aplicacao

Tap : HOmc(A,B) — Homc/(T(A),T(B))
f — T(f)

é sobrejetora (respectivamente injetora), para todos objetos A e B de C.
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Lema 1.20 Um funtor covariante T :C——=C' € uma equivaléncia de catego-
rias se, e somente se, T' € denso, pleno e fiel.

Um funtor contravariante D : C ——= C° ¢ uma equivalencia entre categorias se
induz um funtor covariante D : C? ——= C que é uma equivaléncia entre catego-
rias, neste caso D é dito uma dualidade.

Exemplo: Seja x um corpo. Um importante exemplo de dualidade ¢ a duali-
dade standard D = Hom,(—, ) : Mod A —— Mod A | onde Mod A ¢ a cate-
goria de A-mddulos de uma k-algebra que serao definidos na proxima secao.

Seja C uma categoria aditiva, dizemos que um funtor 7" é aditivo se preserva so-
mas diretas, e, para quaisquer objetos A, B € C, o funtor Typ satisfaz T'(f +¢g) =
T(f)+T(g), para quaisquer f,g € Home(A, B).

Sejam C uma categoria aditiva e F(C Ab) a categoria de funtores contravari-
antes de C em Ab. Dado X € C vimos que o funtor representativo Hom(—, X) €
F(C° Ab). Um importante teorema, conhecido na literatura como Lema de
Yoneda, permite parametrizar, de forma natural, as transformagoes naturais de
um funtor F' € F(C°, Sets) pelos funtores representativos.

Lema 1.21 (Lema de Yoneda): Sejam F um funtor contravariante em
F(C, Sets), X € C. Entao

m: N(Home(—,Y),F) —» FX
¢ = éx(lx)

define uma bijecao. Em outras palavras, temos

N (Home(—, X), F) = FX.

Claramente, para cada transformacao natural ¢ : Home(—, X) ——= F', temos
¢x(lx) € FX, entao w define um morfismo entre N'(Home(—,Y), F) e FX. Uma
idéia da demonstragao é contruir sua inversa o : FX — N (Home(—, X), F) .
Sejam z € FX eY € C. Vamos definir a aplicacao

o(z)y : Home(Y, X) — FY
f = o(z)y = F(f)(2)

para todo f € Home(Y, X). E fécil verificar que o(z) : Home( X) — F é um
morfismo funtorial e que 7 e o sdo mutuamente inversas.

Em particular, para todo Y € C, temos N (Home(—, X), Home(—,Y)) = Home (X, Y).

O lema de Yoneda permite identificar a categoria C imersa na categoria de funto-
res contravariantes §(C°, Ab) pela identificacdo X —— Home¢(—, X) . De fato,

o lema mostra que o funtor C —— F(C, Ab) ¢é pleno e fiel.
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1.2 Algebras e Médulos

A partir desta secao vamos considerar x um corpo algébricamente fechado. Esta
restricao visa facilitar algumas demonstracoes.

Defini¢ao 1.22 Uma k-algebra A é um anel (A, +,-) com unidade (ndo neces-
sariamente comutativo) que possui uma estrutura de k-espago vetorial compativel
com a multiplicacao do anel, isto €, tal que para todo X € K e para todos a,b € A
temos:

AMa-b) = (Xa)-b=a-(\b)

Uma k-dlgebra A pode ser vista como uma categoria formada por um tnico ob-
jeto X, cujos morfismos sao Hom(X, X) = A. A composi¢ao é induzida pela
multiplicacao da algebra.

Algumas élgebras, como por exemplo, a dlgebra de polindémios k[z|, a de matrizes
de ordem n sobre um corpo k e mais geralmente EndV de operadores lineares
de um k-espaco vetorial V' possuem estruturas que sao bem conhecidas. Porém
existem &algebras, um pouco mais ”complicadas”.

Definicao 1.23 Uma representagao de uma rx-algebra A ¢ um homomor-
fismo de dlgebras

R: A — EndV)
a — Ra):V =1V,

para algum k-espaco vetorial V.

Obter representacoes de uma algebra ¢ uma ferramenta importante, também uti-
lizada em outras areas, reduzindo problemas de algebra abstrata a problemas de
algebra linear.

As propriedades de homomorfismo de algebras nos levam a uma defini¢cao equi-
valente de representacao, sao os modulos de uma algebra.

Definicao 1.24 Sejam k um corpo e A uma K-dlgebra. Um A-moédulo a di-
reita ¢ um espaco vetorial M com uma operacao

MxA — M
(m,a) — m-a

que satisfaz, para todos x,y € M , a,b € A e X\ € K, as propriedades:
(1) (x+y)-a=z-aty-a

(i) x-(a+b)=x-a+x-b;

(i1i) © - 15 = x;
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(iv) (x-a)-b=x-(a-b);

(v) (Az)-a=x-(Xa) = A(z-a).

Dualmente definimos o conceito de A-moédulo a esquerda. Em nosso trabalho
vamos considerar espacos vetorias de dimensao finita. Porém a teoria de repre-
sentacoes abrange os casos de dimensao infinita. Com isto definimos a categoria
mod A dos A-médulos que é Krull-Remak-Schimidt. Sendo assim, é suficiente
conhecermos os modulos indecomponiveis e os morfismos entre eles.

Observacao: Do ponto de vista categorico, uma representacao de uma algebra
(ou um moédulo) é simplesmente um funtor M : A’ —— Vec,, , ou seja, um ob-
jeto na categoria de funtores.

Uma &algebra A é dita local se, possui um tnico ideal maximal a direita, ou

equivalentemente, um unico ideal maximal a esquerda. O lema a seguir sera uma
importante ferramenta na caracterizacao deste tipo de dlgebra.

Lema 1.25 Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita. As sequintes condigoes
sao equivalentes:

(i) A é uma dlgebra local;

(ii) A possui um unico ideal mazximal a esquerda;

(i1i) O conjunto de todos os elementos nao invertiveis de A € um ideal bilateral;

(iv) Para todo a € A ou a ou 15 — a € invertivel;

(v) A possui somente dois elementos idempotentes 0 e 1;

: ) A .
(vi) A k-dlgebra TG isomorfa a K.

O resultado a seguir é uma caracterizagdo de A-moédulos indecomponiveis utili-
zando algebras locais.

Proposigao 1.26 Seja A uma k-dlgebra. Um A-mddulo M ¢é indecomponivel se,
e somente se, Enda (M) € local.

Uma demonstracao deste resultado encontra-se em [1].
Seja M um A-moédulo. Um submédulo N C M é um subespago fechado para a

multiplicacao pelos elementos de A. Dizemos que um médulo é simples se seus
Unicos submaddulos sao os triviais.
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Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita e seja {e1, ea,...,e,} um conjunto de
elementos idempotentes de A. Toda dlgebra tem pelo menos dois idempotentes,
0p e 15, chamados idempotentes triviais. Se e é um idempotente nao trivial
de A, entao 1, — e também é um idempotente nao trivial e, mais, e e 15 — ¢
sao ortogonais. Além disso, Ay = eA @ (15 — e)A é uma decomposi¢gao nao
trivial em A-médulos a direita. Dizemos que ele é um conjunto completo de
idempotentes ortogonais primitivos de A, se e; +e3+ ...+ €, = 1), com
? =¢;, para todo i € {1,...,n}, e;e; = 0se i # j e, ainda, se ¢; = ¢/ + ¢’ com

¢/ e ¢’ idempotentes, entao ¢/ =0 ou ¢’ = 0. Como A tem dimensao finita, o A-

e

moédulo a direita Ay, admite uma decomposicao em A-moédulos indecomponiveis,

digamos

Ah=eAD...De,A.
Prova-se que, o médulo e;A é projetivo indecomponivel, para todo i € {1,...,n},
onde {eq, €9, ..., e,} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primiti-

vos de A. Desta forma, obtemos uma decomposicao de uma dlgebra em moédulos
projetivos indecomponiveis.

Ja vimos que os mddulos indecomponiveis estao associados as algebras locais,
vamos verificar agora uma relacao entre morfismos irredutiveis vistos na segao
1.11 na pégina 10 e o radical da categoria de mddulos.

Lema 1.27 Sejam X,Y € mod (A) mddulos indecomponiveis. Um morfismo
[+ X —=Y ¢éirredutivel se, e somente se, f € radyoan) (X, Y)\radfwodm) (X,Y).

Demonstracao:(=-) Seja f um morfismo irredutivel, entao f € radyioacn)(X,Y).
Suponha que f € radiﬁod(A)(X, Y), entao f = gh, com g € radyioan)(X,Z) e

t
h € radyioany(Z,Y), para algum Z € Mod(A). Decompondo Z = @ Z;, com Z;

i=1

indecomponivel, para todo i € {1,...,t}, podemos escrever
t ha t
g:[gl...gt]:X%@Zi e h=| : :@Zi—>Y
i=1 hy i=1

Como f ¢ irredutivel, entao ou g é secao ou h é retracao.

/

g1 t t
Se g é secao, entao existe ¢/ = | | : EB Z; — X, tal que 1y = g¢ = Zgigg.
i=1

g | =
Logo 1x € rady(X, X), uma contradigao.
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¢
Se h é retragdo, entao existe ' = [h} ... h}] Y — @ Z;, tal que
i=1

t
ly =hh=> hih,.

i=1
Logo 1y € rad,(Y,Y), uma contradigao. Portanto, f ¢ radj(X,Y).

(<) Como f € rady(X,Y) e X e Y sao indecomponiveis, f ndo é isomorfismo.
Logo nao ¢ se¢ao, nem retracao.

t
Suponhaf:gh,comg:X%Zeh:Z%YetomeZ:@:Zi,comZi
i=1
indecomponivel, para todo ¢ = t. Escrevendo

g1 t t
i =1 i=1

t
temos f = Z gih;. Como f & rad%(X.Y) e Z; é indecomponivel, ou g; é se¢ao, ou
i=1

h; é retragdo para algum i. Assim, ou g é seciio, basta tomar g~ =1[0...g;"...0],
z T
e portanto secdo, ou h é retracdao, basta tomar h~! = hi_1 , € portanto
| 0]
retracao.
0J

Uma outra caracterizacao de morfismos irredutiveis, que sera utilizada neste tra-
balho é dada pelo lema a seguir, cuja demonstra¢ao encontra-se em [1].

Lema 1.28 Seja

0—L—Lop— 2N

uma sequéncia ezata curta que nao cinde em Mod(A).

(i) O morfismo f : L — M € irredutivel se, e somente se, para cada morfismo
v:V — N, existe v; : V — M tal que v = v1g ou existe vo : M — V tal que
g = vyv.




(i) O morfismo g : M — N € irredutivel se, e somente se, para cada morfismo
u: L — U, eviste uy : M — U tal que u = fuy ou existe ug : U — M tal que

f = uus.

Os resultados a seguir nos fornecem relagoes entre morfismos irredutiveis e obje-
tos indecomponiveis e sua demonstracao pode ser vista em [1].

Corolario 1.29 (i) Se f : L — M ¢é monomorfismo irredutivel entao N =
coker(f) é indecomponivel.

(i1) Se g : M — N € epimorfismo irredutivel entio L = ker(g) € indecomponivel.

Teorema 1.30 (a) Seja f: L — M minimal que quase cinde a esquerda. Entdo
f € irredutivel. Além disso, f': L — M’ € irredutivel se, e somente se:

(i) M" #0;

(i1) existe uma decomposi¢cao M = M' & M";

(111) existe um morfismo " : L — M" tal que [f'f"] : L — M' ®& M" é minimal
que quase cinde a esquerda.

(b) Seja g : M — N minimal que quase cinde a direita. Entao g € irredutivel.
Além disso, g : M — N ¢ irredutivel se, e somente se:
(i) M" #0;
(ii) existem uma decomposicao M = M' @& M";
/

(111) existe um morfismo g" : M" — N tal que [ gg,, 1 M ®»M" — N € minimal

que quase cinde a direita.

O resultado a seguir serd utilizado no capitulo 4 e sua demostracao pode ser vista
em [1].

Teorema 1.31 Sejam A uma k-dlgebra, (My)xe; uma familia de A-maodulos,
(qn : My ——=@,c; M») as inclusoes associadas  soma direta e N um A-mddulo.
Ezxiste um isomorfismo de k-modulos

Hom A(ED My, N) = [ [ (M, N)

el el

dado por fr—=(fa\)xer -
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Capitulo 2

Categoria Derivada

Categorias derivadas foram introduzidas na década de 1960 por Alexander Grothen-
dieck e seu aluno Jean-Louis Verdier como consequéncia do desenvolvimento da
Algebra Homoldgica na década de 1950. Na teoria bdsica de Verdier, escrita em
sua dissertagao e depois publicada em [25], surge o conceito de categoria triangu-
lada, e ainda a localizagao de uma categoria, como a generalizacao da localizacao
de um anel comutativo. Categorias derivadas, desde entao, tornaram-se impor-
tantes dentro e fora da geometria algébrica.

2.1 Categoria de complexos de médulos

Uma das principais idéias utilizadas na Algebra Homolégica é identificar objetos
com complexos. Esta abordagem permite ampliar conceitos e generalizar impor-
tantes (bi)funtores, tais como Hom(—,—) e —® —.

Sejam k um corpo algébricamente fechado e A uma rk-dlgebra. A categoria C'(A)
de complexos de A-mddulos tem como objetos sequéncias X® = (X', d%) de A-
médulos X? e de A-homomorfismos d chamados diferenciais e denotados por

i—1

. d . d .
X — X 2 X N X

com d 'd% = 0 para todo i € Z.

Um morfismo f*: X* — Y* em C(A) é uma sequéncia de morfismos f*: X* — Y
tais que di ' f = fi71di ! para todo 4, ou seja, o diagrama a seguir comuta.

i—1
10X

Xi— Xz dg{ Xi+1

lfil sz lfiJrl

Yi—l Yz : Yi+1

di ! s

Prova-se que C'(A) é uma categoria abeliana, para detalhes da demonstragao veja

[7].
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Um complexo X* é dito limitado superiormente (respectivamente limitado
inferiomente) se existe n € Z tal que X’ = 0 para todo i > n, (respectiva-
mente ¢ < n). Um complexo X* é dito limitado se é limitado inferiomente e
superiormente. As subcategorias do complexos limitados superiormente, limita-
dos inferiormente e limitados sdo, respectivamente, denotadas por C~(A), CT(A)

e CP(A).

Seja n um inteiro. Definimos o funtor shift [n] como o automorfismo em C(A)
que envia X* —— X*[n], onde X*[n]’ = X" e di,) = (—1)"dy™.

Sejam X*® um complexo e ¢ um inteiro. A i-ésima cohomologia de X* é de-

. ker (d’
finida por H'(X*®) = Ld.)_(l). Com isto, para cada ¢ € Z ¢é facil verificar a
Im(d")
existéncia do funtor cohomologia: H'(—): C(A) —— Mod(A) que para ob-
ker (d';)

jetos envia X* em H'(X®) = W

em H(f*): H(X*)— H(Y*), definido por (Z)H'(f*) = (z)f°.

e para morfismos envia f*®: X*——=Y*

Definicao 2.1 Um morfismo em C(A) é dito homotépico a zero, e denota-
se f* ~ 0°, se existem morfismos k' : X' ——=Y""' para todo i € Z tais que
fr=Kdy + dik T
Xifl di?ZI Xz dg{ Xi+1
Ve e
i-1_ 7~ i 7 i1
jf gt Lf/ . lf
Yi—l Yz : Yi—i—l

dit i

Dizemos que dois morfismos f®, ¢*: X*——=Y* sao homotdpicos se (f°* —
g°*) ~ 0°. Além disso, mostra-se facilmente que morfismos homotépicos a zero
formam um ideal em Homea)(X®, Y*) [7]. A categoria homotépica K (A) é
obtida pelo quociente por este ideal. De maneira similar obtemos as categorias
K*(A) com * € {+,—,b}. Uma vantagem deste quociente é que uma quantidade
maior de diagramas é comutativa. O problema é que, em geral, a categoria ho-
motopica nao é abeliana, pois nem todo morfismo possui coker.

O resultado a seguir garante que o funtor cohomologia pode ser passado ao quo-
ciente K (A).

Proposicao 2.2 Sejam f°®, ¢*: X*——=Y* dois morfismos homotépicos, entao
H'(f*) = H'(g*).

Demonstragao: Como f* ~ ¢°, por definicao, f* — g* ~ 0°. Logo, para todo
i € 7, existe k': X' ——=Yi"!  tais que f' — ¢ = k'diy ! + di kTl Seja x €
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ker(d), entao

(@)f' = (2)g = (@)(f-9)'
= (@K (@)dick™ |
= (2)kidi ! € Imdy!

Logo fi(z) = g'(z). Portanto, H'(f*)(z) = H'(¢*)(T).

Observagao: A reciproca é falsalll Tomando o complexo de Z-mdédulos

X Zy—2> 7,y —2> 174
e os morfismos 1°,0°: X* —— X* | temos:

 kerki2 4 2k

- {
Hi(X®*) = — __ —
() = Towz 2k {

Mas 1°* nao é homotopico a 0°, uma vez que é impossivel criar morfismos

ki : 7y —— 7y , tais que 1z, = k'2 + 2k*! pois a imagem de k2 + 2k estd
contida em {0, 2}.

Assim, temos o funtor cohomologia H®: K(A) —— Mod(A) e o seguinte resul-
tado cuja demonstragdo pode ser encontrada em [7].

Proposicao 2.3 O funtor cohomologia envia uma sequéncia exata curta de com-
plexos X* — Y* — Z* em uma sequéncia exata longa

o= HY(X®) = HY(Y®) = HY(Z*) = H"™(X*) — ...

Um complexo X* possui cohomologia limitada se H(X*®) # 0 para um conjunto
finito de indices ¢ € Z. Dizemos que um complexo é aciclico se suas cohomologias
sao todas nulas. Denotamos CT*(A) e C~°(A), respectivamente, as categorias
de complexos limitados inferiormente e superiormente com cohomologia limitada.
Denotamos K+?(A) e K~%(A) as respectivas categorias homotdpicas.

Um morfismo f*: X*——Y* é um quasi-isomorfismo em K(A) se o mor-

fismo induzido entre cohomologias H'(f®) : H'(X®*) — H(Y*) é um isomor-
fismo para todo i.

Nosso objetivo agora é identificar complexos que possuem mesma cohomologia,
ou seja, criar uma categoria na qual todos os quasi-isomorfismos se tornem iso-
morfismos. Para isto, vamos utilizar um procedimento similar a localizacao de
um anel comutativo, ou seja, dados A um anel comutativo e S C A um sistema
multiplicativo vamos tornar os elementos s € § invertiveis em um novo anel. O
raciocinio é semelhante ao utilizado na construcao dos niimeros racionais.
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Definicao 2.4 Seja C uma categoria e S um conjunto de morfismos em C. O
conjunto S € um sistema multiplicativo se satisfaz as sequintes condi¢oes:

(SM1) se f, g € S, entao fg € S, desde que a composicao faca sentido. E
1x € § para todo objeto X € C;

(SM2) Seja o : X —=Y wum morfismo em S. Entao para todo par de morfismos
Y —=Y e X ——= X" em § existem os diagramas comutativos a sequir:

X --=X X—= X"
| |
o_/l O—L Ul a,//l
A Y
Y —=Y Y- -=Y”

tais que o' e 0" pertencem a S;
7

(SM3) Sejam «, 5: X ——=Y morfismos em C. Entao existe um morfismo

c: X' —=X em S com oo = of se, e somente se, existe um morfismo
7:Y—=Y" em S com ar = 1.

X -2 X—=YV-I-Y'
B

Prova-se que a QIS, classe dos quasi-isomorfismos, é um sistema multiplicativo

em K(A).!

Definigao 2.5 Sejam C uma categoria e S um sistema multiplicativo. A lo-
calizagao de C em respeito a S ¢ a categoria C[S™], junto com o funtor de
localizagio @ : C——C[S™!] tais que:

(L1) Q(o) € isomorfismo para todo o € S;

(L2) qualquer funtor F :C——=D , tal que F(o) € um isomorfismo para todo
o €S € fatorado unicamente por @), ou seja o diagrama a sequir é comutativo.

c—2-cls
F ///
D

A

Vamos apresentar um esboco da construcao de C[S™!] Dados X, Y € C, considere

My ={X<*—Z—">Y ;a€Home(2,Y) e €8} ={(Z,5a)}.

Proposicao 10, pagina 151, [7].
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Vamos definir a seguinte relacao sobre M$ v, (Z, 5,a) ~ (W,0,b) & existe (P, t,c)
tal que o diagrama

é comutativo. A relagiao ~ é de equivaléncia, assim definimos a categoria C[S™]
pela categoria que possui os mesmos objetos de C e os morfismos sao dados por
M)C’(y/ ~. A composigao entre a = (Q, §,a) € Homes—1(X,Y) e = (W,0,b) €
Homeis-11(Y, Z) é dada por aff = (R,rs,cb), conforme o diagrama comutativo
abaixo.

R

SN
~Q ~W
NN
X Y Z

Definigao 2.6 A categoria K(A)[QIS)™! obitida pela localizagdo dos quasi-isomorfismos
¢ chamada Categoria Derivada da categoria Mod(A) e denotada por D(A), ou
seja, D(A) := K(A)[QIS)~*.

Como a categoria derivada D(A) da categoria Mod(A) é obtida pela localizacao
da categoria homotépica de complexos com relagao aos quasi-isomorfismos, os
objetos de D(A) sao complexos de A-mddulos e os morfismos s@o classes de ho-
motopias com inversos formais de quasi-isomorfismos. Desta forma, complexos
quasi-isomorfos, ou seja, que apresentam mesmas cohomologias sao isomorfos em
D(A). Definimos ainda as categorias D*(A), D=(A) e D’(A) de complexos, res-
pectivamente, limitados inferiomente, limitados superiormente e limitados, pela
localizag@o das categorias K*(A) pelos respectivos sistemas multiplicativos.

Existe uma imersao Mod(A)~—— D(A) que associa cada A-médulo X ao com-
plexo concentrado de grau zero

0 X 0

f
e os morfismos X ——Y em morfismos entre complexos concentrados

R,
I




este mergulho é pleno e fiel. Em particular podemos identificar todo A-mdédulo
com sua resolugao projetiva (injetiva) em D(A) por meio do quasi-isomorfismo
abaixo.

<_
-
.

o<~—o

Além disso, D(A) é aditiva e Krull-Remak-Schimidt, ou seja , podemos resumir o
seu estudo ao estudo do complexos indecomponiveis e dos morfismos irredutiveis.

Como sera visto no capitulo 4 o estudo dos A-mdédulos indecomponiveis e dos
morfismos irredutiveis na categoria de A-moddulos, feito pela Teoria de Auslander-
Reiten, utiliza sequéncias exatas curtas que quase cindem. Como D(A) néo é
abeliana, uma vez que K(A) nem sempre é abeliana, perdemos o conceito de
sequencias exatas. Desta forma, serd que existe um outro tipo estrutura nesta
categoria que substitua as sequéncias exatas e permita o estudo dos objetos inde-
componiveis e dos morfismos irredutiveis? Existe! Sao os triangulos exatos que
serao vistos no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Categorias Trianguladas

As categorias homotépica K(A) e derivada D(A) de uma &lgebra A, em geral,
nao sao abelianas, desta forma, perdemos o conceito de sequéncias exatas. Mas
elas possuem um outro tipo de estrutura que serd visto neste capitulo.

3.1 Categorias Trianguladas

Sejam C uma categoria aditiva e T" um automorfismo de C, chamado funtor

suspensao, cujo inverso sera denotado por 7~. Um triangulo (a, 3,7) em C é

Y7 2-TX. O nome triangulo é

dado por uma tripla de morfismos X —=Y
utilizado na literatura devido a seguinte notacao:

/f‘&y

mas tendo em mente que v é um morfismo de Z para T'X.

X

Um morfismo entre os triangulos («, 3,7) e (¢, f',7') é uma tripla de morfismos
(f,g,h) tal que o diagrama a seguir comuta:

X<,y 2.7 7. 7x

fl gl hL le

X —Y'—7 —TX
a B ol

Se f, g e h sao isomorfismos em C, entdo (f,g,h) é um isomorfismo entre
triangulos.

Uma classe T de triangulos em C, cujos elementos sao chamados tridngulos exa-

tos, é dita uma triangularizacao de C se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(TR1) i) Todo triangulo isomorfo a um triangulo exato é um triangulo exato;
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ii) Todo morfismo o : X — Y pode ser inserido em um triangulo exato («, 3, 7);
iii) O triangulo (1x,0,0) é um triangulo exato para todo X € C.

(TR2) («, B8,7) é um tridngulo exato se, e somente se, (5,7, —T«) é um triangulo
exato;!

(TR3) Dados dois triangulos exatos («, 5,7) e (¢/, 5,7), e morfismos f : X — X'
eg:Y — Y tais que fa/ = ag, entdo existe um morfismo (f, g,h) do primeiro
para o segundo triangulo;

Xy 2.7 7. T7x
|
I TR (0
\
X —Y'—7 —TX
a B ¥

(TR4) (Axioma do octaedro) Considere os triangulos exatos («,,7'), (8,4, j)
e (af, k, k"), como o diagrama abaixo. Entao existem morfismos f: Z' — Y’ e
g : Y’ — X tais que o seguinte diagrama é comutativo e a terceira linha é um
triangulo exato.

1x

Ty I x X

LTg e’ af

rxt oy g I x Ty
7 k 1xr jTi
gyt x Iy
14 k'
TX X TX

O axioma TR4 é conhecido por axioma do octaedro, pois o diagrama acima pode
ser representado como a seguir:

!Basta pedir a ida, a volta é consequéncia dos demais axiomas [9].
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onde os triangulos estao representados nas faces do octaedro.

Observagao: No artigo [20] J. P. May mostra que o axioma TR3 é redundante,
isto é, ele é uma consequéencia de TR1, TR2 e TRA4.

Uma categoria aditiva C junto com o funtor suspensao 7' e uma triangularizacao
T, é dita uma categoria triangulada. Sejam C e C’ categorias trianguladas. Um
funtor aditivo F': C — C’ é dito exato se envia triangulos exatos em triangulos
exatos. Se um funtor exato F': C — C’ é uma equivaléncia entre categorias, ele é
denominado uma triangulo equivaléncia, neste caso C e C’ sdo ditas triangulo
equivalentes.

Seja C uma categoria triangulada. Um funtor aditivo covariante H : C — Ab é
dito um funtor cohomolégico covariante se dado («, 3,7) um triangulo exato,
entao a sequéncia longa

H(T'a) H(T'B) H(T"y)

o — H(T'X) H(T'Y) H(T'Z) H(THX) —- -

é exata. De maneira similar definimos funtor cohomolégico para funtores contra-
variantes.

Proposicao 3.1 Seja C uma categoria triangulada. Seja (o, B,7) um triangulo
exato e M um objeto ambos em C. Entao:

(i) aff = By =0;
(i) Home (M, —) e Home(—, M) sao funtores cohomoldgicos;

(i1i) Seja (f, g, h) um morfismo entre os triangulos (o, B,7) e (o/,5',7'). Se f e
g sao isomorfismos, entao h também o €.

Demonstracao: (i) Por (TR2) ¢ suficiente mostrarmos que a8 = 0, uma vez
que (5, a, —T'«) é um triangulo. Por (TR3) temos o seguinte diagrama comuta-
tivo:

y Loz trx Iy
|

U I
\

Z=—Z—0—>TZ

assim, (—Ta)Tf = 0. Como T é automorfismo, segue a5 = 0.

(ii) Vamos mostrar que Home(M, —) é cohomolégico. E suficiente mostrarmos
que

Home (M, T ) Home (M,T?3)
_—

Home (M, T'X) Home (M, TY)

Home (M, T Z)

é exata. Por (i) a8 = 0, entao Home(M, T'«) Home (M, T?3) = 0, logo
Im(Home (M, T'«)) C ker(Home(M,T°B)). Seja g € Home(M,T'a) tal que

29



gT'3 = 0, ouseja g € ker(Home (M, T?/3)), vamos mostrar que g € Im(Home (M, T?a)).
De fato, como ¢T3 = 0, temos T~ '¢gT" '3 = 0. Assim, por (TR3) temos o mor-
fismo entre os triangulos abaixo.

T —% ~o0—% 1 o

[
T_lgL lO I'h lg
1—1 )\

ricty T pimi g pix 2Ty

Logo —hT'a = g.
De forma similar Home(—, M) também é cohomoldgico.

(iii) Considere o seguinte diagrama comutativo

Xy Pz Y rx

U

X—Y —=2 —~T7

com f e g isomorfismos. Aplicando o funtor cohomolégico Home(Z’, —) obtemos
o seguinte diagrama comutativo:

, Homc(Z/,oc) , Homc(Z/,B) , Homc(Zl.'\/) ,
Hom¢(Z',X) ————— > Hom¢(Z',Y) ————— > Hom¢(Z', Z) ——————— > Hom¢ (Z',TX)

HomC(Z/,f)L lHoxnc(Z/,g) lHomc(Z/,h) LHomC(Z’,Tf)

Hom¢ (Z', X) Hom¢ (Z',Y') ————> Home (27, Z7) Hom¢ (Z',TZ)
Homg (2/,a’) Home (2/,8) Home (2',7)

Como Home(Z', f), Home(Z', g), Home(Z',Tf), Home(Z', Tg) sao isomorfis-
mos, pelo Lema das 5 [2], temos Home(Z', h) é isomorfismo, logo h é isomor-
fismo.

O
Veremos agora que o morfismo vy determina quando um triangulo exato

Xy oz 2 rx cinde, ou seja, quando Y = X @ Z.

Lema 3.2 Seja («, B,7) um triangulo exato. As sequintes condigoes sao equiva-
lentes:

(i) v =0;
(i1) o € se¢do;

(i1i) B € retragao.

Demonstracao: (1) = (i) Se v = 0 considere o seguinte morfismo de
triangulos, onde a existéncia de o é garantida por (TR3)
Xy r’

7% Tx
|
< b

\
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assim aa/ = 1x, logo a é secdo.

(17) = (i) Se a é secao, existe o’ tal que (1x,a’,0) é um morfismo entre os
triangulos (o, 8,7) e (1x,0,0)

Xy .z Y rx

|
lo/ 10
\

X=—X—7>0—7-TX

em particular y1px = 0, logo v = 0. A demonstracao de que (i) < (iii) é similar.
U
B

Lema 3.3 Sejam X ==Y Z —2>TX wm trigngulo exato e f - W — Z.
Existe f': W =Y tal que f'8 = f se, e somente se, fv=0.

Demonstragao: Como Hom¢ (W, —) é cohomoldgico, temos a sequéncia exata

Homc (W, ) Hom¢ (Wy)

Home (W, Y) Home (W, Z) Home (W, T X)

Suponha que exista f': W — Y tal que f = f’. Logo temos f € Im(Hom¢(W, f)) =
ker(Home (W, 7)), pois a sequéncia é exata. Portanto fy = 0.

Reciprocamente, como fv = 0, temos f € ker(Home(W, 7)) = Im(Home(W, 5)),
pois a sequéncia é exata. Logo existe f': W — Y tal que f = f/.

0

Um importante exemplo de categoria triangulada sao as categorias de Frobenius.

3.2 Categorias de Frobenius

3.2.1 Categorias exatas

Seja C uma categoria aditiva que possui kernel e cokernel.
Definicao 3.4 Uma sequéncia de morfismos em C
AL 2 ¢

também denotada por (f,g), é uma conflagao se f é kernel de g e g € cokernel
de f. Neste caso, f € dito uma inflagao, g ¢ dito uma deflagao.

Um morfismo entre conflagoes é uma tripla (¢, 1, 0) tal que o diagrama a seguir
comuta
J.p_9. ¢

s

¥

A
-~
53

<

N

/

— B
I g
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Um morfismo (¢,,60) é um isomorfismo de conflagoes se, e somente se, os trés
morfismos sao isomorfismos.

Definicao 3.5 Sejam C uma categoria aditiva e S uma classe de conflagoes em
C. O par (C,S) € dito exato, ou ainda, C é uma categoria exata se as sequintes
condicoes sio vdlidas:?
(1) qualquer conflagio isomorfa a uma conflagio em S, estd em S;
(i1) para qualquer par de objetos A, B € C, a sequéncia canénica
A4 AepB-"5. B
esta em S;
(111) a composi¢ao de duas deflagoes € uma deflagao;

(iv) a composicio de duas inflagoes é uma inflagao,

(v) se [+ A — C é uma deflagio e g : B — C um morfismo qualquer, entao
existe o pull-back

AdeB-L-B

onde f' € deflacao;

(vi) se f: C — A € uma inflagio e g : C — B um morfismo qualquer, entdo
existe o push-out

c—1 .4
g jg’

f" inflagao;

(vii) seja f : B — C um morfismo com nicleo. Se existe um morfismo g : A — B
tal que gf € uma deflagao, entdo f € uma deflacao;

(viii) seja f : A — B um morfismo com conicleo. Se existe um morfismo
g: B — C tal que fg é uma inflacao, entao f € uma inflacdo.

2Bernhard Keller mostrou em [14] que (B,S) é exata se, e somente se, 19 é uma deflagio e
os itens (i), (4i7), (iv), (v) e (vi) sao vélidos.
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Exemplos: 1) Qualquer categoria abeliana é canonicamente uma categoria exata,
para isto, basta tomar S como a classe de todas as sequéncias exatas curtas.

2) Se (C,S) é uma categoria exata, entao (C,S°) é uma categoria exata, onde

op op
S é a classe de todas as conflacdes ¢ —— B 7 A tais que A I.p2.¢
estd em S.

Seja (C,S) uma categoria exata e seja
Al.p . ¢

uma conflacdo em S. Se g é uma retracao ou f é um secao, entao B2 A C. E
neste caso dizemos que a conflagdo cinde.

Lema 3.6 Considere o sequinte diagrama

E
k

At.p ¢

ht

D

onde a (f,g) é uma conflagio em uma categoria exata C. Entao este diagrama
pode ser completado em um diagrama comutativo

ALB@CE&

TR
ATl B¢ (¢
TR
D——Da&' B v

onde todas as linhas sao conflagoes.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [12].

Definigao 3.7 Seja (C,S) uma categoria exata.

i) Um objeto I € C é S-injetivo se o funtor Home(—, 1) : C? —— Ab leva con-
flacoes em conflagoes, ou seja, € exato.

ii) Um objeto P € C é S-projetivo se o funtor Home(P,—) :C——= Ab € exato.
iii) C possui suficientes S-injetivos se qualquer objeto A € C estd em uma con-
flacao

A—sI——B
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com I injetivo.

iv) S possui suficientes S-projetivos se qualquer objeto B € B estd em uma con-

flacao
A——=P——=B

com P projetivo.

Exemplo: A categoria Mod(A) de uma élgebra A, onde S é o conjunto das
sequéncias exatas curtas, € uma categoria exata que possui suficientes injetivos e
suficientes projetivos.

Definigao 3.8 Uma categoria exata (B, S) é chamada categoria de Frobenius
se (B, S) possui suficientes S-injetivos e suficientes S-projetivos, e além disso,
0s S-injetivos e 0s S-projetivos coincidem.

Seja (B, §) uma categoria de Frobenius. Para cada par de objetos X e Y em
B denotamos por I(X,Y) o subgrupo do Homp(X,Y') dos morfismos fatorados
por um injetivo. Mostra-se que este subgrupo é um ideal de Homg(X,Y). A
categoria estavel C associada a C é a categoria obtida pelo quociente por este
: : : : Home(X,Y)
ideal, ou seja C possui os mesmos objetos de C e Home(X,Y) = —————=.
= I(X,Y)

Lema 3.9 (Lema de Schanuel) Seja (C, §) uma categoria exata. Dadas duas
conflagoes X —=I1——=Y e X——=1'——=Y', com I e I' injetivos, entdio
Y@I'2Y' @ 1. Em particular, Y e Y’ sao isomorfos na categoria C.

Demonstracao: Dadas as duas conflagoes podemos construir o seguinte dia-
grama comutativo

X I Y

L

I —=T3X[—=Y

L

Y’ Y’

onde a linha do meio e as colunas sdo conflagbes. Como I e I’ sdo S-injetivos

as conflacdes que se iniciam com estes objetos cindem, logo I' @Y = I' X I e
IoY' =2I'dX 1. Portanto, I' @Y 21 @Y e Y =Y em C.

O

Pelo lema anterior, dado um diagrama comutativo, cujas linhas sao conflagoes,

x4y

|k

X—>[’—,>Y’

f g
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com I e I’ injetivos, A’ : Y ——=Y"’ ¢ isomorfismo em B.
Vamos construir uma triangularizacao de (B, S).

Seja (B, §) uma categoria de Frobenius. Para todo X € B, denotamos por [X]
a classe dos objetos isomorfos & X em B. E ainda, seja X I(X) X',

com I(X) injetivo. Para todo X € B vamos tomar ny : [X|——[X'] que é
uma bijecao em B. O lema de Schanuel garante que nx independe da escolha de
X I(X) X'

#(X) m(X)

Agora, para todo X € B, vamos tomar as conflagoes X I(X) TX,
onde TX = nx[X] e I(X) é injetivo. Seja o : X — Y um morfismo, como u(X)
é inflacao e I(Y") é injetivo, existe I(«) tal que o diagrama abaixo comuta

n(X) m(X)

X D ) Iy
|
al] 1 I(a)
Y
1Y) ) m(Y) Ty

Em particular, temos T'(«), tal que o diagrama abaixo é comutativo

X0 10y "L
I
at l](a) I T(a)
i
Y TY
TG

O morfismo T'(«) nao depende da escolha de () em B. Assim, temos um funtor
aditivo T : B—— B . Prova-se que T é uma auto-equivaléncia de B.?

Dado um morfismo «: X ——=Y em B. Considere o diagrama

1(x) ™ rx
TX

B “

onde as linhas sao conflagoes e C,, é o push-out de a e u(X). A classe formada
pelos triangulos distingiiidos

X 2.y C,—~TX

e seus isomorfos produz uma triangularizacao da categoria estavel de Frobenius

B.*

3Proposi¢ao da péagina 13 de [10].
4Teorema 2.6, pagina 16 de [10].
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Exemplo: Seja A uma k-algebra. A categoria de complexos limitados de A-
mddulos C*(A) possui uma estrutura de categoria exata S onde as conflagoes sdo
dadas por sequéncias de complexos X*——=Y*——=7° que cindem em cada nivel,
ou seja, as sequéncias 0 X Yy? A 0 cindem, para todo em i € Z.
Seja X € mod (A), vamos denotar por I*(X)® tal que I'(X)"~! = I'(X)' = X,
I'(X) =0paraj#i—1, ie dlg&) = 1x. O complexo I'(X)*® e suas translagoes

sao S-injetivos e S-projetivos indecomponiveis em C?(A). Além disso, C®(A) ad-
mite suficientes S-injetivos. De fato, seja X*® € C®(A), vamos denotar por I(X*)*
o complexo @;I'(X"). Agora vamos definir o morfismo z®: X*——=I(X*)*

por (1), X* X'@ X Assim, é facil verificar que a sequéncia
e I(X*)*——=T(X*)* pertence a S. A cobertura projetiva de X*® é ob-
tida de forma similar. Segue que C®(A) é de Frobenius.
Além disso, prova-se que a categoria estdvel de C®(A), para estas conflacoes, é
equivalente a categoria homotépica K°(A)[10]. Com isso concluimos que K°(A) é
triangulada, o funtor suspensao T coincide com o funtor shift [1] e C,, 0 complexo
chamado cone, é da forma

i—1

i
C dCa

. . d . . . .
. X P Yz—l o XH—I o) Y Xz+2 o) Yz+1 .

. _d§r1 aitl
Ca:< 0 di )

onde

para todo i € Z.

Vamos denotar por proj(A) (resp. inj(A)) a subcategoria completa de Mod(A)
cujos objetos sao o A-médulos projetivos (resp. injetivos). Assim, K°(proj(A))
(resp. K*®(inj(A))) uma subcategoria completa de K°(A). Desta forma, obtemos
os funtores K°(proj(A)) — K°(A) ——= Db(A) e

K®(inj(A)) — K°(A) ——= D’(A) . Se A possui dimensdo global finita esses
funtores sao triangulo equivaléncias [25]. Se A nao possui dimensao global finita
a situacdo se torna um pouco mais complicada, neste caso, D’(A) é equivalente
triangulo equivalente & K ~*(proj(A)) e K**(inj(A)). Lembrando que existe um
mergulho de Mod(A) em DA), sejam X, Y € Mod(A), utilizando a resolugio
projetiva e a triangulo equivaléncia entre D°A) e K ~°(proj(A)) para i > 0 temos

Hom e, )(T°X,Y) = 0 e Hompy) (X, T°Y) = Extygoqn (X, Y).
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Capitulo 4

Teoria de Auslander-Reiten

Uma das técnicas mais eficientes para se estudar a estrutura da categoria de
médulos de uma algebra é a Teoria de Auslander-Reiten. Esta teoria permite
explicitar as classes de modulos indecomponiveis e os geradores dos espacos de
morfismos irredutiveis em sequéncias exatas curtas que quase cindem, chama-
das sequéncias de Auslander-Reiten. Como a categoria de A-mddulos é Krull-
Schimidt, ou seja, todo moédulo se decompde em soma direta de médulos inde-
componiveis de forma tnica, a menos de isomorfismo, conhecer as sequéncias de
Auslander-Reiten de uma algebra permite obter muitas informacoes da categoria
de médulos (e portanto das representagoes) da algebra.

Na primeira secao deste capitulo vamos descrever, de forma suscinta, a teoria
de Auslander-Reiten para a categoria de A-médulos. Nosso objetivo, nas segoes
seguintes é apresentar a Teoria de Auslander-Reiten para a categoria derivada de
complexos limitados e tracar um paralelo entre as duas teorias.

4.1 Teoria de Auslander-Reiten na categoria de
modulos

A Teoria de Auslander-Reiten para categoria de moddulos foi introduzida por
Maurice Auslander e Idun Reiten em [3] onde os resultados omitidos desta se¢ao
podem ser encontrados.

Seja x um corpo algébricamente fechado! e A uma s-algebra de dimensao finita.
Ao longo deste capitulo, Mod(A) representa a categoria de A-mdédulos a direita.

Definicao 4.1 Uma sequéncia exata curta em Mod(A)

f

0— LM -N—0

¢ chamada sequéncia que quase cinde ou sequéncia de Auslander-Reiten
(SAR) se:

10 caso ndo algébricamente fechado é um pouco diferente, mas fudamentalmente igual.
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(i) f € minimal que quase cinde a esquerda;

(i1) g € minimal que quase cinde a direita.

O teorema a seguir fornece uma caracterizacao para as SAR.

Teorema 4.2 Seja
f

0— LM N0

uma sequéncia exata curta em Mod(A). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) A sequéncia é SAR;

(i1) L é indecomponivel e g quase cinde a direita;
(i1i)) N € indecomponivel e f quase cinde d esquerda;
() f € minimal que quase cinde a esquerda;

(v) g € minimal que quase cinde a direita;

(vi) L e N sao indecomponiveis, f e g sao irredutiveis.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [1], pagina 105.

Pelo teorema anterior podemos concluir que em uma SAR os objetos inicial e
final sao indecomponiveis e adicionando o teorema 1.30, pagina 20, podemos de-
terminar todos os morfismos irredutiveis que partem de L ou que chegam em
N. Mas sera que dado um objeto indecomponivel existe uma SAR comecando
ou terminando nele? Os proximos resultados mostram como Auslander e Reiten
responderam a esta pergunta.

Primeiramente vamos considerar o funtor contravariante
(=) = Homp(—, A) : Mod(A) — Mod(A%).
Dado M € Mod(A), tome

P, p1 P, pOM 0

uma apresentacao projetiva minimal de M, que conforme visto na pagina 11 é uma
sequéencia exata tal que Fy XM e P—2 ker(pg) sdo coberturas projetivas.
Aplicando o funtor (—)?, obtemos a sequéncia exata

0 Mt pt B, pt coker(p}) —0.

Denotamos coker(p}) = TrM e o denominamos transposta de M. A trans-
posta Tr: Mod(A) —— Mod(A°) nao define uma dualidade entre Mod(A) e
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Mod(A), mas define uma define uma dualidade entre as categorias estaveis
Mod(A) e Mod(AP).

Proposicao 4.3 A correspondéncia Tr: Mod(A) — Mod(A?) que envia
M v+—— TrM induz um funtor dualidade Tr: Mod(A) —— Mod(A).

A demonstracao desse resultado encontra-se em [1], pagina 110.

A dualidade Tr definida em 4.3 é chamada transposigao. Ela transforma A-
moédulos a direita em A-mddulos a esquerda e vice-versa. Assim, para definir
um funtor de Mod(A) em Mod(A) precisamos compo-lo com outra dualidade
entre A-médulos a direita e a esquerda. Vamos utilizar a dualidade standard
D = Hom,(—, k) vista na péagina 15.

Definigao 4.4 As translagoes de Auslander-Reiten sdo definidas pela com-
posicao de Tr e D, a saber,

r=DTr e 7' = TrD.

Definicao 4.5 O funtor definido v = D Homy(—,A) : Mod(A) —— Mod(A) €
chamado funtor de Nakayama.

Lembrando que proj(A) e inj(A) representam, respectivamente, as subcategorias
completas de Mod(A) formada por médulos projetivos e injetivos. As translagoes
de Auslander-Reiten induzem uma equivaléncia nas subcategorias estaveis, pro-
jetiva e injetiva. Antes de verificar tal fato, vejamos o seguinte resultado.

Proposicao 4.6 O funtor de Nakayama v induz uma equivaléncia entre as sub-
categoria proj(A) e Inj(A), cujo funtor quase inverso é:

v~ (=) = Homy (DA, —)

ou seja,
proj(A) === inj(A)

14

Demonstragao: Como os funtores sao aditivos, é suficiente verificarmos para os
modulos indecomponiveis.
Seja eA € proj(A), com e idempotente primitivo. temos

v(eA) = DHomy(eA,A) = D(Ae) € inj(A) e

v Y (D(Ae)) = Homp (DA, D(Ae)) = Hompen (Ae, A) =2 eA.
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1

Corolario 4.7 As translacoes de Auslander-Reiten T e 77" induzem uma equi-

valéncias mutualmente inversas

Mod(A) : Mod(A).

T

O préximo resultado serda de grande importancia na demonstracao da existéncia
de SAR.

Teorema 4.8 (Férmulas de Auslander-Reiten) Sejam A uma k-dlgebra e
M, N € Mod A. Entao existe um isomorfismo

Exty (M, N) = DHomy(7~'N, M) = DHom, (N, 7M)
que € funtorial nas duas varidveis.

A demonstracao pode ser vista em [1], pagina 118.

O resultado a seguir é um dos mais importantes na teoria desenvolvida por Aus-
lander e Reiten em [3], que leva o nome dos dois. O teorema & seguir garante
a existencia de sequéncia de Auslander-Reiten na categoria Mod(A) de um k-
algebra A de dimensao finita.

Teorema 4.9 (Existéncia de sequéncias de Auslander-Reiten)

(i) Para todo médulo indecomponivel nao projetivo M, existe uma sequéncia de
Auslander-Reiten 0 ™M E M 0;

(i1) Para todo mddulo indecomponivel nao injetivo L, existe uma sequéncia de
Auslander-Reiten 0 L F 1L 0;

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [1] e [3]. Ela serd também
uma consequéncia dos resultados do ultimo capitulo.

O exemplo a seguir e os demais exemplos deste capitulo utilizarao a linguagem
de representagao de quivers e a equivaléncia entre esta categoria e a categoria de
modulos A esquerda sobre a respectiva algebra de caminhos.?

Exemplo: Seja A a k-algebra de caminhos dada pelo quiver a seguir.

1 q

2 p
o o

C

Ow =<— 0w
Q

4
(0]

2 Aos leitores que ainda nio estdo familiarizados com tal linguagem recomendamos uma breve
leitura dos capitulos 2 e 3 de [1].
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com bc = 0. Entao seu quiver de Auslander-Reiten é dado a seguir

Os vértices do quiver representam classes de moédulos indecomponiveis, as se-
tas sao os geradores de morfismos irredutiveis e os segmentos pontilhados sao as
translagoes de Auslander-Reiten. Os moédulos com moldura retangular sao pro-
jetivos, ja os modulos com moldura arredondada sao injetivos. O médulo
é injetivo e projetivo, por este motivo nao existe SAR comecando ou terminando
no mesmo. Tomando o médulo L = , que nao ¢ injetivo, temos a SAR

comecando em L. Logo, 01000 = 77'L. Tomando o médulo M = (01100), que
nao é projetivo, temos a SAR

01101

terminando em M. Logo, 11101 |= 7M.

E ainda, o quiver da categoria estavel por projetivos
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e da categoria estavel por injetivos

sao equivalentes.

4.2 Teoria de Auslander-Reiten em categorias
derivadas

Embora a categoria de modulos e a categoria derivada possuam estruturas di-
ferentes, uma ¢é abeliana e a outra ¢é triangulada, uma teoria similar, também
conhecida como Teoria de Auslander-Reiten, existe no ambito das categorias de-
rivadas. Esta teoria foi desenvolvida por Dieter Happel em [10]. Neste contexto,
o papel das SAR é desenpenhado por triangulos de Auslander-Reiten, ou seja, os
complexos indecomponiveis e os geradores de morfismos irredutiveis ocorrem em
triangulos de Auslander-Reiten.

Vamos apresentar nesta secao a teoria num ambito mais geral, em categorias tri-
anguladas compactamente geradas. Nas secoes seguintes, particularizaremos os
resultados para categorias derivadas de A-moddulos.

Definicao 4.10 Seja Cuma categoria triangulada e KRS. Dizemos que

x—e.y Loz Yy

um triangulo exato em C, € um tridAngulo de Auslander-Reiten (TAR) se as
sequintes condigcoes sao satisfeitas:
(AR1) X, Z sao indecomponiveis;

(AR2) v #0;
(AR3) Se f : W — Z nao € uma retragdo, entdio eziste f' : W — Y tal que
f'B=1r.

A condigao (AR2) garante por 3.2, pdgina 30, que o triangulo nao cinde, e
segundo 3.3, pagina 31, a condi¢ao (AR3) pode ser substituida por fy = 0. Ou
ainda, pela condicao dual dada pelo lema a seguir.
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B

Lema 4.11 Sejam X—==Y Z—TX um triangulo exato em C que satis-
faz as condigoes (AR1), (AR2) e (AR3). Se X LW nio ¢ sec¢do, entao
existe YLW, tal que af' = f.

Demonstracao: Aplicando (TR1) no morfismo X W temos um triangulo

x—Low—Low—torx aplicando (TR2) temos

—T-1h f

W X——=W—=W
e aplicando (TR4) a composicao (—T~'h)a, obtemos

Tflwl Tflwl

—T-1h —T 1ha

X—o .y P gz Y orx
; S
wo -ty g Moy
g S
W/ W/

Se ty ndo é retragao por (AR3) existe t, : Y/ — Y tal que t,3 = t5. Entdo por
(TR3) temos o seguinte morfismo entre triangulos:

Xy oz T orx
A R
Wy oz My
k lt; H LTk
XY = Z—~TX

Como f nao é secao e X é indeconponivel, fk é nilpotente. Logo, existe n € N tal
que (fk)" = 0. Entao temos

X,y " LTX
e T
XV — ~TX

um morfismo entre triangulos. Entao v = 0, uma contradicao. Logo t, € retracao,
entao por 3.2, t; é secao. Portanto, existe ¢} : Y’ — W tal que t;t] = 1y. To-
mando f' = rt}, temos af = art; = ft,t’, = f.

O

Considere C uma categoria triangulada. Vamos apresentar alguns resultados que
serao aplicados na caracterizacao dos TAR.

43



Lema 4.12 Se o : X — Y € um morfismo que quase cinde a esquerda, entdo
End(X) € local.

Demonstragao: Como a quase cinde a esquerda, pelo lema 1.8, pagina 9, X é
indecomponivel, logo pela proposigao 1.26, da pagina 17, End(X) é local.

O

Lema 4.13 Seja o : X — Y um morfismo nao nulo. Se End(Y') € local, entdo
a € minimal a esquerda.

Demonstragao: Seja ¢ € End(Y) tal que a¢p = a. E sejam M =< a > e
I =< ¢ > os End Y-submédulos gerados por a e ¢, respectivamente. Supondo
I Crad(End(Y")), como a¢ = «, temos M [ = M, e pelo lema de Nakayama [1],
segue M = 0. Mas M # 0, pois « é nao nulo. Assim I ¢ rad(End(Y)), logo
¢ ¢ rad(End(Y')) e como End(Y) é local ¢ ¢é isomorfismo.

[l

Lema 4.14 Seja X —*=Y L7 TX um triangulo. O morfismo B €

minimal a direita se, e somente se, v € minimal a esquerda.

Demonstracao: (=) Suponha que exista ¢» € End(7'X) tal que 1 = ~, entao
aplicando (TR3) temos o homomorfismo entre triangulos

y Loz torx Ty
SR N P,
Y — —TX —=TY

Como ¢f = ( e por hipdtese S é minimal a direita, temos ¢ isomorfismo. Logo
1 é isomorfismo e v é minimal a esquerda.
(<) Similar.

Como prometido, apresentamos agora outras caracterizagoes dos TAR.

B

Proposigao 4.15 Sejae: X =Y Z —2 >TX wm triangulo exato e su-
ponha que [ quase cinde a direita. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) End(X) € local;

(ii) B é minimal a direita;

(i11) a quase cinde a4 esquerda;

(iv) € € um triangulo de Auslander-Reiten.

Demonstracao: (i) = (i7) Como End(X) = End(7X), logo End(7'X) ¢ local e
pelo lema 4.13, v é minimal a esquerda. Pelo lema 4.14, § é minimal a direita.
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(71) = (i4i) Por hipétese 5 quase cinde a direita, logo 8 néo é retracao e pelo lema
3.2, a nao é secao. Agora suponha que ¢ : X — X’ nao é secao. Completando
—(T7)¢ em um triangulo, temos o seguinte diagrama comutativo:

Xy oz Y rx
SR N I
T-17 X/ Y 7z TX'
e o 5 T

Vamos mostrar que o é secao. Suponha que o nao é secao entao, pelo lema 3.2,
B’ nao é retracado. Por hipdtese, 5 quase cinde a esquerda, logo existe ¢’ : Y’ — Y
tal que ¢’ = 3. Aplicando (TR3) temos o seguinte diagrama comutativo:

X Yy B g Ty
P T B
XY —=Z—~TX

Como por (ii) 5 é minimal a direita e § = ¥’ = ¥y’ B, temos 1)’ isomorfismo.
Assim ¢¢’ é isomorfismo e portanto ¢ é se¢ao, uma contradi¢gao. Como o/ é segao,
existe ” : Y — X' tal que o/’ = 1x/. Logo ¢ = ¢a’a” = apa” e entao ¢ se
fatora por « via ¥a” e portanto o quase cinde a esquerda.

(7i1) = (i) Segue do lema 4.12.

(1) & (iv) Segue da definigao 4.10.
U

Dizemos que uma categoria triangulada C possui triangulos de Auslander-Reiten
se para todo objeto indecomponivel Z € C existe um triangulo de Auslander-

Reiten

x—.y 2oz Porx.

A existéncia de tais triangulos em categorias derivadas foi estudada por Die-
ter Happel em [10] e uma férmula para os (TAR) foi desenvolvida por Henning
Krause e Jue Le em [17], este dltimo ainda mostrou em [18] uma relagdo en-
tre Sequéncias de Auslander-Reiten e Triangulos de Auslander-Reiten. Antes de
estudarmos estes resultados, vamos estudar a existéncia de TAR em categorias
derivadas compactamente geradas, usando o teorema da Representabilidade de
Brown.
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4.2.1 Existéncia de triangulos de Auslander-Reiten em
categorias trianguladas compactamente geradas via
Representabilidade de Brown

Nesta secao vamos mostrar a existéncia de triangulos de Auslander-Reiten em
categorias trianguladas compactamente geradas utilizando o Teorema da Repre-
sentabilidade de Brown. Primeiramente, vamos definir alguns resultados e con-
ceitos necessarios.

Definicao 4.16 Seja C uma categoria aditiva. Um objeto X € C é compacto se,
e somente se, o funtor representdvel Hom(X, —) preserva coprodutos infinitos.

Seja C uma categoria triangulada que possui coprodutos infinitos e é compacta-
mente gerada, isto é, C é a menor categoria triangulada que contém os objetos
compactos, em outras palavras, se Hom(C, X') = 0 para todo objeto C' compacto,
entao X = 0.

Sabemos que o funtor contravariante Hom(—, X') é cohomoldgico e leva copro-
dutos em produtos [2]. Um importante teorema, devido a Edgar Brown [5],
conhecido como Teorema da Representabilidade de Brown mostra que estas pro-
priedades caracterizam os funtores representaveis.

Teorema 4.17 (da Representabilidade de Brown) Seja C uma categoria tri-
angulada compactamente gerada. Um funtor contravariante F : C — Ab € iso-
morfo a um funtor representdvel Home(—, X), para algum X € C se, e somente
se, F' € cohomolégico e leva coprodutos arbitrarios em produtos.

Uma demonstragao do teorema via funtores coherentes encontra-se em [16].

Vamos fixar Z € C um objeto compacto e denotar por I' = End¢(Z) a dlgebra de
endomorfismos de Z. Dado I um [-médulo injetivo. O funtor Home(Z, —) é um
I-médulo a esquerda onde multiplicacao é dada pela composicao de morfismos,
ou seja, para todo X € C temos Home(Z, Z) x Home(Z, X) — Home(Z, X) .
Obtemos o funtor

HOII]MOdF<HOInc(Z, —), I) :C — Ab

é contravariante e cohomoldgico. Além disso, este funtor leva coprodutos ar-
bitrarios em produtos. De fato, Home(Z, —) é um I' médulo e o funtor Hompieaery(—, 1)
é contravariante e exato, pois I é injetivo. Além disso, dado Y = | |Y; € C, temos

Homr(Hom(Z, | |Y;), 1) Z compacto
Homr(| JHom(Z,Y;), I) 1.31
[[Homp(Hom(Z,Y;), I).

Homyjoa(ry(Hom(Z,Y"), I)

(vl
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Assim, pelo Teorema da Representabilidade de Brown existe W, € C tal que
Homrp(Home(Z, —), I) = Home(—, Wy).

Segue do Lema de Yoneda, pagina 15, que Wy é inico a menos de isomorfismo.

Agora, suponha que o objeto compacto Z seja indecomponivel em C, pela 1.26,
pégina 17, segue que I' = End(Z) é local. Seja

— 1

a rade I’

uma envolvente injetiva na categoria de I'-mddulos. Pelas condigoes acima, o
teorema da Representabilidade de Brown fornece um isomorfismo entre funtores

v, : HOHlMOd(F)(HOch(Z, —), I) — Homc(—, Wz)

Aplicando o funtor em Z, obtemos v = (mu)¥z € Home(Z,Wy), onde 7 : I' —
r

rade I’

é a projecao canonica. Aplicando (TR1) e (TR2) em 7 temos o triangulo

_ a B8
T-W, Y 72w,

onde T :C——=C é o automorfismo suspensao.

B

Teorema 4.18 O triangulo T-'W,; —*=Y 7 LW, obtido acima é de

Auslander-Reiten em C.

Demonstragao: Para demonstrar o teorema vamos utilizar a equivaléncia da
proposi¢ao 4.15 mostrando que 3 quase cinde & direita e End(T~1Wj) é local.

Como WV é isomorfismo e mu # 0, temos (mp)Wz = v # 0 e pelo lema 3.2, @ nao
é secao e [ nao é retracao.

Agora vamos mostrar que [ quase cinde a direita. Dado f:V ——=Z que nao
é retragao, aplicando Home(Z, —), temos

Home(Z, V) Home (%)

Home¢(Z,Z) =T

cuja imagem estd contida em rad I, pois f nao é retragao. Segue que Home(Z, f)mu =
0. Como VY, é isomorfismo natural entre funtores, temos o seguinte diagrama co-
mutativo:

Homp(Home(Z, Z), I) ——2—~ Hom(Z, W)
Homp(Homc(Z,f),I)l lHomC(ﬁWZ)
Homr(Home(Z, V), I) o Home(V, W)
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Assim

(mp)Wz Home (f,Wy) = (mp)Home(Z, f)Uy
7H0mc(f, Wz> = (O)qjv

fr =0

Pelo lema 3.3, obtemos que 3 quase cinde a direita.

Resta agora mostrar que End(T W) é local. De fato, temos

Ende(T7'W;) = Endc(Wy) T automorfismo
=~ Homr(Home(Z,Wy), 1) U, isomorfismo
=~ Homr(Homp(Hom¢(Z,Z),1),I) Wy isomorfismo
= Homr(Homp(T', I), 1) Home(Z,Z) =T
>~ Homp(I,1) Homp(T, I) = [
= Endr(])
Como o I'médulo rad (1) é simples [1], sua envolvente injetiva I é indecom-

ponivel, logo Endrp (/) é local.
O

Observagoes: 1) A unicidade de Wy, a menos de isomorfismo, garante a unici-
dade do triangulo de Auslander-Reiten a menos de isomorfismo;

2) Pela definicao de TAR o objeto Wy é indecomponivel.

4.2.2 Caracterizagcao de triangulos de Awuslander-Reiten
em D°(A)

Seja A uma k-algebra de dimensao finita. Nosso objetivo nesta secao é aplicar os
resultados da secdo anterior & categoria derivada limitada DP(A). Observe que
DP(A) é uma categoria triangulada compactamente gerada, mais especificamente,
DP(A) é gerada por A. Tendo em vista a equivaléncia entre D°(A) e K~ (proj(A)),
descrita no capitulo 3, pagina 36, trabalharemos na categoria homotépica. Os
objetos compactos em K ~°(proj(A)) foram caracterizados por Neeman em [23].
Um complexo é compacto se, e somente se, ele é limitado e formado por mdédulos
projetivos finitamente gerados.

Seja Z* € K°(proj(A)) um complexo compacto indecomponivel. Assim, a algebra
de endomorfismos I' = End(Z*®) é local. Entao, pelo lema 1.25, pagina 17,
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r

End(T)
da secao anterior da seguinte forma

2 k e sua envolvente injetiva é k. O que permite reescrever o isomorfismo

D Hom e proj(a)) (2%, =) & Home proj(ay) (= W2)-
O objeto W, é caracterizado pelo seguinte teorema.

Teorema 4.19 Sejam Z e Y complexos de A-maodulos projetivos e suponha Z
um objeto compacto em K(A — proj). Temos o isomorfismo

D Hom e (proj(a)) (£, Y) 22 Hom e (projia)) (Y PrZ)

€ natural em Z eY. Onde p € a resolugao projetiva.

A demonstracao deste resultado encontra-se em [9] e [18].

Assim, concluimos que Wy = p vZ°*. este resultado também é conhecido como
Férmula de Auslander-Reiten para complexos.

Exemplo 1: Seja A a k-dlgebra de caminhos dada pelo quiver a seguir,

com ac = 0. Entao seu quiver de Auslander-Reiten, no qual os médulos sao
A-moédulos a esquerda, é dado a seguir

Em [24] foram construidos os TAR da categoria derivada desta classe de algebras
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de caminhos. Aplicando estes resultados obtemos o triangulo abaixo.

X 0 P—>P—>P, 0
a |
Yy 0 P —-P, 0 0
5 L l
Z* 0 0 P, 0 0
’ -
X°[1] P —=P,—=P 0 0

Tomando o complexo concentrado Z* =P, e aplicando o funtor de Nakayama ob-

temos, 1. O complexo I, como previsto pelo teorema, possui resolucao projetiva
P —=P,—= P, = X°[1], ou seja, X*[1] = prZ°.

Exemplo 2: Considere agora o TAR abaixo, da categoria derivada da algebra
de caminhos do exemplo anterior, também extraido de [24].

X* 0 0 Py 0
o j (10
. (a 0)
Y 0—P —="P,d Ps——0
s 0
1
ze 0 p—2 -p 0
Y ja
X°[1] 0 Py 0 0
Aplicando o funtor de Nakayama no complexo Z°* = 0 p - p, 0,
obtemos o complexo vZ* = 0 I vab) I3 0, mas ainda nao existe uma

ferramenta disponivel para calcular a resolucao projetiva de um complexo quando
este nao é concentrado, pois é necessario calcular o pull-back de tais objetos.
Ainda assim, podemos verificar se o complexo 0 P 0 0 é a re-
solucao projetiva de vZ°, para isto vamos verificar se estes complexos sao quasi-
isomorfos. Calculando as cohomologias de vZ° ¢ X*[1], temos

P .
B = = HXC() = 8 ~ () para todo i # —1 e

P. I .
H Y vZ*) = 62 ~ P, H'(vZ*) = I—z ~(0 e H((vZ®) = g =~ () para todo
i #—1,0.

Assim, vZ* e X*[1] sao quasi isomorfos. Portanto X*[1] = prZ®em K~(proj(A)).
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4.3 De volta as Sequéncias de Auslander-Reiten

Ainda considerando a k-algebra da secao anterior, vamos tomar o moédulo nao
injetivo M = 0100. Pelo teorema 4.2, da pagina 38, existe uma SAR que
comeca com M. Além disso, como visto no final do capitulo 2, o complexo
concentrado M*® pode ser identificado em DY(A) com sua resolucdo projetiva

X*=0 P =P 0, facilmente calculada com o auxilio do quiver de
Auslander-Reiten apresentado no exemplo 1 da secao anterior.

Considere o TAR

X 0 pP—% . p 0
o H l(b c)

ye 0— =P Y% p ap— 0
; b

. (b e)

Z 0—=P L pap——0
: |
X*[1] P —"~ P, 0 0

na categoria derivada da algebra do exemplo anterior.® Para cada complexo WW*

do triangulo, vamos calcular o cokernel do morfismo d;[,l, ou seja, o modulo,

WO
. Assim, para X*® obtemos

Im(dy;)
P
coker(a) = —— = 0100,
Im(a)
para Y® obtemos
P3 @ Py
ker(ab 0) = ———— = 0110 6 0101
coker(ab 0) Tm(ab 0] @ ;
e para Z°* obtemos
Py P,
coker(b ¢)— Of_ 0111.
Im(b a)
Por conseguinte, obtemos a sequéncia
0110

que como vimos no Exemplo 1 da secao anterior é de Auslander-Reiten iniciando
em M.

30 célculo deste TAR também encontra-se em [24].
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Este fato curioso também ocorre com outros triangulos e nao é coincidéncia.
Nosso objetivo nesta secao é identificar tais triangulos. Para isto, precisamos
caracterizar os TAR a partir de seu comeco, faremos isto utilizando o funtor

Hompy (—,A)

t: K (A — proj) K(A? — proj) 2— K (A — inj) —2= K (A — proj)

que se restringe a uma equivaléncia

t: K°(proj(A)) — €

onde K¢(proj(A)) é a subcategoria completa de K (proj(A)) de objetos que sao
compactos, e € é a subcategoria completa de K (proj(A)) de complexos isomorfos
a X da forma:*

(i) X™ =0 para n > 0;

(ii) H™(X) = 0 para n < 0;

(iii) H™(X) é médulo de dimensao finita A para todo n.

Cada complexo X* € K(proj(A)) que satisfaz (i), (ii) e (iii) é levado pelo funtor
quase inverso da equivaléncia t em Homy (pDX, A) € K®(proj(A)), para facilitar
a notagao vamos denotar Homy(—, A) por (—)*. Ou seja,

t1: K (A — proj) — KA iy P K (AP — inj) - K(A — proj) .

Consequentemente para cada X*® € K(proj(A) indecomponivel que satisfaz (i),
(11) e (i7i), mas nao é necessariamente compacto, existe um triangulo de Auslander-
Reiten

X*[-1]—Y*— (pDX*) —= X" (4.1)

Seja M € Mod(A) um mddulo indecomponivel nao-injetivo finitamente apre-
sentavel, ou seja, sua resolucao projetiva possui um nimero finito de modulos
projetivos. Como vimos anteriormente o complexo concentrado, que sera deno-
tado por M*® é quasi-isomorfo a pM*®. Como D é um funtor cohomologico, DpM*®
e DM® também sdo quasi-isomorfos, logo pDpM*® = pDM® em K°(proj(A)) e
por 4.1, temos

pM*[—1] —2~Y* 2 (pDM*) —2~ pM* (4.2)

Pelo lema 1.16, da pagina 12, pDM?* ¢é formada por componentes finitamente
gerados, pois DM?*® é finitamente apresentéavel.

Além disso, K (proj(A)) é a categoria estavel da categoria de Frobenius C(proj(A)).
Assim, sem perda de generalidade (trocando por objetos isomorfos se necessério)

pM*[—1] —=Y* = (pDM*)" (4.3)

4Tal caracterizagdo pode ser vista com detalhes em [4].
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é uma conflacao e as sequéncias
0—> pMQ[_l]z LZ> Yoi . ((pDM.)*y —=0

cindem, para todo 1.

Dado M* € K (proj(A)) vamos denotar por Cok'(M*) o cokernel de d;}, ou seja,
MO
Cok! (M*) é o A-mé6dulo 7 Nao é dificil verificar que Cok® : K (proj(A) — Mod(A)

_1 .
M 1
¢ um funtor covariante exato. Desta forma, aplicando o funtor Cok" na conflacao

4.3 obtemos a sequéncia

0 —— Cok! (pM*[—1]) 2= Cok! (Y*) 2= Cok (pDM*)*) —— 0.

Note que Cok'(pM®[-1]) = M e Cok'((pDM?*)*) = TrDM = 7'M, assim
temos a sequéncia

0—— M -5 CokM(Y*") - Tr DM ——0

que conforme o teorema a seguir é sequéncia de Auslander-Reiten.

Teorema 4.20 Seja M € Mod(A) um mdédulo indecomponivel nao-injetivo fini-
tamente apresentavel. A sequéncia
a1 Livey B
0— M —Cok'(Y*) —=TrDM —0,
obtida conforme a construcao anterior, é sequéncia de Auslander-Reiten.

Demonstragao: Para demonstrar que a sequéncia é de Auslander-Reiten, va-
mos utilizar a equivaléncia do teorema 4.2, da pagina 38. Primeiramente, vamos
mostrar que a~! quase cinde & esquerda. O morfismo a~' nao é secdo, caso
contrario o' poderia ser levantado para se obter uma inversa & esquerda de a;,
uma contradi¢ao, uma vez que « quase cinde a esquerda.

Agora, observe que Cok! induz uma bijecao
¢ + Home(proj(a)) (PM*[1], pN*[1]) — Homwioa(a) (M, N)

para todo N € Mod(A). Assim, para todo h € Homygea(a)(M, N) que nao ¢ segao,
¢~ (h) nao é segao em K (proj(A)) e como 4.3 é conflagao, existe f: N ——=pN°®[1]
tal que ¢~'(h) = af. Aplicando ¢ temos h = a~1¢(f). Portanto a—! quase cinde
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a esquerda.

Por fim, como TrDM = 7-!X ¢é indecomponivel concluimos que a sequéncia é
Auslander-Reiten.

[l

Este resultado é de extrema relevancia, uma vez que a partir dele é possivel ver
como as teoria de Auslande-Reiten para a categoria deriva e para a categoria de
modulos estao intimamente interligadas.
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