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Resumo

MEDEIROS,A. H. S., M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro de
2016. Comportamento assintético de sistemas de Bresse com dissipacao
friccional e dissipagao na fronteira. Orientadora: Margareth da Silva Alves.
Coorientador: Anderson Luiz de Albuquerque Araujo.

Neste trabalho estudaremos o comportamento assintotico de sistemas dissipativos
com aplicacoes a modelagem de materiais elasticos. Mais especificamente, estuda-
se a existéncia, unicidade e comportamento assintético de dois sistemas tipo-
Bresse, um com dissipacao dada pelo atrito e outro com efeitos dissipativos
na fronteira. O objetivo é estabelecer condi¢oes que assegurem a estabilidade
exponencial e a polinomial do semigrupo associado. Para isso, usaremos
a abordagem da teoria de semigrupos de operadores lineares de classe Cy,
propriedades do conjunto resolvente e do operador resolvente do gerador

infinitesimal de um Cy-semigrupo e técnicas multiplicativas.
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Abstract

MEDEIROS A. H. S., M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, February, 2016.
Asymptotic behavior of Bresse systems with frictional dissipation and
dissipation on the border. Adiviser: Margareth da Silva Alves. Co-Adviser:
Anderson Luiz de Albuquerque Araujo.

In this paper we study the asymptotic behavior of dissipative systems with
applications to modeling of elastic materials. More specifically, it is studied
existence, uniqueness and asymptotic behavior of two type-Bresse systems, with
dissipation given by friction and one with dissipative effects at the border. The
goal is establish conditions that ensure the exponential stability and polynomial
the semigroup associated. For this, we will use the approach of semigroup
theory operators linear class Cj , resolvent set property and resolving operator

infinitesimal generator of a C -semigrupo and technical multiplicative.
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Introducao

O estudo dos modelos para vigas com cargas atuantes interna ou externamente
¢ de grande importancia para o desenvolvimento da alta engenharia, ji que a
viga é um modelo de estrutura flexivel amplamente utilizado em projetos de
estrutura e mecanicos, tais como projetos de pontes, edificios, avides, plataformas
de petroleo, dentre outros [I]. Nas tltimas décadas, importantes mecanismos
dissipativos foram utilizados para estabilizar modernas estruturas em engenharia
quando submetidas a oscilagoes nao desejaveis. De modo que conhecer e entender
os efeitos de alguns mecanismos dissipativos se torna fundamental para controlar
o movimento de grandes estruturas cujas oscilagoes sao modeladas por equacoes
diferenciais parciais que evolui com o tempo.

O estudo do comportamento assintotico de sistemas dissipativos ¢ um ramo
fértil para a pesquisa em Equacoes Diferenciais Parciais. Para se obter esse
comportamento, diferentes métodos analiticos tém sido utilizados por varios
autores, sempre adequados aos problemas em questao. Neste trabalho, usaremos
o método que explora as propriedades do semigrupo associado ao sistema
dissipativo (ver [26], [27]).

O objetivo deste trabalho é investigar o comportamento assintotico das
solucoes de sistemas de Bresse, também conhecido como problema do arco circular
(para mais detalhes veja Lagnese e outros [15]). Consideramos um arco circular
de raio R e comprimento L em sua posicao de equilibrio, constituido de material
linear, isotropico e linearmente eldstico; o movimento da viga ¢ modelado pelas
seguintes equagoes de movimento

prpw — Sz —IN = F; em (0,L) x (0,00),
pﬂ/}tt - Mx + S = F2 em (O> L) X (07 OO), (1)
prwy — N, +1S = F3 em (0,L) x (0,00),

onde t denota a variavel temporal e x a varidvel espacial. As funcoes w =
w(z,t), ¢ = @(x,t) e v = P(x,t) sdo, respectivamente, os deslocamentos
longitudinais, verticais e do 4ngulo de cisalhamento. Aqui,

N =ko(w: —lp), S=k(ps+¢+lw) and M="by (2)
sao as relacoes tensao-deformacdo para o comportamento elastico. Além disso,

p1 = pA, po =pl, k =KGA, kg =EA b=FEI | =R péa densidade do
material, £ ¢ o modulo de elasticidade, G é o modulo de cisalhamento, &’ é o
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fator de cisalhamento, A é a area da secao transversal, I é o momento de inércia
da se¢do tranversal e R é o raio de curvatura (figura 1). Finalmente, Iy, F; e Fj
sao forgas externas.

Figura 1:  Pedro Roberto de lima, Sistema de Bresse termoeldstico nao linear:
Existéncia global e estabilidade exponencial, PGMAC 2015.

Substituindo em encontramos o sistema de Bresse classico

p1ew — k(o + 0 + 1w, — lko(w, —lp) = F  em (0,L) x (0,00),
P — bbyy + k(pr + U + lw) = F, em (0,L)x(0,00), (3)
prwy — ko(we —lp)e + k(e + ¥ +1lw) = F3 em (0,L) x (0,00).

Consideramos este modelo com as seguintes condigoes de fronteiras
©(0,t) = p(L,t) =9(0,t) = (L, t) =w(0,t) = w(L,t) =0,t € (0,00), (4)
ou
p(0,8) = o(L, 1) = ¢h2(0,1) = o(L, 1) = wa(0,1) = wa(L,t) = 0,1 € (0,00), (5)
e condicoes iniciais

©(+,0) = o, ¢1(+,0) = @1, ¥(-,0) = Yo, Y (-, 0) = Y1, w(-,0) = wo, wy(-,0) = w% |
6

Seja (¢, ¥, w) uma solugdo regular do sistema de Bresse —@, para
Fy = F; = F3 = 0. A energia total associada é dada por

1 L
B =3 | (plotl + palinl + pleal?) da

L
+ / (k"s% + 9+ lw|* 4 blape|* + kolws — lgp|2) dx.
0

Com alguns célculos simples vemos que

d
—FE(t) =0.
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Isto significa que a energia se mantém constante ao longo do tempo (o sistema
- @ é conservativo) e, portanto, a solugao do sistema nao decai. Entretanto,
acrescentando termos dissipativos ao sistema, podemos encontrar algum tipo
de decaimento das solucoes. Uma questao importante no sistema de Bresse
é encontrar uma dissipacao minima, através da qual as suas solucoes decaem
uniformemente para zero com o tempo. Recentemente, pesquisadores da area
tém se dedicado a investigar esses problemas.

Diferentes tipos de amortecimento (damping) foram introduzidos no sistema
de Bresse e varios resultados de estabilidade exponencial e polinomial foram
obtidos. Na maioria desses trabalhos, quando somente uma dissipacao é efetiva
sobre o sistema, a conclusao é que a estabilidade exponencial é valida se, e somente
se, as velocidades de propagacao de ondas sao as mesmas, isto é,

k b
— = — € k‘ = k’o. (7)
Pr P2

A seguir, recordamos alguns desses trabalhos.

Em Fatori e Rivera [16], os autores analisaram o sistema termoelastico de
Bresse com I} = F;, = F3 = 0 e leis constitutivas dadas por

S=k(ps+1+1w), M=bp,—00, N = ko(w,—lp). (8)
Em adicao, eles usaram a Lei de Fourier para o fluxo do calor
q= kb0, (¢ fluxo, O diferenga de temperatura)
e a equagao do balanco da energia é dada por
cly — KOy +mapy = 0. (9)

Substituindo em temos o sistema

prow — k(e + 0 +lw), — lko(wy, —lp) = 0 em (0,L) x (0, 00),
Pt — by + k(0 + 0 + lw) + Y2y = 0 em (0,L) x (0,00),
prwy — ko(we —1p)e + lk(px + 9 +lw) = 0 em (0,L) x (0,00),
cly — kO + My = 0 em (0,L)x (0,00),

com condicoes de fronteira e
6(0,-) =6(0,-)=0, t>0

ou (p]) e

Foi mostrado que o semigrupo associado ao sistema é exponencialmente estével
se, e s6 se, a condicao é valida e que onde ha falta de estabilidade exponencial,
existe estabilidade polinomial com taxas que dependem das velocidades de
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propagacao de onda e da regularidade dos dados iniciais. Além disso, eles
introduziram uma condicao necessaria para que um semigrupo dissipativo decaia
polinomialmente. Este resultado permitiu-lhes mostrar alguma otimalidade para
a taxa de decaimento polinomial. Este trabalho melhora os resultados de Liu e
Rao [19).

O sistema de Bresse com dissipagao dada pelo atrito agindo sobre o angulo
de cisalhamento, isto é, quando

S =k(ps ++1lw), M=bp,, N=rolw,—lp), (10)
Fir=F=0e Fy=—7,
v > 0, foi considerado em Alabau-Boussouira [I0]. Substituindo em

encontramos o sistema Bresse considerado

P1Ptt — k((p;r + w + lw)ac - lkO(wx - l(p) - 07
ptht - bwmm + /f(SOz + ¢ + lw) + fﬂbt - 07 (11)
P1W — k(](wm - l(p):r + lk(@x + w + lw) = 07

(z,t) € (0,L) x (0,00), sujeito as condigdes de fronteira (4) ou (7)) e condigdes
iniciais @ Neste trabalho, os autores mostraram que esse mecanismo dissipativo
é suficientemente forte para estabilizar o sistema desde que a condicao seja
assegurada. Quando (7)) ndo é valida, eles mostraram a falta de estabilidade
exponencial do semigrupo associado ao sistema com condicoes de fronteira
do tipo Diriclet-Neumann-Neumann; supondo condicoes de fronteira ou
encontraram a taxa de decaimento ¢ %7€ para ¢ pequeno e que a taxa pode
ser melhorada tomando dados iniciais mais regulares. O trabalho de Fatori [9]
melhora o resultado de decaimento polinomial encontrado em Alabau-Boussouira
[10]. Em [9], os autores provaram que o semigrupo associado ao sistema decai
com taxa t /2 ou t /4, dependendo da relacdo entre os coeficientes. Em um caso
particular, eles mostraram que a taxa de decaimento obtida é 6tima.

Noun e Wehbe [23] estenderam o trabalho de Alabau-Boussouira [10] e
consideraram o importante caso em que a dissipacao é localmente distribuida,
ou seja, v € L*(0,L), v(z) < 0 q.t.p, e eles assumiram que existem a, b tais
que 0 <a<b< Le~vy>r >0ema, b. Os autores encontraram para
a estabilidade exponencial resultados analogos aos de [10], mas melhoraram as
taxas de decaimento polinomial. Em [28], Soriano e outros provam a estabilidade
do mesmo sistema no caso em que v pode mudar de sinal (o sistema pode ser
nao-dissipativo) e 7 = %fOLv(s)ds > 0, desde que a condicao seja verificada
e impondo algumas hipoteses sobre v e 7.

Santos e outros [I7] consideraram o sistema de Bresse com historia

prow — k(pz + U + lw), — lko(w, — 1p) = 0,

o0

pathe — by + / 9(8) V2 (t — 5)ds + k(py + ¥+ lw) = 0,
0
prwy — ko(we — 19) s + lk(pr + ¥ + lw) = 0,
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para (z,t) € (0, L) x (0,00), com o nicleo g satisfazendo
g € C'(RT) NLYRY), g(t) > 0, qo, @1 > 0+ —qog(t) < ¢'(t) < —qug(t),V ¢ > 0.

Eles também obtiveram como condi¢ao necessaria e suficiente para a
estabilidade exponencial do semigrupo correspondente. Em caso contrario, eles
provaram que o sistema de Bresse é polinomialmente estavel com taxa 6tima de
decaimento.

Najdi e Wehbe [22] consideram o sistema de Bresse no caso em que a dissipacao
termal é localmente distribuida no angulo de filamento, dado por

p1pu — k(e + 0+ lw)y — lko(w, —lp) = 0 em (0,L) x (0,00),
P2t — gy + k(pp + ¢ +lw) +a(x)f, = 0 em (0,L) x (0,00),
prwy = ko(ws = 19)e + 1k(pz + ¢ +1lw) = 0 em  (0,L) x (0,00),
P38 — O + To(athr ) = 0 em (0,L)x (0,00).

Os autores generalizaram os resultados de Fatori e Rivera [16], pois o coeficiente
de damping a nao é constante, mas ele ¢ uma funcao positiva em W2>(0, L) e
estritamente positiva no intervalo ]a, b[C]0, L[ (o0s casos a = 0 ou b = L nao sao
excluidos) e também melhoraram a taxa de decaimento.

Recentemente, Garbugio [I2] em sua tese de Doutorado estudou as
propriedades qualitativas e assintoticas para sistemas termoelasticos de Bresse,
onde o fluxo de calor segue a lei de Fourier, a lei de Cattaneo e a termoelasticidade
do tipo III. No Capitulo 2 de seu trabalho, A modelagem da viga de Bresse, ele
apresenta a dedugao das equagoes de movimento (1). Nao apresentamos nesta
dissertacdo o estudo dessa modelagem, mas nos referimos ao trabalho [12]| para
os interessados.

Para modelos de sistema de Bresse com dissipagoes na fronteira s6 conhecemos
o trabalho de Alves et all [20] , no qual os autores mostraram a estabilidade
exponencial do sistema

P1W — kO(wx - lgp)x + lk’(%c + ¢ + ZUJ) = 07

(z,t) € (0, L) x (0,00), com condigdes iniciais (f]) e condigoes de fronteira

k(e + ¥ +1w)(0,1) =1 ¢:(0,7), t€(0,00),
bqu)ac(ov t) =72 @bt(ovt)a te (07 OO)? (13)
ko(w, — 19)(0,t) = 3 wi(0,t), ¢ € (0,00),

onde v; > 0, parai=1,2¢ 3, e
P(Lot) = (L t) = w(L,t) = 0, t€ (0,00). (14)

Neste caso, nao ha restricoes sobre os coeficientes do sistema.
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O principal objetivo desta dissertacao é estudar a boa colocacao e obter
as propriedades assintoticas (estabilidade exponencial e estabilidade polinomial)
para os modelos estudados em Alabau-Boussouira [10], Fatori [9] e Alves et all
[20].

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. No Capitulo 1 apresentamos
as principais ferramentas da teoria da Anélise Funcional, de espacos de Sobolev
na reta, de semigrupos de classe Cj e resultados sobre estabilidade exponencial e
estabilidade polinomial. Estes resultados serao utilizados em todo o trabalho.

No Capitulo 2 provamos a existéncia e unicidade de solugao para o sistema
com condigoes de fronteira do tipo ou do tipo e condicoes iniciais
@. Nossa principal ferramenta é a teoria de semigrupos lineares de classe Cj,
especificamente o Teorema [1.56] (Lummer-Phillips) e o Teorema [1.58]

No Capitulo 3 mostramos que o semigrupo associado ao sistema (11) com as
condicoes de fronteira ou é exponencialmente estavel quando a hip6tese
é valida. Mostramos também que para condicoes de fronteira (5) do tipo Dirichlet-
Neumann-Neumann a condicao ¢ suficiente para garantir a estabilidade

exponencial. Vale ressaltar que a principal ferramenta usada neste capitulo é
o Teorema devido a Priiss [26].

No Capitulo 4 mostramos que o semigrupo associado ao sistema (11)) com as
condicoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann é polinomialmente
estavel quando a condigao (7)) ndo é valida, ou seja, p—kl #+ p% ou k # kg. Quando
% #+ p% e k = ko encontramos a taxa de decaimento t~%/? e quando k # ko
encontramos a taxa t~/4. A principal ferramenta usada neste capitulo é o

Teorema devido a Borichev e Tomilov [4].

No Capitulo 5 mostramos que o semigrupo associado ao sistema ((12))-({14)
com as condicoes iniciais @ é exponencialmente estavel. Novamente a principal
ferramenta utilizada é o Teorema devido a Priiss [26].

Finalmente, observamos que em toda a dissertacdo, C' representa uma
constante genérica, nao necessariamente a mesma em cada ocasiao; ela poderd
mudar de linha para linha.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o
estudo dos capitulos seguintes.

1.1 Andalise Funcional

Nesta secao vamos definir e apresentar alguns resultados de Analise Funcional.
Para maiores detalhes, consultar Cavalcanti [§], Brezis [6] e Oliveira [24].

Definicao 1.1. Um espag¢o normado X que € também um espagco métrico
completo com a métrica induzida pela norma € chamado de espagco de Banach.

Defini¢ao 1.2 (Forma Sesquilinear). Seja V' um espago vetorial complexo. Uma
forma sesquilinear de V', é uma aplicacio a : V xV — C, (u,v) — a(u,v),
que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) a(u+v,w) = a(u,w) + a(v,w) para todo u, v, w € V.
(i7) a(Au,w) = Aa(u,w) para todo u, v €V e X € C.
(iii) a(u,v+w) = a(u,v) + a(u, w) para todo u, v ew € V.
(

(iv) a(u, \w) = Aa(u,w) para todo u, w €V e X € C.

Definigao 1.3. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado N, a(-,-), €
denominda limitada ou continua se existe uma constante C' > 0 tal que

la(u,v)| < Cllullvllvlla, para todo u,v € N.

Defini¢do 1.4. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado N, a(-,-), €
dita coerciva se existe uma constante 3 > 0 tal que

la(v,v)| > B||v|3;, para todo v € N.



2 1.1. ANALISE FUNCIONAL

Definicao 1.5. Seja V' um espaco vetorial complezo. Um funcional T :' V — C
¢ dito linear se

(i) T(u+v) =T(u)+ T(v) para todo uw ev € V.

(i7) T(Au) = AT (u) para todo u € V e X € C.

e € dito antilinear se

(i) T(u+v)=T(u)+T(v) para todo u e v € V.
(i) T(\u) = A\T(u) para todo u € V e X € C.

Defini¢ao 1.6. Um funcional T : N — C, sobre um espaco normado N, é dito
limatado se existe uma constante C' > 0 tal que

IT(u)| < Cllullar, para todo u € N.

Teorema 1.7. Se N é um espaco normado e X um espaco de Banach, entdao
SN, X) = {f : N — X; féum operador linear limitado} com a norma
| flleov.x) = sup{|f(z)] ; ||z|l; =1} € um espago de Banach.

Demonstragao. Ver Oliveira [24], p. 27. ]

Definicao 1.8. Se N ¢ um espaco vetorial normado, entio o espaco de Banach
L(N,C) serd denotado por N e chamado de espago dual topoldgico de N .

Teorema 1.9 (Hahn-Banach). Sejam V' um espaco vetorial complexo e uma
aplicacdo p 1 V — [0,00) satisfazendo

plutwv) < plu)+pv), VuveV,
plau) = |alp(u), VYueV, aecC.

Se [ Z — C é um funcional linear definido no subespaco Z C V com
|f(w)] < p(w), entdo [ possui uma extensao linear F' :V — C dominada por p,
ou seja,

|F(u)] <plu),  YueV

F é chamada de extensao de Hahn-Banach de f.

Demonstragao. Ver Botelho et al. [5], p. 58. ]

Teorema 1.10 (Lax-Milgran). Sejam H ¢ um espaco de Hilbert e a : Hx H — C
uma forma sesquilinear limitada e coerciva. Entao, para todo funcional T : H —
C antilinear limitado existe um inico u € H tal que

a(u,v) =T(v) para todo v € H.

Demonstragao. Ver Cavalcanti, M. M e Cavalcanti, V. N. D., [§], p. 167. O
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Proposicao 1.11. Sejam nimeros reais a,b > 0 e p > 1. Entao

(a+b)P < 2P(a? + 7).

Demonstra¢ao. Usando as propriedades do maximo obtemos

(a+b) < (2max{a,b})?
= 2P max{a”, b’}
< 2P(aP +bP).

]

Proposicao 1.12 (Desigualdade de Young). Se a,b > 0 e p,q > 1 sao tais que
1 1

-+ — =1 entao
p q
al? b
ab < — + —.
p q
Demonstragao. Ver R.G. Bartle [3], p. 56. ]

Uma variacao da desigualdade de Young que serd muito utilizado neste
trabalho é dada pelo seguinte corolario.

1 1
Corolario 1.13. Sejam a,b >0 e p,q > 1 tais que — + — = 1. Para todo € > 0
p q

tem-se
ab < c(e)aP + eb?.

Demonstrac¢ao. Temos

a 1

= - ) ((e=)70).

(ge)
Aplicando a desigualdade de Young segue que

1 . 1 q

a 1
b < = =5 4+ ((g2)0)
P\ (ge) 1

1
= zal +eb? Ve >0.
p(ge)s

Tomando c¢(e) = temos,

p
q

p(qe)

ab < c(e)a? +eb? Ve >0.



4 1.1. ANALISE FUNCIONAL

Teorema 1.14 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espago vetorial
com produto interno (-,-)y. Entao para todos u, v € V temos

[(w, v)v| < lullvlvllv;

a igualdade ocorre se, e somente se, {u,v} € linearmente dependente.

Demonstragao. Ver Oliveira [24], p. 121. O

Teorema 1.15. Se M ¢ um subespaco fechado do espaco de Hilbert H, entdo
H =M@ M*, isto é, cada u € H admite uma tnica representacio na forma

w=p+qcompeMeqge M,

onde M+ ={q€ H : (p,q)yg =0 para todop € M }.

Demonstragao. Ver Botelho et al. [5], p. 111. O

Definicdo 1.16 (Resolvente). Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C
X — X. Dizemos que \ € C estd no conjunto resolvente de A, o qual serd
denotado por o(A), se o operador

RO\ A) = (M — A)!
existe, estd bem definido em X e € limitado. Em outras palavras,

o(A)={N e C; (M — A) temiste, D (()\[ — A)fl) é denso em X e
(M — A) ¢ limitado}.
Neste caso, R(\, A) denomina-se o operador resolvente de A.

Definigao 1.17 (Espectro). O espectro de A é o conjunto
o(A) = C\o(A)

formado por trés subconjuntos disjuntos

(i) O espectro pontual de A é o conjunto de seus autovalores, denotado por

op(A);

(i) O espectro continuo de A, denotado por o.(A), é o conjunto dos \ € C
tais que \I — A € um operador injetivo, tem imagem densa em X, mas

(M — A7t RN — A) — X € nao limitado;

(iii) O espectro residual de A, denotado por o.(A), é o conjunto dos A\ € C
tais que \I — A € um operador injetivo mas sua imagem nao € densa em
X.

Definigao 1.18. Um operador linear T : D(T) C N1 — N, é fechado se para
toda sequéncia (v,) C D(T) tal que v, — v € N1 and Tv, — w € Ny tem-se
veD(T) eTv=uw.
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Lema 1.19. Sejam X é um espaco de Banach e S : X — X um operador linear
continuo com inverso continuo. Se B € £(X) satisfaz

1
I1Blleex) < o
S 15 e

entao S + B é um operador linear inversivel, com inversa continua.

Demonstracao. Temos que S 4+ B é bijetivo. De fato, seja w € X e denotemos
por P o operador

P(z) = S (w) — S™'B(x).
Note que P é uma contragao, pois

1P(z) = P(y)llx

| = S7'B(z) + S7'B(y)||x
< S e 1Bllecxllz — yllx
<

[z = yllx-

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue que existe um tnico z € X tal
que P(z) = z, ou seja, existe um tnico z € X de modo que

z=8"(w)=S"B(z) & (S+B)(x)=w
Logo, temos que S + B é um operador bijetivo e, consequentemente, inversivel.

Por outro lado, como S + B é um operador continuo, segue, pelo Teorema do
Grafico Fechado, que (S + B)~! também ¢ um operador continuo.

O

Teorema 1.20. Seja A um operador linear fechado em um espago de Hilbert H
tal que o operador resolvente (Aol — A)~' existe e é compacto para algum M.
Entao o espectro o(A) = C\p(A) € constituido apenas de autovalores de A com
multiplicidade finita.

Demonstra¢ao. Ver Kato T, [31], p. 187. ]

1.2 Espacos funcionais e espacgos de Sobolev

Nesta secao vamos descrever as notagoes e definicoes de espacos funcionais
que serao usados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes consultar Brézis

[6]-

Definiremos a seguir os espacos funcionais necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Nestas definicoes, 2 C R™ é um conjunto aberto.

Definicao 1.21. Seja u : 2 — R continua. O suporte de u, que serd denotado por
supp(u), € definido como o fecho em (2 do conjunto {x € 2;u(x) # 0}. Se supp(u)
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for um compacto do (2 entao dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos
por Co(£2) ao espago das funcoées continuas em §2 com suporte compacto.

Definicao 1.22. C™({2) € o espago das fungioes com todas as derivadas parciais

de ordem < m continuas em (2 (m inteiro ndo-negativo ou m = 00).
Denotaremos por C°(2) = C(£2).

Definicao 1.23. O conjunto das funcoes ¢ : 2 — R que possuem todas as
deriwadas até a ordem m continuas em {2 e que tém suporte compacto, sendo que
esse suporte depende de o, é denotado por CJ'(£2) (ou C§° se m = 00).

Definigao 1.24. Uma sucessao (p,),en de fungoes de C§°(§2) converge para zero
quando existe K C ) compacto tal que:
x suppy, C K, VveN;

* Para cada oo € N"

D%p, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador derivacao de ordem o« definido por

olel

ol (e%) Y
0x ' 0y ...0xon

com o = (o, 9, ...,0,) EN" e |la] = a3 +az + ... + .

Defini¢ao 1.25. O espaco vetorial C§°(2) com a nogdao de convergéncia definida
acima € representado por D(Q) e denominado espaco das funcgoes testes em €.

Definigao 1.26. Seja 1 < p < +00. Denotamos por LP(§2) o espago de Banach
das (classes de) fungoes definidas em (2 com valores em R, tais que |ulP €
integrdavel no sentido de Lebesque em {2 com norma

1
P
||| r = (/ \u(x)|pdx) para 1 <p < +4o0.
Q

Para p = oo, denotamos por L*°(§2) o espaco de Banach das (classes de) fung¢oes
mensurdves de u definidas sobre {2 que sao essecialmente limitadas com a norma
dada por

||u|| L = supess|u(x)| = inf {C € R; |u(z)| < C ¢.t.p. em 2} .
zesf?
Definicao 1.27. Sejam 1 < p < oo. Diremos que f : 2 — R € localmente
integrdavel em LP(S2), e denotaremos por f € LV (£2), se [ for uma fun¢do

loc
mensurdvel e para qualquer conjunto compacto K C {2 tivermos

/ |fi(x)|P dz < 0.
K
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Teorema 1.28 (Desigualdade de Holder). Sejam f; € LP(2),f, €
1 1
LP2(82),---  fo € LP*(2), n € N, com py,---,pp>1le——+---+— =1

P Pn
Entao fy-...- f, € L'(2) e
[t fulde <Al - ol
I7)
Demonstragao. Ver H. Brézis [0], p. 92. ]

Teorema 1.29. Sejam [ = (a,b), —co < a <b< oo e sejau € L}, (I) tal que

loc

/ucpxdx =0 Vo e ().
I

Entao existe uma constante C' tal que u = C' em quase todo ponto de I.

Demonstracao. Ver H. Brezis [6], p. 205. ]

Definigao 1.30. Sejam [ = (a,b), —co <a<b<oo, epeR com 1 <p < 0.
O espago de Sobolev WP (I) ¢ definido como sendo o conjunto

b b
Whe(I) = {u € LP(I); Ju, € LP(I) com / up, dr = —/ uzpda Vo € C&(I)}

O espago WP(I) é um espago de Banach com a norma

3=

[ullwre = ([Jullze + [[usllzs)
Quando p = 2, denotamos H'(I) = WY(I). O espago H'(I) é um espaco de

Hilbert equipado com o produto interno

b
(u, V) g = (u, V)2 + (Uy, Vg )2 = / (uv + uzv,) de.

Teorema 1.31. Sejau € Wl’p(ll com1 <p<ooelCR limitado ou ilimitado.
Entao existe uma funcao u € C(I) tal que

u=u gqtp. em(0,L) e

() — fi(z) = / " ()t VayeT.

Demonstragao. Ver H. Brezis [6], p. 204. O

Proposigdo 1.32. O espago WHP(I) € reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para
1 <p<oo.

Demonstragao. Ver H. Brezis [6], p. 203. ]
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Definicao 1.33. Dado um inteiro m > 2 e um nimero real 1 < p < oo definimos,
por recorréncia, 0 espago

WmP(I) = {ue W (I); D'u e W™ 1P(I)},
com a notagao D u = u,, equipado com a norma
lullwms = lluller + Y 1D ul| o
i=1
E também definimos
H™(I) = W™(I),

equipado com o produto escalar

m b m b
(u,v) gz = (u,v)r2 + Z(Diu, D) > = / v dx + Z/ D'uD"v dx.
i=1 a i=1 7@

A seguir estao alguns resultados, dentre eles os de imersoes, que serao usados
nos demais capitulos. De modo geral, nao apresentaremos as demonstracoes, mas
serao indicadas as respectivas referéncias bibliograficas.

Teorema 1.34. FEziste uma constante positiva C (que depende somente de
|| < o0) tal que

[ull e < Cllullwre,  Yue WH(I), V1 <p < oo

Em outras palavras, WYP(I) < L>*(I) com a imersio continua para todo
1 <p<oo.

Além disso, se I ¢ um intervalo limitado entao

A imersao WHP(I) < C(I) é compacta para todo 1 < p < oo.

A imersao WH(I) — L(I) é compacta para todo 1 < q < co.

Demonstragao. Ver H. Brezis [6], p. 212. O

Corolario 1.35. Suponha que I seja um intervalo ilimitado e u € WYP(I), com
1 <p<oo. Entao

ilénl u(z) = 0.

| |00

Demonstragao. Ver H. Brezis [6], p. 214. O

Corolario 1.36. Sejam u, v € WH(I) com 1 < p < co. Entao

uv € WHP(I)
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(uv)y = UV + UV,

Ademais, vale a formula de integracao por partes
/ uvdr = u(2)v(z) —u(y)v(y) — / wv,dr, Vr,y €l
y y

Demonstragao. Ver H. Brezis [6], p. 215. ]

Corolario 1.37. Seja G € C'(R) tal que G(0) = 0, e seja u € WHP(I) com
1 <p< oo, Entao

GouecWh(I) e (Gou),=(G,ou)u,.

Demonstragao. Ver H. Brezis [6], p. 215. ]

Definicdo 1.38. Dado 1 < p < 0o, denotamos por WyP(I) o fecho de CA(I) em
WP(I), equipado com a norma de WP(I).

O espago HI(I) = Wy*(I) € equipado com o produto escalar de H'(I).

Teorema 1.39. Seja u € W'P(I). Entio u € WyP(I) se, somente se, u=0 em
ol.

Demonstragao. Ver H. Brezis [6], p. 217. O

Teorema 1.40 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos I um intervalo
limitado.  Entao existe uma constante C, > 0, que depende apenas do
comprimento do intervalo I, tal que

Hunl,p S CPHU$||LP VU < WOLP(])

1 . , .
Em outras palavras, em WyP(I), |uy|lze € uma norma equivalente & norma de

Whe (7).
Demonstracao. Ver H. Brezis [6], p. 218. O

Seja © um aberto do RY. Param € Ne 1 < p < oo, W™P(Q) ¢ definido
como o espago das funcgoes u € LP(2) cujas derivadas distribucionais até a ordem
m também estdo em LP(Q2). E bem conhecido, ver H. Brezis [6], que W™?(Q) &
um espaco de Banach com a norma

1/p
[ullwmro) = ( > ||Da“||’£p<m) ’

laf<m

o1t +an
onde o = (ay, - ,,) €N |af = a1 + -+ + a,, D = e

p = 2, usualmente denotamos W™P(Q) por H™(f2) e este é um espaco de Hilbert
com o correspondente produto interno.

u. Quando
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Proposicio 1.41. Seja 2 um dominio limitado do RN com fronteira 082 de
classe C*. Existe uma constante positiva C' dependendo apenas de Q) e Ntal que
para todo u € H* () tem-se

Demonstragao. Ver Liu e Zheng [33], p. 11. ]

1.3 Semigrupos de classe ()

Nesta secao vamos descrever as notacoes, definicoes e alguns teoremas sobre
semigrupo de classe Cjy que serao usados ao longo do trabalho. Para mais detalhes
consultar Gomes [13] ou Pazy [25].

Definicao 1.42 (Semigrupo). Seja X um espago de Banach e £(X) a dlgebra dos
operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma aplica¢ao S : Rt — £(X) €
um semigrupo de operadores lineares limitados de X se:

I) S(0) =1, onde I é o operador identidade de £(X).
II) S(t+s)=S(t)S(s), Vt, s € RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

1) lim [ (S(t) - I)z||x =0, VzelX.
t—0t
Definicao 1.43 (Gerador Infinitesimal). Considere

h)—1
DA)={zx € X ; lim &x eriste}.
h—0 h
O operador A definido por

Az = lim M
h—0 h

z, Vr € D(A)

€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1.44. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A.

i) Se x € D(A), entio S(t)x € D(A) Vt>0 e

d
&S(t)x = AS(t)xr = S(t)Ax.



11 1.3. SEMIGRUPOS DE CLASSE Cj

ii) Se x € D(A), entdo

S(t)x — S(s)x :/ AS(T)xdr :/ S(1) Az dr.
iii) Se x € D(A), entdo /tS<T>$ dr € D(A) e

S(t)r —x = A/tS(T)xdT.

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 13. ]

Proposicao 1.45. (i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy €
um operador linear fechado e seu dominio é denso em X.

(11) Um operador liner A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador
infinitesimal de, no mdzimo, um semigrupo de classe Cy.

Demonstra¢ao. Ver Gomes A. M, [13], p. 15. ]

Definicao 1.46. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal. Assumindo A° = I, A = A e, supondo que A""! esteja definido,
consideremos

DAY ={z; € D(A) e A" 'z € D(A)}.
Vamos definir A™ como:
Az = A(A" 'z), Vo € D(A™).
Proposigao 1.47. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal.
i) D(A™) é um subespago denso de X e A™ é um operador linear de X.
ii) Se x € D(A™), entao S(t)xr € D(A™), Vt >0 e

%S(t)x =A"S(t)x = S(t)A"x, ¥YneN.

i) E valida a formula de Taylor: se x € D(A™), entdo

—_

n—

S(t)x = (t—a)f

k!

A*S(a)x + =1 /a (t — 1)t A"S(r)z dr.

B
Il

0

iv) (S(t)—[)n$:/0t"'/OtS<T1"'Tn)An$dT1'“dTn Vo € D(A").
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v) ﬂD(.A”) é denso em X.

Demonstracao. Ver Gomes A. M, [13], p. 20. ]

Proposicao 1.48. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada
x € D(A"),

k
lzllpay = Y W 2]x, (1.1)
j=0

0 funcional ||-|| pay € uma norma em D(AF), munido da qual D(AF) é um espago
de Banach.

Demonstracao. Ver Gomes A. M, [13], p. 22. H

Definicao 1.49. A norma (1.1)) € dita norma do grdfico. O espaco de Banach
que se obtém munido D(A*) da norma (L.1)) serd representado por [D(AF)].

Proposigao 1.50. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo, {S(t)}+>o, de
classe Co, entao, Yz € D(A"), S(t)z € C" % ([0,00); [D(A")]), k=0,1,2,...,n.
Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 23. H

Teorema 1.51. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A. Se Re A\ > wy, onde

L log [[S() e
wo = lim —

)
t—o00

entio A € p(A), existe a integral

/ e MS(txdt Vo e X,
0

R\ Az = / e MS(txdt Vo e X.
0

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 30. ]

Teorema 1.52 (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido em
D(A) C X e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo
{S(t) }i=0 de classe Cy tal que ||S(t)]|ex) < €', t > 0, € necessdrio e suficiente
que:

i) A seja fechado e seu dominio seja denso em X.
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i) Exista w tal que para cada real A > w se tenha X € p(A) e

1
A—w

RO, A)[lex) <

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13],4.4 Teorema (Hille-Yosida) p. 32 e 4.5
Corolario p. 36. O

Definigao 1.53. Sejam X um espaco de Banach, X' o dual de X e (-,-) a
dualidade entre X e X'. Ponhamos, para cada v € X,

J(@)={a" ; (2,27) = 2|k = lla"]5%}-

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) # 0, para todo x € X. Uma aplica¢ao
dualidade é uma aplicacio j: X — X' tal que j(x) € J(x), para todo x € X.

Definicao 1.54. Diz - se que o operador A : D(A) C X — X € dissipativo se,
para alguma aplicacao dualidade 7,

Re(Ax,j(x)) <0, Vxe D(A).
Proposicao 1.55. Se A: D(A) — X € dissipativo e \oI — A € sobrejetor para
algum Ao > 0, entao
(1) Xo € p(A) e A € fechado.
(it) (0,00) C o(A).

(1ii) A\ — A ¢é sobrejetor, para todo A > 0.

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 38. O

Teorema 1.56 (Lummer-Phillips). Um operador linear A ¢é o gerador
infinitesimal de uwm semigrupo {S(t)}s>0 de classe Cy com ||S(t)|lgx) < 1 se,
e somente se,

(i) o operador A é dissipativo;

(ii) o operador \gI — A é um operador sobrejetor, para algum Mg > 0;

(11i) o operador A é densamente definido.
Demonstracao. Suponha inicialmente que o operador linear A seja gerador de
um semigrupo de classe Cy com ||S(t)||¢x) < 1. Segue da Proposicao que
o operador A é densamente definido e do Teorema que o operador A\l — A

é um operador sobrejetor para todo A\g > 0. Além disso, para cada aplicacao
dualidade, j, tem-se

Re (S(t)z,j(2)) < [(S(t)z, ()] < [S@)zlxli(@)]x < 2l
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visto que, por hipotese, || S(t)z||x < ||z|x, para todo x € X. Portanto,
Re (S(t)z — . j(2)) = Re (S(t)a, j(2)) — [l7]% < 0

e dividindo por ¢ e passando ao limite com ¢ — 0T, pela continuidade da
dualidade, temos que

Re (Az,j(x)) <0 Vo € D(A)
e, assim, A é dissipativo.
Reciprocamente, suponhamos valido (i) — (¢i7). Segue da Proposicao que

A & fechado e (0,00) C o(A) e segue da hipotese (iii) que A é fechado e seu
dominio é denso em X.

Dados x € D(A) e A > 0, como A é dissipativo, entao de
(M = Az, j(x)) = Alz|x — (Az, j(2))
vem
Mlzl% < Re{(AT = Az, j(2)) < (M = Az, j(2))] < [(M = Azl x[lz]x,
donde

lzllx = |(M — AN — A z|lx > MM —A) tz|x, Vo€ XeVA>0,

ou seja,
I—A)™ 1
IO = A)7zlx < —, VA>0.
(4IPS A
Pela desigualdade acima, temos
1
IR Allex) < 55 VA= 0;

Pelo Teorema de Hille-Yosida, Teorema [1.52] para w = 0, temos que A é gerador
infinitesimal de um semigrupo {S(t)}:>0 de classe Cy com ||.S(t)]|ex) < 1. O

Corolario 1.57. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso
no espago de Hilbert H tal que 0 € o(A). Entao, A é o gerador infinitesimal de
um semigrupo S de classe Cy com ||S(t)|| e < 1.

Demonstragao. Por hipotese 0 € o(A), portanto existe e é limitado o operador
AL, Recorrendo ao Teorema , temos que A\l — A é invertivel sempre que
0 <A< HA_IHg(lﬂ). Assim, segue do Teorema de Lummer-Phillips, Teorema
que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}>o sobre H, de
modo que ||S(t)||gp) < 1. O

Teorema 1.58. Se A : D(A) — X , operador linear, é o gerador infinitesimal
de um semigrupo de classe Cy entao, para cada v € D(A), o problema de Cauchy
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Abstrato,

dt

{@ = Au(t) t >0,
u(0) =ux.

tem uma unica solucao

u € C([0,00); [D(A)]) N C* ([0, 00); X) .

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 104. ]

Lema 1.59. Sejam A\, Ao € R com My >0 e f, g€ L*0,L). Entdo existem
ve HI0,L) eue H(0,L) tais que

Uy + v = f,
Ve — AU = g.

L L
Além disso, se / g(x)dz =0, entdo / u(x)dr = 0.
0 0

Demonstracao. Seja

h(z) = g(x) + Mo / F(2)d.
0
Considere a EDO de segunda ordem

yza:(x) + >\1)\2y(l’) = h(l’)

Usando método de variagao de parametros vemos que esta equagao possui solucao
y(z) tal que y, € H}(0, L), dada por

y(x) = Cy cos(v/ A1 Aax) — cos(v/ A1 Aax) /x hlz) sen( AlAzZ)dz

0 A1
+ sen(\/mw/ h{z) cos Al)\zz)dz,
0 A1A2
onde
L VW L
Cy = ! / h(z) cos(v/ A1 Aez)dz + cote AIAZL)/ h(z)sen(y/ A A22)dz.
A2 Jo A1 A 0
Defina agora
v(x) = yu(z) e u(z) = / f(z)dz — )\1/ v(z)dz. (1.2)
0 0

Assim v € H}(0,L) e u € H*(0, L). Além disso,

ug(x) + Mo(z) = f(2) = Ao(z) + Aw(z) = f(z)
Uz () — Aou(x) = Ypu () — Aou(z) = h(z) — M doy(x) — Mu(x) = g(x)
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Observe, agora, que pela segunda equagao acima temos

/OL ve(@)da — o /OLu(x)dx - /OLg(x)d:E.

L L
Dai, se / g(x)dx = 0 entdo / u(z)dx = 0. O
0 0

1.4 Espagos LP(0,T; X)

Seja X um espac¢o de Banach separavel. Uma fun¢ao u definida em (0,7") com
valores em X é mensuravel quando para toda f € X’ (dual topologico de X) a
funcao numeérica t — (f, u(t))x «x for mensuravel a Lebesgue em (0,7).

A funcdo u : (0,7) — X ¢é integravel no sentido de Bochner em (0,T), se
u for mensuravel e a funcdo t — ||u(t)||x for integrével a Lebesgue em (0,7).

T
Neste caso, a integral de Bochner de u é o vetor de X denotado por / u(t)dt e
0

caracterizado por

T T
d _ xdt. Wfe X
<f,/0 u(®) t>X/XX /0 o) xex dt,  Vf e

Sejam 1 < p < oo e T > 0 nameros reais. Denotamos por LP(0,T; X) o espago
vetorial das ( classes ) fungoes u : (0,7") — X mensuraveis e tais que a aplica¢ao
t — ||u(t)||% é Lebesgue integravel em (0,7). Em L?(0,T; X) define-se a norma

T 3
lllo, = [ [ o dt} ,
0

em relagao a qual LP(0,7; X) é um espaco de Banach.
Observagdo 1.60. Se p = 2 ¢ X ¢ um espago de Hilbert, entiao L*(0,T;X) ¢

um espaco de Hilbert munido do produto interno

T
(U, V) 20.1:x) = / (u(t),v(t))xdt, VYu,v € L*(0,T;X).
0

Por L>(0,T;X) estaremos denotando o espaco vetorial das (classes) fungoes
mensurdveis u : (0,t) — X tais que

sup ess||u(t)||x < oo.
te(0,T)

Neste espago, definimos a norma

[l o< (0.7;x) = sup ess|lu(t) | x-
te(0,7)

em relagcdo a qual L>(0,T; X) € um espaco de Banach.
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Se 1 < p < o0, o dual topoldgico de LP(0,T; X) se identifica com o espago
) 1 1 .
L7 (0,T;X’'), onde — + — = 1. Demonstra-se também que se X for reflexivo
p D
(respectivamente separavel) e 1 < p < oo (respectivamente 1 < p < oo ) entao
LP(0,T; X) ¢é reflexivo e (respectivamente separavel). Com esta identificacao
temos

T
<f7 U>LP/(0,T;X/)><LP(O,T;X) = A <f<t>7 u<t)>X’><X dt7

para todo f € L¥ (0,T; X') e para todo u € LP(0,T; X).

Temos também que o dual topologico de L' (0, T'; X) se identifica com o espago
L>(0,T; X).

1.5 Distribuicoes vetoriais

No que segue, iremos supor que o espaco de Banach X é sempre real, separavel
e reflexivo. Em muitas situacoes, X serda um espaco de Hilbert.

Suponhamos u € LP(0,7;X) e para ¢ € D(0,T) consideremos a aplicagao
u: D(0,t) — X definida por

(u, @) —/0 u(s)p(s)ds € X, (1.3)

onde a integral é entendida como a integral de Bochner em X. A equagao (|1.3)
define uma aplicacdo linear e continua de D(0,7) em X. Portanto, u pertence
ao espaco das distribuigoes vetoriais definidas em D(0,7') com valores em X, o
qual representa-se por D'(0,7; X). Além disso, demonstra-se (ver por exemplo,
R. Temam [30]) que a distribui¢ao u ¢ univocamente determinada por u, de modo
que pode podemos identificar u com u. Neste sentido, identifica-se LP(0,T’; X)
com a parte de D'(0,7T; X), isto &, L?(0,T; X) C D'(0,T; X). Desta forma, sendo
todo elemento u de LP(0,7; X) uma distribui¢do, u possui derivada no sentido
das distribuigoes, isto é, v’ € D'(0,T; X) a qual é definido por:

Diz-se que uma sucessdo (up)neny de vetores de D'(0,7; X) converge para a
distribui¢do w em D’(0,T; X) se (u,,p) — (u, ) para toda ¢ € D(0,T).

Sejam V e H espacos de Hilbert reais. Suponhamos que V' é denso em H e
que a injecao V em H é continua. Escrevemos V < H para indicar tal situacao.
Identificando-se H com seu dual topologico H' segue que

VsH=H V.

A seguir enunciaremos resultados cujas demonstracoes podem ser encontradas
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em [30].
Proposigao 1.61. Seu ev € L*(0,T;V) e, v' € L*(0,T;V) entao a aplicacio

t = (u(t),v(t))y € absolutamente continua em [0,T] e vale a sequinte igualdade

% (w(®), v(t) g = (W' (), v(®))vrv + (ult), o' ())vrxv,

onde a deriwada no primeiro membro da igualdade é a derivada no sentido das
distribui¢oes sobre (0,T) das fungdes (u(t),v(t)) -

Demonstragao. Ver Teman, [30], p. 261. O

Corolario 1.62. Se v € L*(0,T;V), u, v' € L*(0,T,H) e v € L*(0,T,V"),
entao

Demonstra¢ao. Ver Teman, [30], p. 261. ]

Corolario 1.63. Se v € L*(0,T;V) e v’ € L*(0,T;V"), entdo u é apds uma
modificacdo eventual em um conjunto de medida nula, continua de [0,T] em H,
isto é, uw € C([0,T],H). Além disso, temos a seguinte igualdade no sentido das
distribuicoes escalares sobre (0,T')

d 2 /
el = 20'(@), u(t)) vy

Demonstragao. Ver Teman, [30], p. 261. ]

1.6 Estabilidade

Defini¢ao 1.64. Um semigrupo {S(t) }1>0 € dito ser exponencialmente estdvel
se existirem constantes o > 0 e M > 1 tais que

1S()]lex) < Me™, VWt > 0.

O proximo teorema, devido a Priiss, caracteriza a estabildiade exponencial de
um semigrupo {S(t) }s>0, tal que |[S(t)|lgx) < 1.

Teorema 1.65. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy num espago de Hilbert
H satisfazendo ||S(t)||en) < 1 e A o gerador infinitesimal de S. Entao S(t) ¢é
exponecialmente estdvel se, somente se,

iR={if ; BE€R}Co(A)

limsup || (i8I — A) ™| e < oo

8|00
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Demonstragao. Ver Priiss [26]. O

Definicao 1.66. Um semigrupo {S(t)}i>0 sobre um espago de Hilbert H ¢é dito
polinomialmente estdvel se existirem constantes C > 0 e v > 0 tais que

C
IS@)ulla < = llullpey, ¥ ue D(A).

O proximo teorema, de A. Borichev e Y. Tomilov, caracteriza a estabilidade
polinomial de semigrupos Cj limitados sobre espacos de Hilbert.

Teorema 1.67. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy, com gerador
infinitesimal A, sobre um espago de Hilbert H tal que iR C o(A). Entao para
a > 0 fixado, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) NGA = A ey = O (A1), [Al = o0

(U1 [SOA s =0 (£5) 1= o0

Demonstracao. Ver Borichev, A., Tomilov, Y. [4]. ]



Capitulo 2

Sistema de Bresse

2.1 Introducao

Neste capitulo consideramos o sistema de Bresse com dissipagao friccional em
uma de suas equagoes. Este sistema é dado pelo seguinte sistema de equacoes
diferenciais parciais

prpw — k(ex + ¢ +1lw)y — kol(w, — lp) =0, (2.1)
pothie — bbuy + k(py + ¢ 4+ lw), +y1hr =0, (2.2)
prwy — ko(we — 19)s + kl(p, + 9 +lw) =0, (2.3)

para x € (0,L) e t € (0,00), sujeito as condigoes iniciais

©(+,0) = o, ©i(-,0) =1, ¥(,0) =10, ¥:(-,0) =1,

w(+,0) = wo, w(+,0) =wy
e as condicoes de fronteira ou do tipo Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet
©(0,t) = o(L,t) =(0,t) = ¢(L,t) = w(0,t) = w(L,t) =0,t >0 (2.5)
ou do tipo Dirichlet-Neumann- Neumann

90(07t) = @(Lat) = Q/)x(oat) = wx(lﬁt) = Wx(oat) = wm(Lvt) =0t>0 (26)

Para encontrarmos a energia do sistema, procedemos formalmente.
Multiplicando a equacao (2.1) por ¢y, integrando por partes de 0 a L e usando
as condicoes de fronteira temos

1d [~ L L
57 p1(pe)?dx + / E(pe + 19 + lw)pdr — k:ol/ (we — lp)prdx = 0. (2.7)
0 0 0

Multiplicando agora a equagao (2.2)) por 1, integrando por partes e usando as

20
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condicoes de fronteira obtemos

1d L L

g ), [0+ b(e) e + / k(g + 1 + lw)da + /0 y()2dx = 0.(2.8)

0

Por fim, multiplicando a equagdo (2.3)) por wy, integrando por partes e usando as
condigoes de fronteira segue que

1d [t L L
—— pa(wy)?dx + / ko(wz — lp)wyedx + / kl(pz + ¢ + lw)wedx = 0. (2.9)
Somando as equagoes (2.7)) , e (2.9) chegamos a
1d [t 2 2 2 2
24t J, [p1(0)” + p2()” + pr(we)” + b(¢;)°|dz
1d [* 2 2 t 2
+ 57 | ke + ¢+ "+ Kolws — lpfT]de = — [ (1) de.
2dt J, 0

Assim, definimos a energia associada ao sistema como sendo

E(t) = % /OL[m(sot)Q +p2(t0)” + pr(wr)” + b()’]da 210
+ %/OL[/(&(% + 1+ lw)? + ko(w, — lp)?]da '
e segue que
d

CE()= - / 2142 < 0.

Desta forma, o sistema é dissipativo, ou seja, a energia é decrescente.

Nosso objetivo neste trabalho é averiguar quais as condicoes necessérias e
suficientes para que se tenha lim FE(¢t) = 0 uniformente em relagdo aos dados
t—00

iniciais. Antes, porém, vamos mostrar que o sistema Bresse é bem posto. Para
isto, usaremos a teoria de Cy-semigrupos de operadores lineares.

2.2  Existéncia e unicidade de solucao

Aqui e nos capitulos seguintes, assumimos que [ # 7, para todo n € N.
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2.2.1 Condicoes de fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet-
Dirichlet

Considere nesta sec¢ao o sistema de Bresse (2.1]) - (2.4) sujeito as condigdes
de fronteira

o(t,0) = p(t, L) =(t,0) = (t, L) = w(t,0) = w(t,L) = 0,t > 0. (2.11)
O espago de fase associado ao sistema
H = [H(0, L) x L*(0, )] (2.12)

equipado com o produto interno

L
(U1,Up) = / (01 @12 + po U2 4 o W2 - by, 2 de
) (2.13)

L
+/ [E(p7 + 07 +1w') (92 + 92+ 1w?) + kolw, — lp") (w2 — lp?)]dz,
0

sendo U; = (!, @, 4", U, w', W) € H e com a norma induzida

L
Ur||n = / {P1|®1|2 + pa| U+ pr |[WHP + b|¢i|2} dx
0 (2.14)

L
—i—k:/ [Mpi + ot I+ kojw! — l<p1|2] dx.
0

Esta norma é equivalente a norma usual de H, conforme é mostrado na seguinte
proposicao.

Proposicao 2.1. A norma |U||y € equivalente ¢ norma
IUIZ = I1@I1Z> + IIZ2 + IWIZ2 + BllvballZ + llpallZe + llwslZo.

Além disso, H € um espaco de Hilbert.

Demonstragao. Usando a desigualdade (a + b)P < 2P(aP + bP) temos

(lpallze + lwllze + Uwllz2)?

e+ + |2 <
< A(eallzz + 1¥llz2)* + Pllwll2)
<
<

4(4(llpzlz2 + 1 1172) + Ellwllz2)
16([lallze + 19[172) + 422 [[wl|7--

Do mesmo modo,

s = lol|72 < 4(llwall7> + llllZ2)-
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Desta forma,

U5, = (¢, @, 0, 9, w, W)l
= pill @172 + p2ll® N2 + pr W |72 + Dl1¢ 172
+ kllox + ¥ + lwl|72 + kollws — lol|72
< pl|®l172 + pall W17z + pr[WZ2 + max{b, 16} (|| ]|72 + [[¥]|72)
+max{16, 4%} (lpx 72 + [l@l72) + max{4, 41} ([lw]|7> + [lwe72)
— a0 + pall Wz + W2 + Cullly + CallvliZy + Callwll.

Usando a desigualdade de Poincaré (|1.40]) temos
U117 < C* (1N + 11T + IWIZ2 + leallze + [¥allze + lwllz2) = C*IUIE.
Extraindo a raiz em ambos os lados da desigualdade anterior obtemos

Ul < ClIU|. (2.15)
Para mostramos que existe C' > 0 tal que |U||. < C||U||3, consideremos

O+ Vv +lw=F = @,+lw=F—1, (2.16)
we—lp=G = w,—lp=0G. (2.17)

Multiplicando a equagao (2.16)) por z e (2.17)) por 2w vem

T, P+ alwep = x(F —4)p,
W —zlpw = xGw.

Tomando a parte real destas equacgoes, integrando-as de 0 a L e somando as
equacoes resultantes obtemos

1/L d| %d +1/L d| %d —R/L (F —)pdr + R /L Gwd
20xdx('0$20xd:vw :L"—eox waxr eOZEw:L‘.

Efetuando integragao por partes segue que

1 [t L L
5/0 (|¢* + |w|*)dz = —Re [/0 x(F —9)pdx +/0 xGwdz} ,

ou seja,

L L L
/ (ol + |w|?)da §2L/ |F_¢|\¢|dx+2L/ 1G] dz.
0 0 0

Assim, usando a desigualdade de Hélder e Young resulta

L L 1 L
| el iyde < 222 [P —ufde g [l
0 0 0

L 1 L
+2L2/ |G|2dx+—/ w|2dz.
0 2 0
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Dai, concluimos que
L L
/(WPHMWMSO/(W—wF+WWM, (2.18)
0 0

onde C = 4L?. Usando as equagoes (2.16)) e ([2.17) vemos

[pol? < [F = 9[* + 2Re (F = o + Plo?,
lw|* < |G|* + 2iRe G + 12| ¢)?.

Resulta das desigualdades (2.18]) e (2.19) que

(2.19)

L

L L
t/u%ﬁ+wﬁst/<w-mﬁwm%m+m/<w-wmeQMMx
0 0 0
L
42 [ (0P + o)z
L 0 L 1 L
g/ (|F—¢|2+|G|2)dx+2z2/ |F—¢|2dm+§/ |w|dz
0 . 1 0 . 0
+2z2/ |G|2dx+§|g0]2dx+(]l2/ (|F — |* + |G]*)dz.
0 0

Portanto, usando as desigualdades de Young e Poincaré obtemos

L

L L
| eal +lonPyds < [ (F = 0P + 6Pz < € [ (FP +1GF +b.)do
0 0 0
onde C' é a maior dentre as constantes encontradas acima. Logo
lezlze + lwallze < C (IFIIZ2 + 1G22 + [1vall72) -
Consequentemente,
U = NNz + 12Nz + Wz + lallze + Wellze + llwsllZs
1 1 1 1
< (— +—+—+ -+ C’) U3, + C||F||32 + C||G||32
pr p2 p1 b
= C||U|l3; + Cllgs + ¥ + |32 + Cllws — lol|7-
e concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

[U« < CU |3 (2.20)

O

Vale ressaltar que na proposicao anterior poderiamos concluir (2.20) usando
argumento de contradigao.

O proximo passo consiste em reescrever o problema (2.1)-(2.3) como um
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problema de Cauchy da forma

d
CU(t) = AU() 221)
U(0) = Uy,

onde Uy = (g0, Po, o, Vo, wo, Wp). Com esta finalidade, considere & = ¢,
U=y, W=uw eUt)=(p,®¢,V,w,W). Assim, usando as equagdes ([2.1)-
([2.3) nao ¢é dificil obter onde A : D(A) C H — H é o operador linear
nao-limitado definido por

0 Id(-) 0 0 0 0
k kol k k+kol
0 0 0 Id() 0 0
A = k b 92 k — k ’
—0,(") 0 20:() — o1d(-) Jd() — o Ld()
0 0 0 0 0 Id(-)
kl+ko —kl kol ki2
_ —50,(1) 0 = 1d() 0 () — =-Id() 0 |
cujo dominio é dado por
D(A) = [(Hy(0,L) N H*(0, L)) x Hy(0, L)]*. (2.22)

De fato, como AU € H entao
®, W, W € Hy(0,L),
k kol
(@x + ¢ + w)x + _O(wx - ZQD) € LQ(Ov L)?

E P1

b k

— e — — (o + ¥ + lw) — ¥ € L*(0, L),
P2 P2
k kl
2wy = 1)y — —(pu + ¥ + lw) € L0, L).
P1 P1

Como U € H segue das equagoes acima que ¢, 1, w € H*(0, L).

Proposicao 2.2. O operador A ¢é dissipativo, ou seja, se U € D(A) entao

Re (AU, U)y < 0.

Demonstragao. Considere U = (¢, ®,¢, ¥, w, W) € D(A). Entao usando a
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definicao do produto interno em H e do operador A encontramos

<AU7 U>H :/0 {[k(gox + ¢ + lw)x + kol(wx - l@)]é} dZL‘
/ {[ko(we — l)x — kl(z + ¥ + 1w)]O + bW 1, } da
+ / {[k(CIDI + U +10)(ps + ¢ + lw) + ko(O, — 1P)(w, — lgo)} dz.

Usando integracao por partes e as condigoes de fronteira segue que

L L
(AU, U) :b/o [(Vothy — ¥, 0,] dx—’y/o |U|2dx

L
+k/ [(Q)w—i—\lf—i-lW)(goz—i-w—l—lw)—(goz—i—w—i—lw)(q)w—l—\lf—i—lW) dx
0
L —_— —_—
+ ko / [(Wx 1) (s — 1) — (we — L)W, — @)} dz.
0
Tomando-se a parte real do produto interno acima obtemos
Re (AU, Uy — —7/ W2z < 0. (2.23)
m

Agora, vamos mostrar que 0 € p(A), ou seja, A é bijetivo e A7t € L(H).
Mostraremos que 0 € p(.A) e usando o Lema teremos o resultado.

Sejam F' = (f1, f2, f°, f1, %, f°) € He U = (p,2,9,¥,w,W). A equacao
resolvente AU = F é equivalente ao sistema de equacoes

® = flem H}(0, L), (2.24)
k kol
p—(% 4y + w)e + pim —lp) = fZem L2(0,L), (2.25)
1 1
U = f3 em H}(0, L), (2.26)
b k
— e — — (e + ¢ + lw) — Ty = frem L*(0, L), (2.27)
P2 P2 P2
W = f5em H} (0, L), (2.28)
k kl
p—(ww — 1), — p_(% + ¢ +1lw) = f%em L*(0,L). (2.29)
1 1

Desta forma, basta considerarmos ® = fL, 0 = f3 ¢ W = f° ¢ assim pelas
equagoes (2.24) , (2.26) e (2.28)) segue que ®, ¥, W € HJ(0,L) . Substituindo
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estas igualdades nas outras equacoes temos

E(pr + 0 4 lw)y + kol (we — o) = pif?, em L*(0, L) (2.30)
Wpe — k(e + 0 +1w) = pof* +f% em L*(0, L), (2.31)
ko(we — 1p) e — kl(pz + 1) + lw) = p1f® em L*(0, L). (2.32)

_ Considerando f = p1 f*, g = pof* +7f* ¢ h = p1 f©, multiplicando (2.30) por
¢ € HLO,L), (2.31) porj € H}(0,L) e (2.32) por £ € Hj(0, L) e integrando por
partes de 0 a L resulta que

L L
k;/o (¢m+w+lw)@dx—/o kol(we — lo)pda = — / fodz,
L L L
b i Y Mpdr + k/o (pzr + ¥ + lw)dx = _/o gndzx,

L L L
ko /O (wp — l)Epda + Kl /O (02 + 0+ lw)édx = — /0 hédz.

Somando as equagoes acima encontramos

L L
0 0

" ko/OL(wx— )& =19 U f¢+gn+h5dm]

Esta igualdade nos induz a usar o teorema de Lax-Milgran para concluir a
bijetividade do operador A.

Seja o espago de Hilbert W = H}(0, L) x H}(0,L) x H}(0,L) munido com

norma

16, m, )y = 62 +n + LENIT> + 16 — 81172 + [InalZ2-

Definamos a forma sesquilinear a : YW x W — C por
L L
(b (0 ) =b [ bammde + k[ (ot v+ )@ AT
0 0

L e
+ ko/o (we — L) (& — l@)dx

Lema 2.3. A forma sesquilinear a : YW x W — C € continua e coerciva, isto €,
existem constantes C7 > 0 e Cy > 0 tais que

(1) la (w1, w), (6,1,)) | < Cill(, ¥, )31 (05 15 E) 15,
(11) a ((@,1,w), (g, ¥,w)) > Call(w, %, w) Ky,
para quaisquer (p,,w), (p,n,&) € W.
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Demonstragao. (ii) Para quisquer (¢, 9, w) € W tem-se

la ((p,¥,w), (¢, 1, w)) |

L
k / [0 + 0 + Ll + kolws — Lol + bl P] da
0

bll]|22 + K| gs + 1 + w22 + Kollws — o 22da
C (llpe + 1 + IwllZz + llws — lollZ2 + 1¥al72)
Cll(, v w) [y,

onde C' = min{k, ko, b}. Logo, a forma sesquilinear a é coerciva.

\Y

(i) Dados (p,,w), (¢,,€) € W temos

L
0 (. .w), (6,1.6)) = k / (o + 10 + 1) B+ 7 T )i
L L
k e — 1 > — lo)d b N AT,
+0/0<w o) ¢>x+/0wna:

Aplicando a desigualdade de Hélder e usando a desigualdade (a+b)? < 2P(a?+-bP)
Vermos que

|a (0,9, w), (6,7, €)) [* < +16K] 0y + ¥ + L2l ¢e +n + K172
+ 16kg |we — Lol Zall€e — 18][72 + 467 [ 22l ]2
< max{16k*, 16kg, 46} (s, ¥, w) [y [l (¢, n, §) 5y

Enfim, denotando C? = max{16k?, 16k2, 4b*} temos

la((p,,w), (0,n,8) ] < Clie, ¥, w)llwll(@,n,E)lw-

Portanto, a forma sesquilinear a é continua. O

Consideremos, agora, o funcional antilinear f : W — C dado por

L — —
f((¢,n,€)) = — Uﬂ fo+ g0+ hédx|

onde f = pif?, g =~f>+ pafte h = p fO. Desta forma, f estd bem definida, é
antilinear e, além disso, usando a desigualdade de Holder e de Poincaré resulta
que

£((@:n, ) < /0 (LFllol + lgllnl + |hll€]) dz

1fllz2 ol + gl llnll e + 2l L2 (€] 22

max{ | f[cz, [|gllzz, |Pllz2} (I@llz2 + Inllzz + [1€]lz2)
Clpallre + Imellze + [1€allz2), V(P m, ) € W
Cll(gsm, s, V(d,m, &) € W.

VAN VAN VAR VAN
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Segue pelas equivaléncia de normas que W

£((0. ) < Cll(d,m,E)lbw, V(d,m.8) €W

Portanto, o funcional antilinear acima é continuo. Pelo teorema de Lax-Milgram,
existe um tunico (p, ¥, w) € W tal que

a((p, 1, w), (¢,1,€)) = £(6,n,8), Y(p,n,§) €W. (2.33)

Considerando em (2.33) n = £ = 0 temos

L L L
k/o (2 + 0 + lw)d,dx — ko/o (W — lp)lpdr = —/0 fodx, Yo € C°(0, L)

ou seja,

L o L N
| Wat v g = = [1f ~ o, ~ 10)] 3
0 0

Pela defini¢ao do espago de Sobolev H'(0, L) = W2(0, L) temos que

E(pe + 1 +1w) € HY(0,L) ek(p, +1p+1lw)e = f — kol(w, — lp) € L*(0, L).

Dai concluimos que
0 € H*(0,L) e k(py + 0 +1w)y + kol(wy — lo) = f = pif*. (2.34)

Usando novamente a expressao (2.33)) com ¢ =n = 0 temos

L L L
k:/ (2 + U + lw)lEdx + ko/ (we — lp)léda = —/ hédx, V¢ € Cso(0,L).
0 0 0
E de um modo analogo ao anterior concluimos que
w€ H*0,L) e ko(wy — 1p)y — kl(pz + 10 +1w) = h = py fC. (2.35)

Por fim usando a expressao (2.33)) com ¢ = £ = 0 temos

L L L
k/ (o + 0 + lw)ndx + b/ Y edr = —/ gndz, ¥n e C3°(0,L).
0 0 0
De modo analogo aos anteriores vemos que
Y € H*(0,L) e bipye — k(g + 0 +1w) = g = vf> + pof*. (2.36)

Segue de (2.34) - (2.36) que existem tnicos p,1,w € H? N H; satisfazendo as
equagoes (2.31)- (2.32). Consequentemente, existe inico U € D(A) satisfazendo

AU = F, ou seja, operador A é um operador bijetivo.

Mostraremos agora que seu inverso A~! é limitado. Dado F € H seja
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U € D(A) tal que AU = F. Assim
AT Flln < CIF Nl & Ul < 1F -

Multiplicando a equacdo (2.25) por € HL(0, L), ([2.27) por v € H}(0,L) , (2.29)
por w € HJ(0,L) , integrando de 0 a L e somando vem

L L L L
k‘/ |z + 0 +lwf’de + k:o/ |we — lp|*dz + b/ []? = / o1 f2@dx
0 0 0 0

L L
+ /0 (7f3+p2f4)ﬂdx+/0 p1f8@dz.

Usando a desigualdade de Holder no lado direito da igualdade anterior vemos
que,

L L L
k/ |90x+w+lw|2dx+k‘o/ |wx—l¢|2dx+b/ 1))
0 0 0

<pill PPz llellze + pall ol 2 llwllze + 172 + paf 2
<pillF'lla(llellze + 19l 22) + max{y, p2 | F[[3 %[l 2
<CIF|[#(llpzllze + 19zllrz + [wellz2)
<C|FllullU]s-

Resulta usando a equivaléncia das normas que
L
/ (ks 4+ ¢ + lwdx + kolw, — Lo]* 4 b|vpe|?] dz < C||Fla||Uln.  (2-37)
0

Pela equagao (2.24) temos

t . = P1 g P1
| miebar< [ pldlde < B [ jopds+ 20
0 0

0

Assim,
L
| mlofde < clFI3. (2.38)
0

Com um argumento andlogo ao anterior, levando em consideracao as equagoes

(2.26) e (2.28)) chegamos em

L L
| mivias<cippe [ pweds <cirj (2.39)
0 0
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Juntando as equacoes (2.37)), (2.38)) e (2.39) concluimos que

L
U1 = | [pl9F + O + p W + Bl ?) da
0

+ k/OL (oo + ¥ + lw]? + kol|w, — lp|?] da
< ClIFIllUll + CIE I3, + CIF N5, + Call F I3,
< CIFI, + U1
E assim
1Ullse < CIE Nl = A7l < | Flle (2.40)
Portanto, o operador A~ é limitado e, consequentemente, 0 € p(A).

Proposicao 2.4. Eziste A > 0 tal que A € p(A), isto é, existe \ positivo tal que
(M — A) ¢ inversivel com (AN — A)~t € L(H).

Demonstragao. Como 0 € p(A), usando o Lema temos que (A — A) =
A(MA~! — 1) é inversivel com inverso limitado desde que

IANATY| < =le e (AL AT,

1
[
Logo, existe 0 < A\g € p(A). O

Lema 2.5. O operador A é densamente definido , isto €, D(A) = H.

Demonstragao. Para mostrar que D(A) = H, seja U € WL de modo que
(V,U)y =0, YV € D(A).
Como existe A\ € p(A), tomando Vo = (Aol — A)~'U temos
NollVoll3 — (AVo, Vo)r = 0

L
Mol + [ lePds = 0= =0
0

Portanto, U = (Aol —.A)Vy = 0, ou seja, D(A)* = {0}. Pelo Teorema temos
D(A) denso em H. O

Proposicao 2.6. O operador A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo
{S4(t)}i>0 de contragoes de classe C.

Demonstracao. De fato, pois o operador A é dissipativo , existe A > 0 tal que
A € p(A) e D(A) é denso em H, entdo o resultado segue pelo Teorema de Lumer-
Philips, Teorema [1.56 O
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Considere {S4(t)}+>0 0 semigrupo da proposicao anterior. Se Uy € D(A)
temos que U(t) = S4(t)Uy é a tnica solugao forte do problema de Bresse com
condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet. Além disso, pelo
Teorema temos que U € C°([0,00); D(A)) N C([0,00); H).

2.2.2 Condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann-
Neumann

Nesta sec¢ao, consideramos o sistema de Bresse (2.1)) - (2.4) sujeito as
condicoes de fronteira do tipo Dirichlet -Neumann-Neumann

©(t,0) = p(t, L) = 1,(t,0) = (¢, L) = w,(t,0) = w,(t, L) = 0, (2.41)
para t € (0,00).

A energia do sistema serd dada pela mesma expressao (2.10]), porém agora o
espaco de energia associado ao sistema serd o espaco de Hilbert

2

H = Hy(0,L) x L*(0,L) x [Hj((), L) x L*0,L) (2.42)
onde
L
L(0,L) = {u € LQ(O,L);/ udr = 0} e HX0,L)=H'Y0,L)N L0, L).
0

Observamos que, devido a Proposicao em H!(0,L) é valida a desigualdade
de Poincaré. De modo anélogo, mostra-se que

UG, = lle, @9, 0,0, W|?

L
-/ {m@ﬁ+pzr\m2+mvv12+bmrz]dx
0
L
+/ {k’¢x+¢+lw|2—l—ko\wx—lg0|2]dx
0

define uma norma em H equivalente & norma usual.

O sistema novamente pode ser escrito na forma de um problema de Cauchy
do tipo

d
/=AU, (2.43)
U(0) = U,

onde o operador A serd dado por
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i 0 Id(-) 0 0 0 0
Lo2() = Brd() 0 £ () 0 bkl (-) 0
0 0 0 Id(-) 0 0
A= _
—20,(") 0 202()—old(-) J1Id() —oe1d()
0 0 0 0 0 Id(-)
kl+ko —kl kol kl2

com dominio

D(A) = {(¢, @, ¢, V,w,W) € H;p,¢,w € H* & € Hy, ¥, W € H, b, w, € H)} .

Para concluirmos pelo Teorema de Lummer-Phillips , Teoremall.56, que existe
uma tnica solugdo para o problema (2.43) ou, equivalentemente para o sistema

(2.1) - (2.4), basta mostrarmos que 0 € p(A), pois pela Proposicao [2.2| o operador
A é dissipativo. Além disso, pelo Lema [2.5] segue que A é densamente definido.

Sejam = (f', f%, /%, 4 1 f°) e He U = (p,2,¢,¥,w,W). A equagdo
resolvente AU = F é equivalente ao sistema de equagdes (2.24)-(2.29). Desta
forma basta considerarmos ® = f1, ¥ = f3 e W = f° e assim pelas equacoes
2.24) , (2.26) e (2.28) segue que @, U, W € H!(0,L). Substituindo estas
igualdades nas outras equagoes temos

k(gpx + ’QD + lw)x + kol(wx - ZSO) = p1f27 €m L2(07 L)> (244)
wam —/{:(gpx—i—dz—i—lw) :p2f4+7f37 €11 L2(07L)7 (245)
ko(we — 1p) s — kl(@z + 1) + lw) = p1f°, em L*(0,L). (2.46)

Lema 2.7. Dados g1 € L*(0,L), g2, g3 € L*(0, L), o sistema

k(e + ¥+ lw), + kol(w, — lp) = g1, em LQ(O, L), (2.47)
Wpe — k(pp + 9 +lw) = ga, em L2(0, L), (2.48)
ko(we — o)y — kl(@p + 1 + lw) = g3, em Lz(O, L) (2.49)

possui tinica solucio (p,1,w) € [H2(0,L) N HL(0,L)] x [H2(0,L) N HX0, L)]?
com . , p, € HL(0,L).

Demonstragdo. Existéncia: Pelo Lema temos que existem v € H(0,L) e
u € H*(0, L) tais que

ku, + kolv = g1,
kovy, — klu = g3.
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Além disso, como g3 € L(0, L) temos

/OL g5 (x)dax = 0.

Logo

ou seja, u € H!(0, L). Defina,

:%/Ox/oz(gg(s)Jrku dsdz——/ // 95(5) + ku(s))dsdrdz.

Observe que como gy, u € L2(0, L) segue que ¢ € H*(0, L)NH}(0,L). Note ainda
que

0alo) = 5 [ (onls) + ku(s))ds,

dai ¢, € H}(0, L).

Aplicando, novamente, o Lema resulta que existem ¢ € H}(0,L) e
w € HL(0,L) tais que

—lQO:U,
Yr +lw=u—1.

Assim, concluimos que

wy =v+1lp € HYO0,L) = we H*0,L)
0r =u—1—lwe€ HN0,L).

Desta forma, obtemos

k(r 4+ 10+ 1w), + kol (we — lp) = kuy + kolv = g1,
k0<wx - lgp)x - kl(@x +Y+ lw) = kovy — klu = gs.

Além disso,

b =y ([ 00) + b))

= g2(x) + ku(z) = ga + k(s + ¥ + lw).

T

Portanto, o sistema (2.47)-(2.49)) tem solugao com regularidade desejada.

Unicidade: Considere o espago de Hilbert W = H}(0, L) x H}(0, L) x H}(0, L)
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equipado com a norma

16, m, )y = 62 +n + LN + 16 — 8172 + [InalZ2-

Defina a forma sesquilinear, a : W x W — C por

L L
a((%w,w),(¢,n,€))=b/o Valpdz + k/o (b2 + 9 + 1) (dr + 1 + 1E)d

L
© ok /0 (s — 1) (& — 1d)de.

Ja foi mostrado que a é uma forma sesquilinear continua e coerciva. Além disso,
consideramos o funcional antilinear f : YW — C dado por

£((¢,n.€)) = — UOLJ‘EJrgﬁJr hfdx} :

onde f = pif% g =vf>+ paft e h = p fS. Desta forma, f esta bem definida
e usando a desigualdade de Hélder e de Poincaré resulta que f é continuo. Pelo
Teorema de Lax-Milgran existe unico (¢, %, w) € W tal que

a((p,¥,w), (u,v,p)) = f(u,v,p) , V(u,v,p) €W,

Consequentemente, o sistema (2.47)-(2.49) tem tnica solu¢ao com regularidade
desejada. O

Considerando no Lema 2.7 g1 = pif', g2 = pof* +7f3 € g5 = p1 f°, vemos

que o sistema ([2.44)-(2.46) tem tnica solucio
(¢, 9, w) € [H2(0, L) N HE (0, L)] x [H?(0, L) N H(0, L))

com v, , w, € H}(0,L). Mostrando assim que existe tnico U € D(A) tal que
AU = F, ou seja, o operador A é bijetor.

Procedendo de modo analogo ao que foi feito para o caso das condigoes de
Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, concluimos que A~! ¢ limitado. Portanto, 0 € p(A).
E assim a existéncia e unicidade de solucao do sistema de Bresse com condicoes
de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann segue do Teorema de Lummer-
Philips, Teorema [1.56, e Teorema [1.58].



Capitulo 3

Estabilidade exponencial do sistema
de Bresse

3.1 Estabilidade exponencial

Neste capitulo, trataremos da estabilidade exponencial do sistema

P1Pe — k(@x + ¢ + lw)w - kOZ(Wx - l(p) = Oa (31)
p1wit — ko(wWe = 19)x + kl(pe + 9 +1lw) =0, (3.3)

para x € (0,L) e t € (0,00), sujeito as condi¢oes de fronteira do tipo Dirichlet-
Dirichlet-Dirichlet

90(07 ) - 90([4 ) - ¢(07 ) - w(Lv ) = W(()? ) = W(LJ ) =0 em (07 OO)? (34)
e as condicoes iniciais

u(-,0) = ug, u(+,0) =wuqg, ¥(-,0) =1y, U (-,0)=1; em (0,L). (3.5)

Para simplificar, adotaremos as seguintes notacoes

kpa — bpy
k

(3.6)

e Vg =

ko

\ o
X0 = .

Antes de comegarmos a obter vérias estimativas, distribuidas em diferentes
lemas, necessarias para chegarmos ao nosso principal resultado, observamos que
estas estimativas também sao validas quando se considera o sistema Bresse sujeito
as condicoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann-Newmann. Contudo,
mostrar a estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-(3.3) com as condi¢oes
de fronteira é mais dificil, pois neste caso aparecem termos pontuais que
também devem ser estimados.

36
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Os resultados que apresentamos a seguir se baseiam no trabalho de Alabau-
Boussouira, Rivera e Almeida Junior[10].

Antes de prosseguirmos, chamamos a atencao novamente para as diversas
constantes positivas que aparecem no texto, representadas pela letra C. Na
maioria das vezes, a constante C' tem diferentes valores mudando de uma linha
para outra linha.

Nossa principal ferramenta, neste capitulo, é o Teorema, [1.65]

Dados I’ = (f17f27f37f47f57f6) eEHe 6 €ER Seja U= (¢7q)7wa\ljawaw) S
D(A) solucao da equacgdo resolvente (i1 — A)U = F, a qual em termos de suas
componentes pode ser escrita como o sistema de equacoes

iBp—® =f em H}O,L), (3.7)

iBp1® — k(ps + 1 +lw)y — kol(we — lp) = p1fa em L*(0, L), (3.8)
B — U =fy em HY(0,L),  (3.9)

iBp2V — by + k(e + ¢ +w) + 9V = pafy em L*(0,L),  (3.10)
ifw—W =fs em H(0,L), (3.11)

iBpW — ko(we — 19)s + kl(ps + 9 +lw) =pifs em L*0,L). (3.12)

Lema 3.1. O eizo imaginario estd contido no resolvente do operador A, ou seja,

{16; 8 € R} C p(A).

Demonstracao. Como A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo, segue
que A é fechado. Além disso, devido as imersoes de Sobolev A~! é compacto.
Segue do Teorema que 0(A) = 0,(A), ou seja, o(.A) é constituido apenas de
autovalores de A. Suponha, por absurdo, que exista 5 € R tal que i € o(A).
Dai, existe 0 # U € D(A) tal que (i — A)U = 0. Desta forma,

(BT — AU, Uy = 0 iB|[U|Z — (AU, U}y = 0

Tomando a parte real da expressao anterior segue que Re( AU, U)y = 0 e assim
pela expressao (2.23) temos que ¥ = 0. Usando a equagao (3.9) temos que ¢ = 0.
Substituindo estes valores no sistema (3.7))-(3.12)obtemos

—p1B%0 — k(g + lw)y — kol(we — 1) = 0, (3.13)
k(s +lw) =0, (3.14)
—p1B%w — ko(wy — 1p)s + El(pp +w) = 0. (3.15)

Pela equacao (3.14)) resulta que ¢, + lw = 0, usando esta igualdade nas equagoes

(3.13) e (3.15)) no sistema anterior temos que

p18%p + kol(w,, — lp) = 0, (3.16)
p1B%1w + kol(we — 1), = 0.
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Derivando a equacao (3.16) obtemos

p1B% 0, + kol(wy — L), =0,
p18lw + kol (w, — L), = 0.

Assim vemos que ¢, — lw = 0. Portanto,

Y +lw =0,

@z — lw=0.
Resolvendo este sistema de equagoes obtemos que ¢, = w = 0, ou seja, ¢ é
constante em relagdo & z, como ¢(L) = 0 temos que ¢ = 0. Logo, pelas
equacoes e concluimos que U = 0. Esta contradicio mostra que
{iB; B € R} C p(A). O

Agora, veremos alguns lemas que serdo importantes para podermos concluir
que
limsup [|(iB1 — A) ™| < o0,

[B]—00

desde que xo =0 e vy = 0.
Lema 3.2. Sob as condicoes anteriores temos

o

B 1713

L
| (9P + 1) do < Cllg+ 0 bl + s +

0
para uma constante positiva C' e || suficientemente grande.

Demonstragao. Multiplicando a equagao (3.8)) por @ obtemos
iBp1PP — k(g + ¥ + )@ — kol(we — lp) = p1 /2, (3.17)

usando a equagdo (3.7) em (3.17)) e integrando de 0 a L resulta que

L

L L

—,01/ (P + f)dr — k/ (e + ¥ + lw),pdx — kol/ (we — lp)pdx

0 0 0
L
= / Japdz.
0
Dai, usando integracao por partes e tomando a parte real, temos que
L L L
p1/ |®dr = kRe/ (2 + 0 + lw)p,dx + koﬂ/ 2z
0 0 0

L L L
+ kol Re / wpdr — p; Re / fopdxr — py Re / ® frdzx.
0 0 0
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Reajustando os termos na equacao acima encontramos
L L L
,01/ |®|2dr = kRe/ (pr + ¢ + lw)p,dx + kol/ (wPz + 1| ¢]?) da
0 0 0
L L
— pP1 Re/ fQ@dZE — pP1 Re/ @fldx (318)
0 0
Somando e subtraindo termos & equacgao anterior obtemos
L L L
P1 / |Ddr = k:Re/ (pz + 9+ lw)p,dx + k Re/ (pz + U + lw) (Y + lw)dx
0 0 0
L L L
— k;Re/ (pz + 1 + lw) (Y + lw)dx + kol Re/ w(Y + lw)dx
0 0
L L L
+ kol Re/ wggdr — kol Re/ w(t + lw)dx + k0l2/ lo2dx
0 0 0

L L
— p1Re / fopdx — p1 Re / ® frda.
0 0

Logo,
L L
pl/ D> dz + kOZQ/ |w|?dx =
0 0
L —_—
= kllps + ¥ + w32 +k0lRe/ w(s + ¥ + lw)dz
0
L L
— kRe/ (gpx+¢+lw)(@/}+lw)dx—kolRe/ wpdx
0 0
L L L
+ k:ol2/ lo|2dx — p Re/ O fidx — py Re/ fopdz.
0 0 0
Consequentemente, obtemos
L L
pl/ D2 dx + k0l2/ |w|?dx <
0 0
L
< kllpz + 9 + lw]|7a +kol/ |w|lpe + ¢ + lw|dz
0
L L
+ k‘/ |S0x+¢—|—lw||¢+lw|da:—l—kol/ |wl|p|dx
0 0

L L L
R / oPdr 4 py / || f1]dz + pr / Falloldr.
0 0 0
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Aplicando a desigualdade de Holder resulta que

L L
pl/ | |*dx —|—k:0l2/ |lw|?dr <
0 0

< klle + 9 + e + kllos + 9 + w2l + ]l e
+ kolllwl 2912 + pull @l 2 L fill 22 + pall f2ll 2l ol 2
+ Kolllpa + ¥ + lwll 2wl 2 + kol |||l 7.

Agora, observe que

k k
Flvlllles +¢ +wlie < gllee+ ¢+ lolze + S 16117

l k
kw22 llpa + ¢ + lwl[ 2 = (\é——HwHLO (\/\ZH%H/JHC«)HH)

k:ol2 3k?
5 lwllze + 57— ol + 04 w12

memm%+w~4muz=m(7§wm§(vawf+¢+mma

3ko
< ——lwll7. + TH% + 1 + lwl|3,

[
fallllalollee = ho( =lllles ) (V3lolez)

3k
< o llwllze + 111z

Concluimos pelas tltimas desigualdades que existe uma constante C' > 0 tal que
|<I>| dr + —- le dv < Cllgs + ¢ + |2 + Clv|% (3.19)
+ kol*[lllz2 + CIIF |3,

Pela equagao ({3.7) temos

o+ f
iBp—T=fiep= Zﬁl
Como
D+ [P 2kol2 kol

kol?[|l|22 = Kol < o2

ol*llellz2 = ko 7 LQ_ EE 1@]]72 + BE 1f1l72
2k:0l2
< D2, + —||F||2,

k?lQ ,01

consideramos |f| suficientemente grande de modo que ou seja,

BE < T
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[k
18] > 24/ 21 Assim,
P1

tolllel < G101 + 1 I
e segue de (3.19) que
p Kol?
2 [ 0Pdr+ 5 [ oftde < Cllor 40 + 1ol + Cl0IE + o1
0

|k
se |8 > 24/ ~1. O lema esta provado.
P1

Lema 3.3. Sob as condicoes anteriores existe uma constante C' positiva tal que

]

L
/ [Vl de < Ol |2z + ¢ + lwllz2 + CIU 3l Flla,

0

para |5 > 1.

Demonstragao. Multiplicando a equagao (3.10) por 1) obtemos

Integrando a equagao (3.20) por partes de 0 a L e tomando a parte real obtemos

L L _ L
[V, )?dr = — kRe/ (o + ¥ + lw)bdx + py Re/ U (if)dx
0 0

L L
— vRe / Uipdx + posRe | fabda.
0 0

Pela a equagdo (3.9) temos que i8¢y = —(f3 + V), dai

L L L
[ Pdr = —kRe/ ((pm—l—w—i-lw)@dx—pgRe/ U(fs+ V)dx
0 0

+ ”yRe/O (fszﬁ )d:n—l—lee/ fubdz.

Consequentemente, segue que

L L L L
b / Pde <k / o + 0+ L dx + po / W Pdr + o / 0| de
0 0 0 0

’Y L ’Y L L
. / OPdr s ) / U\ flda + oo / Flllde.
81 J, ENs .

U+ f3
i3
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Usando a desigualdade de Holder resulta que

/ ltde < k|\<,om+¢+zw||m||\v||m+(mml)||\11||L2

v (€4 55 Wl Pl (3:21)
Agora, note que
GBI — AU = F & (i8] — AU, UVy = (F, Uy
e, assim,
— Re(AU, Uy, < [{AU, U] < Ul F

Logo, de (2.23)) temos

WENZ < UMl Fllae- (3.22)

Resulta usando a desigualdade (3.22) em (3.21)) que existe C' > 0 tal que

L
b [ lalds < Cllgs + 0+ tolla [ Wi+ CIU s (329
0

para |3] > 1. O

Agora, introduzimos as seguintes notacgoes

Iy = [0(L)> + [12(0)]?,
L, = |wa(L)* + |we(0)],
I, = leo(L)]> + lea(0).

Lema 3.4. Existe uma constante C' > 0 tal que

(@) Iy < Cllos +9 + w2 Wz + Clell2 Ul + ClU Il Flle + CIEIS,,
(®) L < ClUI+ClIF,
() I, < ClUI5 +CIFI3:

Além disso, temos

I, <CN, (3.24)
com
= [lpz + ¢ + lwll72 + IIsox + U + | 2l|Ulla + |91 21U || (3.25)
+ Ul Fllae + iz [ 1l

Iﬁl2



43 3.1. ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Demonstragao. (a) Substituindo a equacgao (3.9) em (3.10) temos
—pa 82 — by + k(0r + 0 + lw) + YV = pofs +iBpafs. (3.26)

L
2

Multiplicando a equagao acima por qi,., onde q(z) = x — £, e integrando de 0 a

L obtemos
L o L . L o
o / qUadz — b / QU Tnda + / A(po + 6 + L) nda
0 0 0

L L
+7/0 q\I/de:/O q(p2fa+iBp2fs)tyde.

Tomando-se a parte real da expressao anterior resulta que

L I [ -
: /0 0 0Pdr =5 [ v de+ kRe [ aton+ v+ L)

L L
+ 4 Re / Uz — Re / a(pafs + iBpsfs)bad.
0 0

Usando integracdo por partes e as condi¢oes de fronteira ¢(0) = (L) = 0,
obtemos

pa3?
2

L bL b L L o
2dr — = (|v,(0)? +(L)]? = .2d R We,d
| o= 5 (0 OF + D) + 5 [ 1nPdz 7 Re [ qwTas

L o L o
+ kRe / 00n (90 4+ + lw)dz = Re / A(pafs + iBpsfo) Tad.
0 0

Logo,
bl 2 L b L L
—I, = p2b / |¢\2dx+—/ |w$]2dac—|—k:Re/ Q2 (0r + U + lw)dz
4 2 Jo 2 Jo 0
:;’[1 5;,12
L o L o
+yRe [ qUide—Re [ qlpafu+ iBpafyde (3.27)
. 0 0

-~

=13

Agora, vamos obter estimativas para I, Iy e I3. Usando integracao por partes e
as condicoes de fronteira de Dirichilet temos

L o L_
I, = —kRe/ q¢[(gpz+¢+lw)m]dx—kRe/ UV(pe + ¢ + lw)dx
OL B 0 L_
- kRe/ ) [iBp® — kol(w, — lp) — p1fo] dov — kRe/ V(pe + ¢ + lw)dz

0 0

L L L

= kp; Re / q[iBY)®dx + kokl Re / q(w, — lp)dz + kp; Re / q fodx
0 0

0

L_
— kRe/ V(e + 1 + lw)d.
0
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Assim

koo Y koklL [* kL [F
<= /"|¢hﬁwux+-°2 /”|wuwx—Zwux+—pg /“|wnﬁkm
0 0 0

kL [F
+ 7/ [V||@z + ¥ + lw|dz. (3.28)
0

Substituindo a equagao (3.9) em (3.28) obtemos

I, < kPl

/ [+ fo)ldw + Cllvllzz (lwe — bplle + [loe + ¥ + Wolli2)
<CllUn

Plk‘L

[l 2l f2l 2

Desta forma, concluimos que

L
L<C / DU dz + Ol 21U e + CU |l
0

Além disso, observe que

P252 L L L
=25 [Clwpar=c [ oo = [+ vPds
0 0 0

e ainda pela desigualdade de Young temos

L L L
Iy = 4 Re / QUad < C / UPde + C / iy P
0 0 0

Portanto, usando as estimativas obtidas para Iy, I e I3 em (3.27)) resulta que

—I¢ <C/ | f3 + ¥ dx—f—C’/ 9| dx—l—(]/ |(I>|2dx+0/ |V |2dx
+ Clgllz2llUll + ClU sl F 9

Usando agora os Lemas [3.2] ¢ [3.3] e a estimativa

L
N / W 2de < (U ]| Fll
resulta que

Iy < Clipa+ ¢+ 1wl 2V 2 + Clldll2l|UN2 + CHU |3l F ]3¢

C
+ mHUHHHFHH + C|F|)3-

para alguma constante C' > 0. Portanto, para || suficientemente grande resulta
que

Iy < Cllga + ¥ + 1wl 2| 2 + Cllbl 2| Ul + CIU | F 13 + C I3,
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(¢) Multiplicando, agora, a equagao (3.8)) por ¢(¢, + ¥ + lw) e integrando de 0 a
L temos

L - L
k/ q(pe + ¥ + W) (pz + ¢ + lw)dz = plzﬂ/ Pq(py + 9 + lw)dx
0 0

L - L -
— ko/o q(wz — o) (e + ¥ + lw)dx — p1/0 qfo(pr + ¢ + lw)dz.

Tomando a parte real da expressao acima resulta que

k

L d L -
—/ q—!¢x+w+lw|2dx=p1Re/ iBPq(ps + Y + lw)dx
2 )y dx 0

J

g

=1y

L L
—ky Re/ q(wz — o) (pr + ¥ + lw)dz — py Re/ qfo(pe + ¢ + lw)dz.
0 0

(3.29)
Note que

L L L
Ii=—m Re/ q®(iByp,)dx — py Re/ q®(iBY)dx — Ip; Re/ q®(ifw)dz
0 0 0
r r
— — piRe / 4®(@, T Fin)de — i Re / 0T T f5)da
0 0
L —
— n Re/ q@(W + f5)dz
0
L oy L L
= —pl/ q—=|®[*dz — py Re/ q® fizdz — py Re/ qPVdx
o dx 0 0
L L L
— Re/ q® f3dx — pyl Re/ q®Wdz — pql Re/ q® fsdx.
0 0 0
Portanto, usando integracao por partes resulta que

prL t
o< = SR (@@ pO)F) +C [ ofde+ CUu Pl

N

-~

=0

L L
+C/ |<I>||\I/|dx+C’/ |D||W |*du,
0 0

para uma constante C' > 0. Desta forma, chegamos a
I < O||®|172 + C|®[| 21U [l + CNU e | F I
Usando esta estimativa em (3.29)) resulta que

kL
7 ((pe + 0 + 1) (L) + (e + v + ) (O))
< kllge + ¥+ w72 4+ C|| @172 + C|| @] r2]|U |2 + CIU |3|| F |2

koL p1L
P — lpllalpe + 0+ Lol + 2 fll e+ 4+ Bl
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Segue que
I, < C(|Ul5 + IFI5,) -

Além disso, pelos Lemas [3.2] e 3.3 encontramos

I, <CN
onde
N =gz + 9 +1w|7: + II% + 1+ lwll2|Ull + 1) 21Ul
+ Ul Fllae + 2HFHH
5]

(b) Multiplicando agora a equagao (3.12)) por g(w, — lp) e integrando de 0 a L
temos

ko (& d L

50 i g—lws = lpf*de = py Re/ iBqW (w, — lp)da

::15
L L
+ Kkl Re/ (0p + U +1w)(wy — lp)dx — p Re/ qfs(wy — lp)dz.  (3.30)
0 0

Estimando I5, temos
L L L
Is = —py Re/ gW (ifw,)dx + Lp; Re/ qW (iBy)dx
0 . - 0 . -
— ~pRe [ WV T F)ds + I Re | aW (@ s
0

0

o [P d L L
= —= q—|W|*dx — p, Re/ qW (fse — Lf1)dx + 1py Re/ qW ddzx.
2 Jy “dz 0 0

Portanto, usando integragao por partes obtemos
L L
p1L p1L
< =BE (WP +WOPR) + o [ WP+ 25 [ Wlflde
0 0

I [F I [F
n p; /|W||c1>|da:+ p; /|W||f1|d:z:.
0 0

Devido as condicoes de fronteira obtemos

Is < pil[WI[72 + CIUlal | Fllae + CIW |2 [ Ul
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Usando esta estimativa em (3.30)) resulta que

koL
2 (e = I)DIE + (e = L)(O)) < CIW IR+ CIW 12| e

+ Cl Ul Fll# + Cllpe + ¥ + lwl| z2]|we — lo|| 2
+ Cllwe — Il 2| fo]| £2-

Segue dai e da desigualdade de Young que
L < C (U5 + IF15,) -
O

Lema 3.5. Sob as condicoes anteriores, dado € > 0 existe uma constante C. > 0
tal que

1 3
Vep:li=5] < ellps + ¢ + 1wz + CIU I Flls + ClIUNZIF 13,
C

7 1 3 1
3] I3 + CIUIZIE N, + CIEI,

5 1
+ CNUNNE +

Demonstracao. Pelo Lema |3.4] segue que
Iy < Cllgs + 0 + 1w 2| 9] 2 + CR, (3.31)

onde
R = 1)l 2| Ulls¢ + Ul F ll3 + 1F 13,

Além disso, observe que

Iply = ([a (D) + [ (0)P) (Ia(D) + 02(0)*) = [t (L) 0a(L) .

Logo
11
Vo (D)l (L) < IZ13.
11
Do mesmo modo, encontramos que [,(0)|¢.(0)| < I713. Dai resulta que
[VaalaZs | = | (otpe) (L) = ($apa) (0)| < [ho(L)a(L)] + [100(0)s(0)] < 215 13.
Ainda pelo Lema [3.4] temos

1 1
< C(IUls+1FI3)* < C AU+ [1F )
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A estimativa acima juntamente com (3.31]) implica que

[aali=5| < C(lpn + ¥ + 1wl 21| 2 + R)2 (|U]13 + [|1F )
1 1 1
< C s+ + Lol| Z WY Ul + ORE [Ullag
-
1 1 1
T+ R Fllag+ Cllgs + 0 + lollZ W ]| F

=:J3 =:Jy

|

I
i

Segue pela desigualdade de Poincaré que

[llz2 < Cpllallz < ClUI5

Dali,
R2 = (I¥lellUllse + Ul Flle + 1F115) ?
1 1 1
< ClINLNUNE + CIUNZNENZ + ClE
< ClU + CllF Nl + CHUZF 13,
e, assim,
) 13
Js < ClUnl Flla + ClIF Nz + CIUNZIE - (3.32)
Além disso,
Jo < C (I llU Nl A U el Fllae + 11F115) > 105
1 1 1o
< C(IBIZNU I + WO IZNE I + 1 F ) 101
U+ f3 3 3 1
< o *E2|| 1o+ i + cro e
L2
C 1 3 C 3 1 3 1
< EHWHEQHUH% + @HUH%HFH% + CNUNNF3 + CNU [ E 5
¢ T 1, C SIEI2 TAE
< @llUlleHFHH + WHU”HHFH’H + CIUTGNE 2+ CHUT A E 3
devido a estimativa (3.22). Segue que
C 7 1 3 1
Jo < WHUHEHFH% + CNUNNE N+ CNU el F 1l (3.33)

para |$| > 1. Da mesma forma,

1 1
Jo S CIUNZNUNZNE Nl < CHU N3l F e (3.34)

Além disso, dado ¢ > 0, aplicando a desigualdade de Young parap=4e q = %,
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obtemos

J1

. 1 C 1
(Vlen+ o+ 10l15) (Sl
£ 1 1 4
< Slpa+ 0+l + CIUIIPILITIE,

devido a estimativa (3.22). Ou seja,
5 5 1
T < {llew + 0+ Wiz + CIUIZIFIl (3.35)

Segue das estimativas (3.32])-(3.35) que

1 3
a2zt | < ellps + ¢+ 1wl72 + ClUNl Flla + CIUNZNFIIZ
C 7 1 3 1
—IUNLIEN, + CNUNZNFIZ + CIFI,,

Bl

51
+ CIUIGNE N +

para |G| > 1. O

Lema 3.6. Nas condi¢oes do lema anterior existe uma constante C > 0 tal que

|wepalizs| < C (IU15, + I1FI15,) - (3.36)

Demonstracao. Observe que
LIy = (lws () + Jws (L)) (lea(O)* + @2(L)]*) = lwa(L)eu(L)I*.
Logo,
|wa (L) (L)] < /L.
Do mesmo modo encontramos que
|wa (0)2(0)] < /LI

Portanto

|waals=0| = lwo(L)@a(L) = wa(0)2(0)]
< wa (L)@a(L)] + [wa (0) e (0)] < 24/ L.

Pelo Lema [B.4] temos

L < C(IIUN5 + 1F15)
L < C (U5 + I1F15%) -

Assim,

11 1 1
| wopalaZ| < 20313 < C (U3 + I1F15)> C (IU15 + I1F153,)
< C (UG +FI3) -
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]

Lema 3.7. Com as mesmas hipdteses anteriores temos que existe uma constante

C > 0 tal que
L L
k/ |0z + 10+ lwf*dz < Cxo / Vo, dr
0 0

+ CIU Nl Fll + b[¢apals=g

+ OV || 2 ||U ||

b

for |5 > 1.

Demonstragao. Multiplicando a equacao (3.10) por (¢, + v + lw) e integrando
de 0 a L temos

L L L
k/ (o + ¢ + lw) [Pd =p2/ f4(%+w+lw)dx—zﬂp2/ U(p, + 2 + lw)d
0 0 0

L L
b [l o e =y [ W s
0 0

ou seja,

L L L
k/o |(pe + ¥ + lw)Pdx —p2/0 f4(<px+w+lw)dx+p2/o U(ifp,)dx

N J/
-~

:Js

L L
+ P2 /0 \I/(Zﬁiﬁ)dl‘ + b/o %z(% + @Z) + lw)dx

J/

S

~
=:Jg =:

= 5

L
- 7/ Wion + 0+ wyde +pol | (iBw)da .
N 0 N 0

J/ J/

—~ N

=:Jg =:Jg

Observemos agora que
L L L
Bo=po [ W@ e = po [ Vot pa [ Wi,
0 0 0
L L L
Jo = P2/ V(U + f3)dx = P2/ |‘1/’2d$+P2/ U fsdz,
0 0 0
L L L
Jg = lpg/ V(W + f5)de = lpg/ \I/de—l—lpg/ O fsdx
0 0 0
e usando integracao por partes temos
L
Jr==b [ alipat 0+ )y do + bl
0

Segue da equacao (3.8) que

k(%c + Y+ w)x =10 AD — kOl(wx - 190) — pifa.
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Assim

b _
Jr =— E/ UV [1Bp1® — kol(wy — L) — p1 fold + b, B |2=)

b kolb b
- o (i8] B+ 1o / o —Tg)de + 2 / b Tode + b=
0

b
0

b
bor / wmmxwwuz .

k Jo k‘ 0

P1 L—
R
0

Aplicando as desigualdades de Hélder e Young obtemos
L
s < ’y/ U0+ + lw|da

—2k/ |U|2dz + — /\gox+z/1+lw\ dx

Substituindo J5, Jg, J7, Jg e usando a estimativa obtida para .Jg temos

b p—
/ |z + 0 +lwfPde < (,02 ,0]1: )Re/ ‘I’q)xd$+ P2+ / |V [*da

0
+ bRe (¢x90:v ) + R+ Ry

onde para simplificar a notacao consideramos
L L L
Rl = P2 Re/ \I/flxdflf + P2 Re/ \I/fgdl' + lp2 Re/ \I/f5dl’
0 0 0
+—R/ fgz(IDdx—i——Re/ wzfgdx+p2Re/ falpe + ¥ + lw)dx

bko L
= %« (wg — lp)dz + +1lpyRe | IWda.
0

Desta forma, usando as desigualdades de Holder e Poincaré, juntamente com a
equivaléncia das normas, encontramos

| Ra| < ClU 3l [l (3.37)
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Por outro lado, pelas equagoes (3.7) e (3.12)) resulta que

bko L __
Ry = Re ¢ Yoldz + lpsRe | UWdz
0

L
= ——Re/ Vi W + kl(r + ¢ + lw) — p1 fo]dx + lps Re/ YW dx
0

Re / [ww]de — bkol? Re / V(pg + U + lw)dx
0

L
wf6da:+l,02Re / VW dz
0
byl _ bhol _ bl [F
:plko Re/ \IdeerplTORe/ FWda + plTORe/ b foda
0 0 0

L L .
—bkol*Re [ (pr + ¢ + lw)dz + Ips Re/ UWdz.
0 0

Assim usando a desigualdade de Holder vemos que
|Ro| < ClW| 2Tl + Cllebll 2w + 0 + lwllzz + ClIU |l Fllae.— (3-38)

Devido as estimativas (3.37)) e (3.38) e as desigualdades de Young e Poincaré

obtemos
L PR
/ U, dr
0

2 n
+ Cllva2 + oz +u+ w72 + blvapa 225

kps — p1b
oz it FONEU e+ CU Tl F

L L
5 [ et vl <
0

pak — p1b

? concluimos que

L L L
k’/ (0 + 1 +lwf*dz < 4xo / Vo, dv +0/ [Yal*dz + O[]z [ U]l
0 0 0

+ CIUNlIFll + 0 apals=5]-

Logo, como xog =

Como pela desigualdade (3.22]), Lema desigualdade de Young

L k L
o R e
0 0

para uma constante C' > 0, resulta que

+ O] 2| U]l

k [F L
5/ 0o + ¢ + lw|*dx §4XO/ U, dr

0 0
+ ClU|lIF |l + b|wea|2=

A prova do Lema esta completa.
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Observacao 3.8. Tomando no Lema €= %, obtemos

. k 1 3
[epaliZo| < Fllew + 0+ 1llze + CIU Il Fll + CRUIZIF I
C
18]

Usando a estimativa acima no Lema[3.7 encontramos

L
/ Vo, dr
0

1 3 5 1
+ ClUlwl Fllw + CIUTIE + CHUIE (3.39)
<
1]

5 1 7 1 3 1
+ CIIVIZIFNZ + WU FI, + CIUIGIFI + CIF .

L
k / on 40+ lwfide < Cyo O e U e
0

7 1 3 1
+ U El: + CIVIZIEN, + ClEI,

para |B] > 1.

Observagao 3.9. Resulta da estimativa (3.22)), do Lema e da desigualdade
de Young que para todo n > 0 dado existe C =: C(n) tal que

N < Cllgs + ¢ + Wwl* +0llUll3, + ClIF (1,

onde N é dado em (3.25)). Assim, de (3.24)) resulta que

|oawoli=g| < 1212 < CN(IIUls + 1 F 1)
< C(lles + ¥+ Wwll +nllUlle + [1F 1) (WU 13 + 1 32)
< Cllgs + 1 + WUl + 0l U3, + CIU el Fll + ClIE -

Concluimos, aplicando novamente a desigualdade de Young, que para todo ¢ > 0
existe C:= C(e) > 0 tal que

|0awslzZs| < Cllge + ¥ + lwl® + ellU13, + CIU Il Flla + ClIF I3,

Lema 3.10. Ezxiste uma constante C > 0 tal que
L L L
k:o/ |lwe — lo|?dr + pl/ (W ?dx < C’/ s + ¢ + lw|’dx
0 0 0
L
+ Con? [ 0P do + Ol Pl + ksl
0
para |B| suficientemente grande.

Demonstragao. Multiplicando a equagao (3.8) por (w, —lp) e integrando por
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partes a equacdo resultante sobre (0, L) obtemos

L L L
kol/ we = lpf* dz = / ip1BP(w, — lp) dﬂﬂ—/ p2fi(we — lp) da
0 0 0
L
+/ k(pr + 1 + lw)(wy — lp), dor + k;gozw_x\ij
0

Como o
ip1BO(wy — L) = ip1 SO, + Ip1 | + 1p1 @ f

ok
k(g + 9+ 1w)(wy — 1), = E—O(wx + 1 4+ 1) [iBp1 W + kl(pe + 1 + lw) — p1 fo]

resulta que

L L L
kol/ we — lpl? dwéRe/ iBp1 P, dx+1p1/ @7 dz + CU [l F'lln
0 0 0

L
+ : Re/ (0r + U+ )i W + kl(op + ¢ + lw)] dx (3.40)
0

J/

-~

:=J1o
+ k Re (gpxwx r= L)

Agora note que

k L — k2 [F
Jo = k_Re/ ((px+w+lw)iﬁp1Wda:+—/ oo 4 ¢ + lw|? da
0

k E kl L
= k—Re/ 0B W dx + — Re/ ViBp W dx + — k; Re/ wiBp W dx
0 0 0

1:‘;11 -*J12 -*J13
k2 [t ,
+— |z + 1 + lw|” du.
ko Jo

Observe ainda que

Kl L — Kl
Do = =S8 Re [+ wiiar < pl/ (W2 da + ClUIl|
0 0
J kv po [+ ) TTde < —PiRe [ W de+ ClUI|F
=" Re 0( + f)Wdz < e z + COU ||| Fll#
e temos também
k: L L L
B =~ / @+ £ TWde =L Re [ @, do— e [ 1,77 ds
0 0 0
2 k: g
— —ﬂRe/ Olifw; — fse) dx—ﬂRe frW dx
]{?0 kO 0
k:pl R
< _k_Re Zﬂwmi) dx + Cl|U ||| F'[|2-
0 0
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Portanto usando as estimativas para Ji1, Jio e Ji3 obtemos

L L
Jio klpl/ (W[ dz e/ W x—%Re/ iBwy® dx
0 0 0

+—Re/ |goz+1/z+lw|2dx+CHU||HHF||H (3.41)

Usando a estimativa (3.41)) em (3.40) resulta que

L L L klpl L
kol/ w, — lp|* dz < Re/ iBp1Pw, dx + lpl/ || do — —/ (W ? dx
0 0 0 ko Jo

k Lo k L
- ﬂRe/ W de — ﬂRe/ 1B ® du + k|, "=k
ko 0 ko 0

T R e

ou seja, somando e subtraindo obtemos

L L L
kol/ |w, — Lol dor < py (1 - kﬁ) Re/ i8P(w, — lp) dx + lpl/ |®|* dw
0 0 0

k kpil
it (1= £ ) ke [0 do-+ YU~ 2
0

W12 dx
- e ! |

/{32 L 9 kpl S ——|z=L
F | e g el dot SR Re [ 0T dx+k’|soxwwlx=o

Usando agora as desigualdades de Young e Cauchy-Schwarz obtemos

kol [* kpd [F k2l [F
i/ |wz — Lo dx—l—ﬂ/ W ? dxg—/ e + ¢ + w|? do
2 Jo 2ko Jo ko Jo

k -
+C ‘1 & BlI@l* + Cll@l* + CIU Il Fllae + CII* + k| potrmli=y

Pelo Lema encontramos

2 k?Pl L 2 L 2
\ wy — I ] dr + —— \W| dxﬁC’ ](px+w+lw| dx

o [ o R

Y

para || suficientemente grande. O

Observacao 3.11. Seque da observacao e do Lema que para todo € > 0
existe C' > 0 tal que

L L L
ko/ lwe — lp|? dx + pl/ (W |? dx < C/ e + ¢ + W] da
0 0 0

L
+ O / B do + ClUllsl| Flla + |UIZ + CI FII,
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para |B| suficientemente grande. Usando a estimativa (3.39) obtemos

L
/ Vo, dx
0

L
O / B da + ClUwl| Flln + ellUNZ + CIFI2, (3.42)

L L
ko/ |lwe — lp|? do + ,01/ W1 dz < Cxo
0 0

1 3 5 1
+ O 2 Ul + ClUNNE N3 + CHUNEN,
“
6]

para |B| suficientemente grande.

7 1 3 1
+ U Ell + CHUTNEN s

Teorema 3.12. Se - = Y ek = ko entao o semigrupo {Sa(t)}i=0 associado ao

2
sistema (3.1)-(3.3)) € ezponencialmente estavél.

Demonstracao. Primeiramente, relembremos a definicao da norma de U em H:

1015 = prll@lI7> + p2ll Pl + oo WL + bllvellZe + Ellps + ¢ + lwll7:
+ kollws — l|75-

Como, por hipoétese, ’p’—; = % e k = ky temos que o = vy = 0. Entao somando

as estimativas (3.39) e (3.42) resulta que para todo € > 0 existe uma constante
C > 0 tal que

kllge + ¢ + |72 + kollws — loll72 + pr||[W]|72

< CIUlIF |13 + €llU5, + CIEN3, + Cl¥Y || 2| U
C
5]

Por outro lado, dos Lemas 3.2 ¢ [3.3] juntamente com a desigualdade de Poincaré,
temos

1 3 5 1 7 1 3 1
+ CNUNNFIZ + CIUNRNEN: + U F i+ CHUTZE -

C
p1l| @172 < Cllps + 1 + w72 + Cllll7 + WHFH?{

bllvhzlze < Cl¥ L2 llw + ¢ + w2 + ClUll| F I3

Desta forma, somando as trés tltimas estimativas, aplicando a desigualdade de

Young e usando (3.22)) e (3.39) encontramos
13
(L= lUI5 < ClUI Flls + CIF N, + CI® 1Tl + CIUZIF 1,
5o 1 T 31
+ CIUIIFl: + CIUIIE, + CIUNIZIE

para || > 1 suficientemente grande e ¢ > 0 suficientemente pequeno. Aplicando
novamente a desigualdade de Young e usando (3.22) chegamos a

1013 < ClIFIG:



57 3.2. FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Dai, temos
18T — A7 Flly = [|U]ln < ClIF |,

para |3| > 1 suficientemente grande. Como a fungao 8 € R — (i8I — A)~! ¢é
continua, temos

168 = A)7Hu <O, ¥V BER.

Portanto temos que iR C p(A) e limsup ||(i8] — A) ||y < oo, mostrando
|B|—o00

entao que o semigrupo é exponencialmente estavel quando z_; = % e k = kg.

3.2 Falta de estabilidade exponencial

Veremos nesta seccao que o sistema de Bresse com condicoes de fronteira
do tipo Dirichilet-Neumann-Neumann nao é exponencialmente estavel quando
SuUpomos

k
P ou k # k.
P2 b

Exibiremos uma sequéncia |A,| — oo tal que
I(AnT = A) Iz — 00

Mais precisamente, mostraremos que existe uma sequéncia limitada (F,),en em
H e uma sequéncia de complexos (A, ),en em iR tais que

Ml =00 e |0 — A E, |y — 0o,n — o0

Se U, = (M — A)~'F, entao (A, — AU, = F,, ou seja,

A" — @™ = flem H}(0,L),  (3.43)

PP — k(0! + " + lw™), — kol(w! — ™ = f2 em L*(0, L), (3.44)
A" — U™ = f3 em HL0,L)  (3.45)

P U™ — DY+ k(" 4+ "+ W) + 0" = f2em L2(0,L),  (3.46)
A" — W™ = f5 em HN0,L)  (3.47)

PV — ko(w! — 1™), + Kl(@" + ™ + 1w™) = fC em L2(0,L).  (3.48)
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Comegaremos a exibir a sequéncia (F},),ey tomando f! = f3 = f> = 0. Assim
das equacoes (3.43), (3.45) e (3.47)) resulta que

A" = ®" em H}(0, L),
At = U" em HL(0, L),
A" = W" em H}(0,L).

Substituindo as igualdades em (3.44)), (3.46) e (3.48)) obtemos,

P2 — E(p" ™+ lw™), — kol(w! — 1o™) = f2 em L*(0, L), (3.49)
P — DY+ k(@ 4+ ¢+ IW") + A" = f, em L2(0,L),  (3.50)
pl)\i " —ko(wh — 1"y + Kl(@h + " + ") = f,f em LE(O, L). (3.51)

Consideremos, agora,

nnx ’I”L?TSC)

f? = asin <n_;r;x>’ f* = Bcos <T>’ f5 = &cos <T

Desta forma, temos que F,, = (fL f2 3 f4 f3 %) € H e existe C > 0 tal que
| Fll < C. Devido as condigbes de fronteira

Qo(tv L) = So(tv()) = ¢x(tv L) = wx(tvo) = wz(taL) = wm(ta()) =0

podemos supor que

"= Aysin (50 g = e " nme
go—Ansm<L>,w Bncos<L> e w C’ncos<L>.
Dai
d" = )\, A, sin (n_}r/x) , "= \,B,cos (n_}r/x) e w'=\,C, cos (?) )

e substituindo essas expressoes nas equacoes ([3.49)-(3.51) obtemos o seguinte
sistema de equacgoes

[,olA;i +k (”%)2 + koﬁ] An+k (”%) By + (k + ko)l (”%CQ —a, (3.52)

nm 2

k (%”) A+ [pzAi +b ( - ) + mn} B, + kIC, =5, (3.53)

nm

L

nm

( + ko)l ( .

) Ay + kLB, + {pmi + kg ( )2 + kﬂ] C,=¢ (3.54)

1° Caso Primeiramente iremos supor que

2
PL ek = k.
P2 b
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Seja (A,) uma sequéncia definida por

P2 4k (%)2 4 kI2 = 2Kk (%) .

(3.55)

Considerando esta sequéncia nas equagoes (3.52))-(3.54) coma =1, f=0e& =0

obtemos
nw nw nw
() s (e (e o
K (E) Ant b (5F) Bu+ 2k (7)€ (3.56)
2
k (”%) A, + {pgxi +b (%) Ny mn} B, + kIC, =0, (3.57)
nw nw n
2kl (T) A, + K (T) B, + 2kl (T) C, = 0. (3.58)
Fazendo a diferenga entre as equagoes (3.56) e (3.58)) temos
nw
B(5) =k Bu=1= By = . 3.59
# (7 () (3:59)
Portanto,
lim B, = 0.
n—oo
Usando agora a equacao (3.58) encontramos
An =—Cp— nmw (nw :
(1)
Substituindo (3.59)) em (3.57) segue que
1 P2 nmw nm\ 2 9 nm\ 2
—— | = (2Kl — ) —k|— ) — Kl b(— k4~
k;("f’r—l){pl( <L> (L) )+ <L>+ +7"]
ni
+k(— —Cn — nw (nw +kIC, = 0.
(T) |~ ==
Logo,
1 P2, (MTN\2 P2 nm P2 12
Ch=— |-k (—) + 2ok (—) B2 N, + k
k(5= 1)" {( ) 1) )R,
B 1
2% (% —1)°

Assim, concluimos que

: 1 P2 b p2
lim Gy = — (b—k2) =2 -2 4
Jim €, 5 (b= #2) - 22
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Dai, temos que

Portanto existem sequéncias complexas (A )nen 5 (Bn)nen € (Ch)nen tais que
as fungoes ¢", Y™ e w" sao nao identicamente nulas e satisfazem a equacao

M1 — AU, = F,,. Além disso, observe que
( ; q
L L nm nray |2
2 n__j,.n|2 — _ 1 -
1.2 > /0 kolwr — 1" 2d ko/o (~Cu(F5) — 14, ) sin (<5 )’ do

C, (”LW) coal [ (?) dr — ]%L o (%) LA,

2

= ko

0
Logo, ||Un|l3 — oo, ou seja, ||[(And — A) 7 F, ||y — oc.

2° Caso Iremos supor agora que,

k # k.

Considerando v = 1,8 =0 e £ = —1, a equagao (3.58) pode ser escrita como

k (T) A+

k nmw
Bt Ntk (AF
L (k + ko) (k + ko)l [’“ n 0(

. )2+k12} C, = 0.

Neste caso, escolhamos uma sequéncia (\,) tal que

k 9 nm 2\
G (pl/\ +kO<L> +kl)_kl.

Assim

nm

P2 + ko (”L”) R = K2 ol2 = piA2 + Ko ( .

) — ko2 = 0.

Substituindo (\,,) no sistema ([3.56)-(3.58) obtemos

[21{:0[2 (k — ko)(L”A +k:< )Bn+(k+ko)l<n%>0n:1, (3.60)
k(L)A +{p2)\2+b( ) +k+7A]Bn+len:O, (3.61)

k(L)A (k;kko)B LRI, = —1. (3.62)

Da equagao (3.62) resulta que

2

1 nm k
S Y i I S S .
Cn k:z[ (7) "k ”+} (3.63)
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Substituindo (3.63)) em (3.60) temos

{zkoﬁ vk — ko) (%ﬂ A+ k (%) B,

w0kt (F) [+ (F) A B ) =1

reajustando os termos encontramos

[zk:ol —2k0<L> ]A ML

nm

Assim,

Tomando limite com n — oo temos que lim,,_,o, n?A, = %Lﬂg

1
lim nA, = lim — (n°4,) = 0. (3.64)
n—00 n—o0o N,

Fazendo a diferenca entre as equacoes (3.61)) e (3.62)) e substituindo a sequéncia
(\,) encontramos

p2ko T\ 2 pakol? k? 1
(2 Ly, (—) kA - B, =1. 3.65
{ ( p1 ) L ! P1 k + ko (3.65)
Logo
pako — bpy k An | p2kol? k? 2
_— — — B, =1, .
[ < 01 > T2t T n2p;  n2(k + ko) n (3.66)

(i) Suponha que poko —bp; # 0. Tomando o limite na expressao (3.66]) temos que

L2
lim n?B, = 5 d )
n—00 m2(bp1 — p2ko)
Portanto,
lim B, hmi( ’B,) =0 (3.67)
n—o00 n—00 n2 " ) ’

Portanto, usando (3.64) e (3.67) em (3.63)) temos

1
lim C,

n—oo kU

(#7) Suponha agora que pako —bp; = 0. Usando este fato na equacao (3.65)) temos

kol? k2
[yAn+k+p20 — }anl.

P1 k+ ko
Dai encontramos

’)/)\n k p2k012 k2
— 4+ - — B, =1. 3.68
{ n T n * np n(k + ko) " (3.68)
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Como \? = pil [kzolz — ko (”L—”)Q} resulta que

. /\n . 1 k’ol2 k’o nm ™ ko,
lim — = lim — ___<_>:_ —1.
n—oo N n—o0 N, P1 P1 L L L1
Passando limite em (3.68) encontramos
L
lim nB, = ——, | 2. (3.69)
n—00 7y \ ko
Usando novamente (3.64) e (3.69) em (3.63) segue que
1
lim C) = ——.
e Kl

Logo, em ambos os casos existe uma sequéncia complexa (C),)nen talque w™ é nao
identicamente nula e (A, — A)U,, = F,. Além disso,da equagao resolvente temos

L
WUl = o1l Wl = g1 / A" 2

L
L
s / AIC P cos? (P25 i = pu 5 I PICHI? = oo

Portanto, supondo Z—; #* % ou k # ko temos que o problema de Bresse ({2.1))-
(2.3) com condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann nio é
exponencialmente estavel.

Observacao 3.13. A falta de estabilidade do sistema Bresse para condicoes de
fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet- Dirichlet é um problema em aberto.



Capitulo 4

Estabilidade polinomial do sistema
de Bresse

4.1 Estabilidade polinomial

Considere o sistema de Bresse

P1Pe — k‘(gDZL‘ + ¢ + lw)x - kOZ(Wx - l(p) = Oa (41)
p1wit — ko(wWe = 19)x + kl(pe + 9 +1lw) =0, (4.3)

com as condicoes iniciais

90('7 0) = o, 901‘/('7 0) = 8017’1/}('7 O) = w()a wt(’a 0) = whw('? 0) = wOJ(’ut('a O) = w1
(4.4)
e as condicoes de fronteira

90(0’ t) = QD(LJ) = %(O’t) = ¢x(L’ t) = wx(ov t) = W.Z’(L’t) = 0. (45)

Confome sabemos, veja o Capitulo 2, este sistema possui solucao tnica. Veremos,
agora, que o semigrupo associado a tal sistema é polinomialmente estavel quando
hé falta de estabilidade exponencial, ou seja, quando

Yo =0 ou vy = 0.

Os resultados que apresentamos a seguir se baseiam no trabalho de Fatori e
Monteiro [9].

No que segue, U = (p,®,9, VU, w, W) € D(A) é a solugdo da equagao
resolvente (I — A)U = F, para J € R e F' € ‘H. Equivalentemente, U verifica o
sistema (3.7))-(3.12). Relembremos a primeira estimativa obtida. Como

Re((zﬁ[ — .A)U, U>7.( = — Re(AU, U>7.( = Re(F, U>H

63
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segue que
19]122 < CNU Il [ F 3. (4.6)

Lema 4.1. Sob as condicoes acima, existe uma constante C' > 0 tal que
L
2
b [ 1oulde < 0101he + 10Tl Pl
0
Demonstracao. Pelo Lema temos que existe C' > 0 tal que

L
b [ Wl < ©[|@lslien + 6 + Lol + 10|

0

Como
1
||90x +¢+lw||L2 < EHUH?D
resulta que
L
s [ !%\deéC[H‘PI\L2HUHH+HUHHHFHH}.

]

Lema 4.2. Com as mesmas notacgoes anteriores existe uma constante C' > 0 tal
que

L
k / oo+ 46 + lwofder < O[HWHLQHUHH Ol Pl + Wxéuwiz] .

Demonstracao. Segue pelo Lema que existe uma constante C' > 0 tal que

L L
k:/ |0z + 10 + lw*dz < Cxo / Vo, dx
0 0

+ ClU el [ Fllo + blebwpali=0 .

+ Ol l[Ulle - (47)

para || > 1. Devido as condigbes de fronteira de Dirichlet-Neumann-Neumann
segue que 1, |*Zk = 0. Além disso, observe que

L
/ Vo, dr
0

L L
< xoldl [ Wl el ol [ 10+
0 0

L L
Yo ~ /0 W(iBos — 1)dr| < vo /0 (i8] + [W]|72] da

L
s [ (vl
0
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1
Como ¢ + lw = —B(\II +IW + f3+1f5) resulta que
i

L
XOIBI/O [Bl[+ lwlde < Cl[P|L + CI|22 Ul + ClU Il Flla
< ClUllIF Il + ClE | 21U

Portanto, usando a desigualdade de Young obtemos

L
/ Vb, dx
0
+ Ol U] 3| ¥]] 2. (4.8)

Usando a desigualdade (4.8) em (4.7)) obtemos

k
Xo < OxalBPINYIZ: + Sllee + & + lliz + ClIU Il Fla

L
k / 00 + 6+ lwldz < Ul + CIU T Fllae + OB e
0

Nosso resultado segue.

Lema 4.3. Sob as condi¢oes acima, existe uma constante C > 0 tal que

L L L L
pl/ |<I>|2dx+p2/ |\If|2dx—|—p1/ |W]2d:c+kol/ |w, — lo|*dz
0 0 0 0

< O[HFHi Ul F e + uwpuvuﬂ]
- CUBRv+2)llpn + 4 + e

para |G| > 1 suficientemente grande.
Demonstracao. Pelo Lema temos
L L L
tal [ oo = tgfPdo +pr [ WPde <€ [l + 6+ bl + CIIU el 1F1l
0 0 0
L
+Cula [ [0fds + s liZh)
0
Devido as condicoes de fronteira obtemos

L L L
kol / s — lp2dz + py / WPde < C / 00 + 0+ lwf’de 1 ClJU |l |F 1
0 0 0

L
+ Cu|B)? U |<I>|2dx] :
0
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Segue pelo Lema que
L L L

tal [ o = tpPdapy [ WP <C [l t v+ bulPde + CIU I Flbe
0 0 0

1
; CVOW(H% T Lol + ([ + WHFH%)-

Consequentemente, somando termos em ambos os membros da desigualdade
anterior e usando novamente o Lema |3.2| segue que

L L L L
kol/ ]wx—lgo\2dx+,01/ \W|2dx+[p1/ \@\2dx+p2/ |\Il\2dx]
0 0 0 0

< C[II9I12] + CIU | Fla +C<Vo|ﬁ|2 ; 1)|r%+w+5w|r%2

. 1
T Cuollifvlt + o[u% Ll + [l + WHFH%]

+ Cwol|F )3

Lembrando que iy = f3 + U e usando a desigualdade de Poincaré e a
desigualdade (4.6) resulta que

L L L L
k;ol/ ]wz—lgp|2dm+p1/ |W|2dx+p1/ |(I>|2dx—|—p2/ U2z
0 0 0 0
sc[wm?+2>r|¢x+w+mui2+HUHHHFHMHFH%H%HB]

para || suficientemente grande. Portanto, da desigualdade anterior e do Lema
temos o resultado. O

O teorema seguinte garante que se

kn ou k#ko
b " p

o decaimento do semigrupo serd do tipo polinomial.

Teorema 4.4. O semigrupo {S(t)}1>0 associado ao sistema de Bresse (4.1))-(4.5)
€ polinomialmente estdvel se % =+ 2—; ou k # ko. Mais especificamente

) _1 k

i) |1Sa(t)Uslls < Ct2||Up||pray se % 3 eh=ho,
2

”) ||SA(t)UO||H S Ct—iHUoHD(A) se k 7§ /{:0,

para valores grandes de t > 0.

Demonstragao. Pelos Lemas : e obtemos que existe uma constante
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C > 0 tal que
L L L L
1012, = o / ®Pdz + o / WPde 1 pr / WPz + b / oy e
0 0 0 0

L L
—i—k:/ \g&x+w+lwl2dm+ko/ |w, — lo|*dz
0 0

< [l + 101+ 1
+ CxplBPIIYI[Z: + Crol 8P+ + L1
para || suficientemente grande.
Como para todo n > 0 existe constante C'(n) > 0 tal que
ClUlN Flle < C)IEFN1F, + nllUI5,,
Cl[ 2Tl < CONNTIZ + nlUNE < S|P + U,
para n suficientemente pequeno obtemos
UG, < CNFIG, + OGIBPNU Il Flls + Crol B s + ¢ + w2
para || suficientemente grande. Usando o Lema novamente chegamos a
U115 < ClIFIG + COxalBPIT Il Flla

i OVOWFO[H\DHLZHUHH Ol Pl + wmanwniz].
Rearranjando os termos encontramos

|UIR, < ClIF[5, + C18° {VoH‘PHLzHUHH + (v +xp + VOX%’BP)HUHHHFHH]
(4.9)

para || > 1 suficientemente grande.

k
i) Suponha que P #* 7 e k = ko. Assim, xo # 0 e 1y =0 e por (4.9) obtemos

P2
U1l < CIIFIR, + CIBF XUl | F |-
Usando a desigualdade de Young resulta que
1U115 < CIBIMNIFI3, = 11Ul < CIBIPIIE I,
pois |B| > 1. Como (i8I — A)U = F temos

18T — A) 'l

1GBT = A) 7 Flly = [Tl < CIBP|IF Il = I
[

< C|pP,
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o que implica pela definigdo da norma em L(H) em
18I = A)7Hleeo < OB

Pelo Teorema |1.67] concluimos que
. C
1Sa(t)A™ Flly < t—%HFHH,

para valores grandes de ¢ > 0. Como 0 € p(.A) existe Fy € H tal que A~ Fy = Uy,
dai

_ C C
1S4(t)Uol|2 = [|Sa(t) A Foln < FHAUOHH < t_;HUOHD(A)»

para valores grandes de ¢ > 0.

i1) Suponhamos agora que k # k. Assim, vy # 0 e por (4.9)) obtemos
1U115 < CIIFI3, + CIBI | vl [ 2| Ulls + vol U] | F 2 (4.10)

para |$| > 1 suficientemente grande. Nao é dificil mostrar usando (4.6) e a
desigualdade de Young que

101 < CIBEIFIG, = [[Ulle < CIBIY|F I,
pois 8| > 1. Pelo Teorema concluimos que
1 C
154 AT Fll < —l1F e
de modo que
C
[154() Vol < EHUOHD(A)?

para valores grandes de ¢ > 0.

k

Agora, assuma 7 #+ PLok # ko. Desta forma, temos que xo # 0 e vy # 0 e
. P2

assim

1013, < C”FHg-t+O|B|2[||\P||L2HUHH+ (1+ |B|2)HU’|H||F||H]

1 1 3 1
< ((CIPIFIL ) 5z 011 + (clat it ) (G110 )

Aplicando a desigualdade de Young obtemos

1
[1Ulle < CIBPIEIR + 11U
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Portanto
U} < CIBIF s
para || > 1 suficientemente grande. Como (i8] — A)U = F temos

(@B — A) " F[a

1681 = AT Flla = |Ulln < CIBPIIF Il = 7
[l

< C|B"

Pela definigdo da norma em L£(#) temos

1081 — A) Mz < CIAI%
Pelo Teorema obtemos

C
15400l < 7 crl1Uallocn
para t suficientemente grande. [

Observacao 4.5. Para mostrar a estabilidade polinomial para sistema Bresse
- com condicoes de fronteira Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet procedemos
como feito no teorema acima, observando que neste caso aparecem termos
pontuais jd estimados anteriormente.  As tazas de decaimento que serao
encontradas ndo serao as mesmas do Teorema [4.4)




Capitulo 5

Estabilidade exponencial para um
sistema Bresse com controle na
fronteira

Neste capitulo estudamos o problema do arco circular dado por

patbie — Wy + k(pr + ¥ + lw), =0, (5.2)
prwe — ko(We — 19)e + kl(0e + 9 +lw), =0, (5.3)

para x € (0,L) e t € (0,00), sujeito as condigoes de fronteira

k(py + ¥+ 1w)(0,t) =v1 ¢(0,t), te€(0,00), (5.4)
b, (0,t) = 2 ¥ (0,1), t € (0,00), (5.5)
ko(wz — 19)(0,t) = v3 we(0,t), t € (0,00), (5.6)
onde v, > 0, parai=1,2¢ 3, e
o(L,t) =¢(L,t) =w(L,t) =0, te€(0,00). (5.7)

As condigoes iniciais sao as seguintes

90(" O) = Yo, th(" O) = @17w('7 0) = o, ¢t(" O) = ,lvbl?w('? 0) = wOawt(" O) =w
(5.8)
O sistema (5.1))-(5.8), como veremos, é completamente dissipativo, ou seja, nao
serao necessarias restricoes sobre as constante constitutivas do sistema para
assegurar sua estabilidade exponencial. Um problema ainda em aberto é estudar
a estabilidade do sistema obtido "diminuindo” a dissipagao na fronteira.

O resultado que apresentamos neste capitulo se baseia no trabalho de Alves
e outros.[20)].

Antes de prosseguirmos, chamamos a atengao novamente para as diversas
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constantes positivas que aparecem no texto, representadas pela letra C. Na
maioria das vezes, a constante C' tem diferentes valores mudando de uma linha
para outra linha.

5.1 Energia associada ao sistema

Como foi feito anteriormente, procedemos formalmente para encontrar a
energia do sistema. Multiplicando a equagao (5.1) por ¢; e integrando de 0 a
L obtemos

L L L
01 / Orppdr — k:/ (e + 0+ lw)prdr — k:ol/ (we — l)ppdx = 0.
0 0 0
Usando o metodo de integracao por partes resulta que

p1 d

L L L
—— (cpt)de + k/ (e + 0+ lw)pdr — krgl/ (we — lp)prdx

= k(r + ¢ +1w)(L)pi(L) — k(s + 9P + 1w)(0)p,(0)

Dai usando as condigoes de fronteira temos que
L
p1 d

L
—— | (¢)dz+ /f/ (Yo + U + lw)ppda

kol / (o — Ip)pide = —(@(0)?.  (5.9)

Multiplicando, agora, a equagao (5.2)) por 1 temos
L L L
P2/ PYhydr — b/ Ypaedx + k:/ (pz + U+ lw)hydr =0
0 0 0

Usando o metodo de integracao por partes e as condicoes de fronteira encontramos

%% ; [p2(¢1)* + b(¢,)?] do + k/o (P2 + ¥ + lw)hrdz = —y2(¢:(0))%. (5.10)

Do mesmo modo multiplicando a equacdo (5.3) por w, integrando de 0 a L e
usando as condicoes de fronteira encontramos

d L L
p1— (wt)Qdas + kl/ (e + ¢ + lw)wdx

+ ko/o (W — lp)wipdr = —7y3(w(0))2. (5.11)
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Somando as equagoes (5.9), (5.10) e (5.11]) obtemos

%% 0 [p1(00)* + p2(v0e)* + pr(we)” + b(¥)?] do (5.12)
+%% OL (ke + ¢ + lw)? + ko(we — lp)?] da (5.13)
= —71(21(0))* = 72(12(0))* — 73(we(0))*. (5.14)

Definimos a energia do sistema como sendo

E(t) :%/0 [Pl(%)Q + pa(¥)* + prwi)? + b(wx)Q] dz
+ %/O [k(ps + 1+ lw)? + ko(w, — lp)?] da. (5.15)

Desta forma

dE(t)

a4 —1(2:(0))* = 72(1:(0))* — y3(w; (0))* < 0.

Concluimos que o sistema ¢é dissipativo, ou seja, a energia decai de acordo com o
tempo. Nosso objetivo é mostrar que existem constantes positivas M > 1ed > 0
tais que

IE(t)|l < Me™®, t>0.

onde [|.||3 sera definida a seguir.

5.2 Existéncia e unicidade

Usaremos, novamente, a teoria de Cy-semigrupos de operadores lineares, para
mostrar que o sistema ¢ bem posto. No que segue usaremos as seguintes notacoes

H;(0,L)={¢ € H'(0,L); (L) =0}, (5.16)

e U(t) = (o(t), D(t), (1), U (1), w(t), W(1))" onde & =, U=ty e W = wi.

Lema 5.1. Seja u € H:(0,L). Entao vale a desigualdade de Poincaré
[ullmr < Cplluellza-

para alguma constante C,, > 0.
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Demonstragao. Pelo teorema existe u € C([0, L]), u(L) =0, tal que
u=u q.tp. em(0,L) e

(y) — i(z) = / " (bt

Desta forma,

W(L) — Gi(z) = / w(®)dt em (0,L).

Portanto, como u(L) = 0 segue que

/IL um(t)dt‘ < /OL s (£)|d.

Aplicando agora a desigualdade de Holder

ol < ([ dt)% ([ |ugc<t>|2dt)é — Lo

Assim, obtemos que

[ule)] =

L L
/ ]u(a:)|2dx§/ L|ug|32dx.
0 0

Portanto, chegamos a

[ullZz < L¥|uqlZz < lullze < Lijug| zo.

O
O espaco de fase associado ao sistema é o espago de Hilbert
H = [HL(0,L) x L*(0, L)]’ (5.17)
munido da norma
1Tl =pull@NZ2 + o2l PIIZ2 + i [WIZ2 + bllalZ2
+kllps + ¢ + w72 + kollw, — Lol 7. (5.18)

Com essas notagoes e consideragoes temos que o sistema (5.1))-(5.3)) é equivalente

ao problema de Cauchy

d
ZU(t) = AU(1)
U(O) = U07

onde A é o operador linear nao-limitado

(5.19)
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- 0 1d(-) 0 0 0
kA2 kol k kol
o0 () = dd() 0 2 0s() 0 =0.(0)
0 0 0 1d(-) 0
A = k b 92 k - k
— - 0:() 0 50:()— 5 1d(-) Z}HId(:) — o Ld()
0 0 0 0 0 1d(-)
kl+ko —kl kol kl?
_ —5 0, (1) 0 - 0 2203() — 2-1d()

cujo dominio é dado por

D(A) = {(¢, 0,0, V,w, W) EH: p,0b,we H(0,L), ,¥,W € H}(0,L),
k(pa + 9 + 1w)(0) = 71 2(0), b102(0) = 72 ¥(0), ko (we —¢)(0) =W (0)} .

Proposicao 5.2. O operador A € dissipativo, isto €, Re(AU,U) < 0, para todo
UeDA).

Demonstracao. Considere U = (p,®,9, UV, w, W) € D(A). Entao, usando a
defini¢ao do produto interno em H e a do operador A encontramos

(AU U= [ {[bpa b 6+ o) + ol — 1) B} do
+ {[Dns — k( 0y + ¢ + lw) — 7P| T} da
+ [ {lholwr = o), = Hilpa 0+ LTV + 0005} do

+ /0 {[k(‘bx + U+ IW)(pr + 0+ lw) + k(W —1P)(w, — lcp)} dz.

Usando integragao por partes segue que

(AU U)o =b [ (025, = 6.T2] d = b O)F0) = k(i + 6+ 1) 0)F00)

L
+k/ [(¢x+\IJ+lW)(s0x+¢+lw)—(sox+w+lw)(<1>x+\11+lW)] da
0

+ ko/o [(Wx —1P)(wy — lp) — (wy — L)W, — l@)] dx — ko(w, — 1) (0)W(0).

Tomando a parte real do produto interno acima e usando as condi¢oes de fronteira
encontramos

Re (AU, U)w = =71(¢:(0))* = 72(1¢(0))* — 73(wr(0))* < 0. (5.20)

Portanto, o operador A é dissipativo. O
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Agora vamos mostrar que 0 € p(A), ou seja, A é bijetivo e A™! € L(H).
Mostraremos que 0 € p(.A) e usando o Lema teremos o resultado.

Sejam F' = (f1, f2, f2, f1, 7, f°) € He U = (p,2,9,¥,w,W). A equacao
resolvente AU = F é equivalente ao sistema de equacoes

® =f' em H(0,L), (5.21)

k(@o + Vo + lw)a + kol(ws —lp) = p1f? em L*(0,L), (5.22)
U =/ em H0,L), (5.23)

W — k(0 + 0 +lw) =poft em L*0, L), (5.24)

U =f em H0,L), (5.25)

Fwe —l9)e — Mllpa + 6+ 10) =pif® em L20,L).  (5.26)

Desta forma, basta considerarmos ® = f1. U = f3 e W = f° e, assim, pelas
equagoes (5.21)) , (5.23) e (5.25)) segue que @, ¥, W € H;(0,L) .

Multiplicando, agora, a equacao (5.22) por u € H} (0, L) obtemos

L I .
k/ (¢z + ¥ + lw) udr + kol/ (wz — lp)ude = pl/ Pudz.
0 0 0

Integrando por partes de 0 a L e usando as condicoes de fronteira resulta que

L L
k/ (s + ¢ + lw)uzdx + kol/ (we — @) (—lu)dx
0 0

S, / Fade — 3 fOu(0).  (5.27)

0

Multiplicando, agora, a equagao (5.24) por v € H} (0, L), integrando por partes
e usando as condigoes de fronteira encontramos

L L
k/o (@x+w+lw)vdx+b/0 Uy (vy)da
L
——p [ fude - fORD. (6529)
0

Por fim, multiplicando a equagao (5.26) por p € H} (0, L), integrando de 0 a L e
usando as condicoes de fronteira obtemos

k /0 (e + ¥ + lw)(Ip)dz + ko /0 (we — 1) (py)d

= /0 fopde — P O)p0)  (5.20)
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Somando as equagoes (5.27) a (5.29) resulta que

L

L
k:/o (¢z+¢+lw)(um+v+lp)dx+ko/ (wWe — lp)(pr — lu) dx—i—b/ Yo (vg)d

:—/31/ fudx—pz/ fvd:c—pl/ fopda

— 1 H0)u(0) = 12£3(0)0(0) — 43£°(0) (5.30)

Nosso objetivo é usar o Teorema de Lax-Milgram para mostrar a existéncia das
funcoes ¢ , 1, w acima. Com esse intuito consideremos o espago

W = H}(0, L) x H}(0, L) x H}(0, L),
o qual é um espaco de Hilbert com a norma

1, &, )llw = e + 9 + lwllzs + lwe — pllz> + 1¥allZ2.

Nao é dificil verificar que esta norma é equivalente & norma usual.

Considere a forma sesquilinear a : W x W — C dada por

L L
a(((puw7w>7(uuvap)) =b wxv_mdx + k/ (Soz +w+lw>(um +'U+lp)d37
0 0
L —
+ ko/ (we — lp)(pr — lu)dex.

0

Lema 5.3. A forma sesquilinear a(.,.) é continua e coerciva.

Demonstragao. Para quaisquer (¢, 9, w) € W tem-se

L
la (¢, 0, w), (¢, ¥, w)) | /0 [kl + 1 + lw]? + kolwe — lo|* + b4, *] da

bllvll7: + kllgs + v + L7z + kollws — lol|7
> O (lles + ¥+ lwlze + llws — lol72 + [1vllz2)
= Clle. ¥, w)[hy,

onde C' = min{k, ko, b}. Logo, a forma sesquilinear a é coerciva.

Por outro lado, dados (¢, ¢, w), (u,v,p) € W temos

a((gp,w,w),(u,v,p)) :kA (¢x+¢+lw)(ux+v+lp)da:

L
+ k‘o/ (we — 1) (pr — lu) da:—i—b/ Vv d.
0
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Usando a desigualdade de Holder, segue que

la (¢, 1, w), (u,v,p)) | < klls + ¢ + lw|2|lue + p + 0|22 + bl|toe|| 12 ||pe|| 12
+ kollwe — Il 2 ||pe — 1v]| 2.

Assim, usando a desigualdade (a + b)? < 2P(a? + bP) vemos que

la (¢, ¥,w), (u,v,p)) |* < 16K*|l@s + ¥ + lwl|72]Jus + v + Ip[|72
+ 16k) |we — lo||72|lpe — |72 + 46% ||| 2] va 172
< max{16k>, 16kg, 46> }| (0, v, )|}y (w, v, p) [[3y-

Considerando C? = max{16k? 16k2, 4b*} temos

a (0,9, 0), (w,0,p)) | < Cll(@, 9, W) lwll(w, v, p) -

Portanto, a forma sesquilinear a(.,.) é continua. ]

Consideremos, agora, o funcional antilinear f : YW — C dado por

L L
fw,vp)=—pa [ fido—p [ fpds
0 0

=S (0)u(0) = 72./(0)v(0) — 73/°(0)p(0)-

Desta forma, f esta bem definida, é antilinear e, além disso, usando a desigualdade
de Holder e de Poincaré, juntamente com a imersao de H'(0,L) em L*>(0, L),

resulta que . ‘ A
PO < Clf N <ClIfLes 5=1,2,3,

sendo que a mesma majoracao ¢ valida para u, v e p. Portanto

L L L
£((w,0,0))] <pr / P fuldz + o / P Jolda + o / °|Iplda
0 0 0

+ 3l O)[u(0)] + 2l 20 [[0(0)] + 251/ (0)]p(0)]
<C (Ifzlleelluallze + 2l ez llvallze + 1 2] c2llpell 22)

para todo (u,v,p) € W. Devido & equivaléncia das normas obtemos que existe
uma constante C' tal que

[£((u, v, p))| < Cl(w, v, p)|lw, Y(u,v,p) € W. (5.31)

Portanto, o funcional antilinear acima é continuo. Pelo Teorema de Lax-Milgram,
existe um anico (p, ¥, w) € W tal que

a’((@? w?w)7 (’U/, v7p>) = f(u7 v7p)7v(u7/l}7p) e W'
Tomando v = p = 0 obtemos

a((p,¥,w), (u,0,0)) = f(u,0,0), Vu € H;(0,L), (5.32)
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ou seja, temos
L L
k;/ (pzr + U + lw)uzdr — kol/ (we — lyp)udx
0 0

— / fade — 1 fHO)u(0),  (5.33)

para todo u € H}(0,L). Como C°(0,L) C H}(0, L) resulta que

L L
k/ (pz + 0+ lw)uzde = —/ [p1.? = kol(ws — )] udz, Vu € Cg°(0, L).
0 0

Logo, pela definigdo do espago de Sobolev H(0, L) = W2(0, L) obtemos
o+ +1lwe H(0,L) e (pp+ ¢+ w), = —kol(wy — lp) + p1f>.
Desta forma, vemos que
© € H*(0,L) e (pr + 0+ lw), + kol(w, — lo) = p1f>. (5.34)
Multiplicando a equac¢ao por u € H;(0,L) e integrando de 0 a L resulta

que

L L L
k/ (pz + 0 + lw),udx + kol/ (we — lp)udx = / o1 f*udx
0 0 0

e integrando por partes segue que

k(pe + ¢ + lw)(L)u(L) — k(px + ¢ + lw)(0)u(0)

L L L
= k/ (2 + 9 + lw)uzdr — kol/ (we — lp)dzu + py / f*udz.
0 0 0

Pela equagao (5.33) resulta que

—k(py + 1 + w)(0)u(0) = =y, £1(0)u(0), Yu € HL(0,L).

Pela equagio (5.21) e considerando @ € H} (0, L) tal que u(0) # 0 obtemos
k(ps + ¥ + lw)(0) = 1 @(0). (5.35)

De modo anélogo, tomando u = p = 0 e u = v = 0 obtemos, respectivamente,

Y € H*(0,L) e w € H?(0, L), satisfazendo as equagoes (5.24) e (5.26) com

b, (0) = 72 ¥(0)
ko(wz — 1) (0) = 13 W(0).

Portanto, dado F' € H existe um tnico U € D(A) tal que A(U) = F, ou seja, o
operador A é bijetivo.

Mostraremos agora que seu inverso A~! é limitado. Dado F € H seja
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U € D(A) tal que AU = F. Assim
AT F 3 < ClFlloc & Ul < 1F (1
Multiplicando a equacdo (5.22) por g € H1(0, L), (5.24) por ¢ € H}(0, L), (5.26)

por w € H; (0, L) , integrando de 0 a L e somando vem

L L L
k / 00 + 1 + loda + o / lwy — lplPda + b / ]
0 0 0

L L L
=p1 /0 frpda + p /O fhbdx + py /U prfowda
+71(0)2(0) + 722 (0)T(0) + 73£°(0)w(0).

Devido a desigualdade de Hélder e as imersoes de Sobolev, usadas na
desigualdade anterior, chegamos a

L L L
k/ \%—l—¢+lw\2dﬂc+ko/ ]wx—lgo\de—i-b/ ||
0 0 0

<pllfllzzllell e + pall fHl el ll e + pull £l el 2
+ 751l )l (0)] + 72l £ () (O)] + 751 (0)][w(0))]

<SCl[Fll(lleallze + [[¢2ll 22 + [lwe]lz2)

<C[[F[llUlls-

Resulta, pela equivaléncia das normas, que
L
/ [kl e+ + lwf*da + kolws — lp|* + bl |?] do < C|[Flla]| Ul (5.36)
0
Pela equagao (5.21)) temos

L L = P1 L P1
/ ol ®Pdr < / ol @l < 22 / B2ds + 21| 1|2,
0 0 2 0 2

Assim,
L
| mlofde < clFIB. (5.3
0

Com um argumento andlogo ao anterior, levando em consideracao as equagoes

(5.23) e (.25)) chegamos em

L L
| miveas<cippe [ piweds <crj, (5.38)
0 0
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Juntando as equacoes (5.36]), (5.37)) e (5.38)) concluimos que

L
U1 = | [pl9F + O + p W + Bl ?) da
0

+ k/OL (oo + ¥ + lw]? + kol|w, — lp|?] da
< Il + CIFIB, + CIFIB, + CullFI
< CIFI, + U1
E assim
Ul < Ul = A7 Flls < 1 (539)

Portanto, o operador A~ é limitado e, consequentemente, 0 € p(A).

Proposicao 5.4. Existe Ay > 0 tal que Ao € p(A), isto €, existe Ay positivo tal
que (NI — A) € inversivel com (NI — A)~! € L(H).

Demonstragdo. Como 0 € p(A), usando o Lema temos que (A — A) =
AMNA~Y — 1) é inversivel com inverso limitado desde que

INATY| < =le e (=[ATHTL AT,

=]

Logo, existe 0 < Ay € p(A). O

Lema 5.5. O operador A é densamente definido , isto €, D(A) = H.

Demonstragao. Para mostrar que D(A) = H, seja U € D(A)  de modo que
(V.U =0, ¥V € D(A).
Como existe A\ € p(A), tomando Vo = (Aol — A)~'U temos

Vo, Uy = (Vo, MVo —AVo))w = 0
XolVallz, — (AVo, Vo) = 0

Tomando a parte real da igualdade acima encontramos
Mol[Voll3; + 7l @(0)[* + 72| (0)]* + 73| W(0)* = 0 = Vp = 0.

Portanto U = (\I — A)Vj = 0, ou seja, D(A)* = {0}. Logo, pelo Teorema [L.15]
temos D(A) denso em H. O

Pelo Teorema de Lummer-Philips, Teorema [1.56] o operador A é gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contages {Sa(t) }1=0. Pelo Teorema
[1.58, dado Uy € D(A) o problema de Cauchy ou, equivalentemente, o
sistema (.1)-(5.8) tem uma tnica solugao U(t) = Sa(t)U, satisfazendo

U € C([0,00); [D(A)) N C* ([0, 00); H) -
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5.3 Estabilidade exponencial

Nesta seccao, mostraremos que o semigrupo associado ao sistema de Bresse
(5.1)-(5-8) ¢ exponencialmente estavel. Para isso usaremos o Teorema [1.65

Lema 5.6. O eizo imagindrio iR estd contido no conjunto resolvente p(A).

Demonstragao. Como o operador A ¢ um operador fechado e A~! é um operador
compacto em H, segue do teorema que o espectro de o(A) = C\p(A) é
constituido apenas de autovalores. Suponha, por contradicao, que exista g € R
tal que i € o(A). Dali existe U € D(A) satisfazendo U # 0 e AU = ifU.
Equivalentemente,

iBp—®=0 em H;(0,L), (5.40)
iBp1 ® — k (0r + 1+ lw), — kol(wy —lp) =0 em L*(0, L), (5.41)
iy — ¥ =0 em H;(0,L), (5.42)
iBp2 VU — by + k(0 +10+1lw) =0 em L*(0, L), (5.43)
ifw—W =0 em H}(0,L), (5.44)
iBp1 W — ko (we — 1)y + Kl (0 + 1 +1w) =0 em L*(0, L). (5.45)
Entao, tomando o produto interno em H segue que
(BU — AU,U)y = 0 iBl|U 3 — (AU, Ul = 0.
Assim,
Re (AU, U)y = 0 1 |P(0)]> + [T (0)]* + 45| W (0)]* = 0
Logo
®(0) =0, ¥(0)=0, W(0)=0. (5.46)
Das equacoes (.40), (5.42) e (5.44) obtemos
p(0) =0, ¥(0) =0, w(0)=0. (5.47)

Além disso,

k(pz + ¢ + 1w)(0) = 1 2(0) = ¢,(0) =0
b, (0) = %P (0) = ¢,(0) = (5.48)
kO(W;B - l§0)<0) - 73W(0) = w$<0) =0.

Por outro lado, usando as equagoes (5.41)) ,(5.43)) e (5.45) temos

—B%p10 — k (z + 1+ lw), — kol(w, — lp) =0,
—32p1w — ko (wy — 1)z + Kkl (z + ¢ + lw) = 0.



82 5.3. ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Considere X = (¢, Y, w, ¢z, ¥y, w;). Entao de (5.47), (5.48) e (5.49) obtemos
o seguinte problema de valor inicial

iX = BX,
dx (5.50)
X(0)=0,
onde

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

B = % 1 0 _01152 0 _(kol-:k)l
—p2B*+k ki k
’ li)l *plﬁg+kl2 (ko-?-k)l 0 0
0 o ™ o 0 0

Pelo Teorema de Picard para existéncia e unicidade de solucao de EDO, o
sistema tem uma tnica solucao X = 0. Portanto, concluimos que
=0, ¥ =0, w=0. Segue de (5.40), (5.42) e (5.44) que ® =0, ¥ =0, W =0,
isto ¢, U = 0, o que é um absurdo. O

Mostraremos agora que |5l|im (i8I — A)" |3 < oco. Consideremos a equagao
— 00

resolvente (i3 I — A)U = F, equivalentemente,

i —®=f' em H;(0,L), (5.51)

iBp1® — k(0o + 1+ ), — kol(wy — lp) = p1f*> em L*(0,L),  (5.52)
iy — V= f* em H;(0,L), (5.53)

iBpa W — bty + k(00 + ¢ +lw) = pof* em L*(0,L),  (5.54)
ifw—W = f° em H;(0,L), (5.55)

iBor W — ko (wo = lp)a + Kl (0 + ¢ + 1w) = pr f em L*(0,L),  (5.56)

onde F' = (f1, f2, f3, f4 f5, f%) 7 € H. Tomando o produto interno em H de AU
com U e usando ({5.20)) encontramos

[Re{AU, U)p| < (U]l F [

Dai
[@(0)7 + [w(0)* + [W () < CIUl3l| Flla, (5.57)

e usando as equagdes (5.51)) , (5.53)) e (5.55) temos, resulta que

<
ER

ol

[P(O) + [H(O) + [w(O)F < e

WUl Flle + s 1115 (5.58)

Além disso, como

[02(0) + ¥(0) + lw(0)* + |22 (0)[* + [ws (0) = Lp(0)[* < ClIUll| Fll2  (5.59)
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usando as desigualdades triangular e de Young obtemos

C C
|22 (0)* + [£2(0)|* + [, (0)* < C[U |3l F Il + WHU”H”FHH + WHFH%-
(5.60)
Consideremos, agora, as seguintes notacoes
To(s) = pr|@(s)]* + klpa(s)[,
Ty(s) = pa| ()] + Dleu(s) P,

|
T(s) = pr[W(s)[* + rolws (s)I%,
Ep(L) = /0 Zy(s)ds, E,(L) = /0 Z,(s) ds, E,(L)= /0 Z.(s) ds.

Lema 5.7. Seja g € H'(0,0). Temos que

L L
E4(L) =aT,|" — kolPqlo | + 2k Re / QT + kol? / ¢ (@)lplPds (5.61)

L
+2(k + k‘o)lRe/ qwy Prdx + Ry
0

L
L L —_
Ep(L) = qLy|, — kaly?|, — QkRe/O q P, dx (5.62)

L L
—1—14:/ q ()| Pdx — leRe/ quib, dr + Ry.
0 0

e

L

L
EAL) = qL.|, — ki%q|w[?|; — 2kl Re /0 W, dz — 2(k + ko)l Re /0 (a0, da

L
+/<;z2/ ¢(5)|w|2dz + Ry, (5.63)
0

onde R; satisfaz
|Bi| < CIUI[F]l, i=1, 2,3,

para uma constante positiva C'.

Demonstragao. Multiplicando a equagao (5.52) por ¢p, e integrando de 0 a L
encontramos

L L
i, / e / (60 + 6 + L), q7ada
0 0

L L
— kol/ (we — lp)qpzdr = ,01/ f? qPadx
0 0
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ou, equivalentemente,
L L L L
—p1 / Dq(ifpy)dr — k/ 4 Puz Pl — k/ q e Padr + kol2/ 9% P
0 0 0 0

L L
—(k?‘f‘/fo)l/ qwx@dxzpl/ f? qpada.
0 0

Tomando a parte real e usando a equacao (5.51)) encontramos

L L L
p1 d 9 k‘/ d 9 /2_
A —|®dx — ~ — dr = p; R d
zoqullfc Qqux\%lfv pleofq%:c

L L L
+p1 Re / ®qflde + k Re / QP dx + (k + ko)l Re/ q Wy Prdx
0 0 0

kol [* d||2
2 quxgo.

Como & |u* = 2Re (u, ), usando integragdo por partes obtemos
L L
| aGnlee)? + Heao)P] ds = aLL|; ~ klalelly + 2 Re [ qup,ds
0 . . 0
+k0l2/0 q (s)|¢? + 2(k + ko)l Re/o qw, Prdx

L L
+2p1 Re / dqfldr + 2p, Re / f? qPade .
0 0

(.

v~

=Ri

Assim, temos a igualdade (5.61)) com

L L
Ri| < / gl 2 0aldz + pr / gl[®|1 £ |dz < ClU ol Fl

Similarmente, multiplicando a equagio (5.54) por ¢i,, integrando em (0, L) e
tomando a parte real resulta que

L L L
P2 d oo b/ d 2 / 4 =
- = —|¥|%dr — < — dr = d
9 0 qu| | T 9 0 q dm|1/}a:| T P2 Re o f q77Z)$ x

L L L
+ p2 Re / \I/qf_gdx — k Re / Q.0 dx — k;lRe/ qw,dr
0 0 0

I e
—5/0 q%hﬂ-
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Usando integracao por partes e a equagao ((5.53)) vem que

L L
/O (P2l U(s)P + blea(s)]?] ds = qZy|) — kalv |y — 2k Re/o @paths da

L L
—i—k/ ¢ (s)|)*dx — 2kl Re/ quib, da
0 0

L L
+2ps Re / \Iqu_g’d:v + 2p2 Re / frqi,de.
0 0

>

=Ry

Desta forma, segue a igualdade (5.62) com

L L
UMSW/MWWMM+MVWMﬂWWSQWMWM
0 0

Por fim, multiplicando a equacao (5.56|) por gw;, integrando em (0, L) e tomando
a parte real resulta que

L L
[ @RIWEP + ko)) ds = Ll + Keqlof ]y + 2K Re [ qus da
0 0
L L
—le/ q'(s)]w[Qda:—l-Q(k—i-kg)lRe/ qp., dz
0 0

L L
+2p1 Re/ qu_gZ’dx + 2p1 Re/ qfSwydx
0 0

-

=Rj3
Desta forma encontramos a equagao (5.63)) com

L L
IRy < 201 / AW f5lde + 21 / alf¥|wsldz < ClT el .
0

0

Lema 5.8. O operador A satisfaz limsup || (i8] — A)~!|| g < 0.

|B]—00

Demonstragio. Dados F = (fY 2 5,4, f%) € He B € R, seja U =
(p, .90, ¥, w, W) € D(A) tal que (ifI — A)U = F, ou seja , U € D(A) satisfaz
o sistema de equagdes (5.51)) - (5.56). Consideramos no Lema [5.7]

q(r) =z — L,
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e somamos as equacoes (.61, (5.62) e (5.63), de modo que

ES(L) + Ep(L) + Eu(L) = LT, (0) + LLy(0) + L0y — Lkol*|p(0)|* — Lk|(0)[?
L L

— Lko|w(0)* + 2k Re/ (Ve Py — 0uthy)dw — 2kl Re/ qLdr
L ’ L O_

+ 2(k + ko)l Re/ G(wePr — Py )dx — 2kl Re/ quipydx

L ’ L L ’
+ k0l2/ l|2dx + k:/ | 2dx + k:l2/ lwl*dz + R,
0 0 0

onde |R| = |Ry + Ry + Rs| < C||U||n || F||%-

Como Re(uv — vu) = 0 segue que
L
E(L)+ Ex(L) + Eu(L) = L (T,(0) + T,(0) + L)) — 2k Re / qide
0
L
— L (kol?[0(0)]* + k|1 (0)|* + kolw(0)]?) — 2kl Re/ quibdx
0
L L L
+ kOF/ l|2dx + k/ [v|*dz + kﬁ/ |w|*dz + R.
0 0 0
Agora note que

L L
—2klRe / quioydx — 2kl Re / quiydr = —2kl Re <q¢w|g
0 0
L L o
—/ [@/)w—l—ql/)ww]dx) — 2kl Re/ quip,dx
0 . 0
= — 2kILY(0)w(0) + 2kl Re/ Ywd.
0

Assim
Eo(L) + Ep(L) 4+ Eu(L) = L (Z,(0) + Zy(0) + Zoyo)) — 2klp(0)w(0)

L
— L (kol*|0(0)* + K[¢(0)]* + ko|w(0)[?) + 2kl Re/ Ywdz
0
L L L
+ kOF/ lo2d + k/ || *dx + le/ |lw|*dz + R.
0 0 0
Pela desigualdade de Young resulta que existe uma constante C' > 0 tal que
L
E(L) + Ep(L) + Eu(L) < L (T,(0) + Ty(0) + L)) + kol / p[2dz
0
L
+ L (Kol*|p(0)[* + k[ (0)[* + Kolw(0)[*) + k(1 +1) / ¥ dz
0

L
e / (wdz + CU | Fle
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Usando as desigualdades (5.58)) e (5.60) encontramos

5¢(L)+5¢( )+ E(L <k012/ o] dm+k1+l/ o] dm+k12/ o |2dz

HUHHHFHH + 2 ||F||7-L + CIU el F -

R

Por outro lado, observe que

612

o= 20 e [Mopar < S0+ 7R
b= ‘“ﬁfz:»km/ |w12dw<%<uvu;+wu;>,
o= b o [ par < S0+ 1FIR)
Dai concluimos que
VI < CEAD) + £0) +£.(0)
< 51U+ 5P+ Ul Pl -+ ClU el

Aplicando a desigualdade de Young chegamos a

Co
<1 ‘6'2) HUHH < CIHFHHa para 3 > /Cy,

para constantes Cy e C positivas.
Pela continuidade da fungao 3 — (i3I — A)~! segue que

limsup ||(i8] — A) ™| zon < 0.

|B]—00

]

Pelo Teorema ([1.65]), o semigrupo {S4(%)}+>0 associado ao sistema (5.1))-(5.8)
é exponencialmente estavel, ou seja, existem constante M > 1 e § > 0 tais que a
solugdo U(t) = S(t)Up do sistema de Bresse satisfaz

1T @)l < 1S@) o 1Tl < Me™".



Consideracoes Finais

Neste trabalho, usamos a teoria de semigrupos lineares para provar a
existéncia e unicidade de solugao para um sistema Bresse com dissipacao por
atrito, o qual representa um modelo para vigas circulares que na posicao
de equilibrio apresenta comprimento L. Usamos propriedades do gerador
infinitesimal do semigrupo associado ao sistema para mostrar que ele é

. . . P1 P2 ~ .
exponencialmente estavel se, e s se, T = e k = kg. Quando nao ha

estabilidade exponencial mostramos a estabilidade polinomial para condicoes
de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann. Além disso, mostramos
a existéncia e unicidade de solucao para um sistema Bresse completamente
dissipativo, com dissipacao atuando sobre as condi¢oes de fronteira. Novamente,
usando as propriedades do gerador infinitesimal do semigrupo associado ao
sistema mostrarmos que ele é exponencialmente estavel.
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