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“Toda a ciéncia precisa de matemdtica.

O conhecimento das coisas matemdticas € quase inato em nos...

€ a ciéncia mais simples, um facto evidente porque nenhum cérebro a rejeita;
porque nao iniciados e iletrados completos sabem calcular e contar.”

Roger Bacon.
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Resumo

PEREIRA, Alana Nunes. Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2013. De-
terminacao de Folheacoes Projetivas pelo seu Conjunto Singular. Orientador:
Mauricio Barros Corréa Junior.

Neste trabalho, estudamos o Teorema de Gémez-Mont e Kempf sobre a determinacao de
folheacoes unidimensionais, de grau d > 1, sobre espacos projetivos complexos P, pelo
seu conjunto singular. Mais precisamente, seja s uma se¢ao global do fibrado TP"® O(k),
k > 0, tal que o conjunto singular, Sing(s) = (s = 0), seja isolado. Seja s’ outra segao
global de TP" ® O(k) com Sing(s') D Sing(s). Entao, existe A € C* tal que s’ = As. Isto
implica que as folheacoes induzidas por s e s’ sdo iguais.

viii



Abstract

PEREIRA, Alana Nunes. Universidade Federal de Vigosa, February 2013. De-
terminacao de Folheacoes Projetivas pelo seu Conjunto Singular. Adiviser:
Mauricio Barros Corréa Junior.

In this work, we study the Gdémez-Mont-Kempt’s Theorem of determination of one-
dimensional foliations, of degree d > 1, on complex projective spaces P", by its singular
set. More precisely, let s be a global section of the bundle TP™ @ O(k), k > 0, such
that the singular set Sing(s) = (s = 0) is isolated. Let s’ be another global section of
TP" @ O(k) with Sing(s") D Sing(s). Then, there exist A € C* such that s" = As. This
implies that the foliations induced by s and s’ are the same.
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Introducao

O estudo geométrico das Folheagdes teve sua origem nos trabalhos de Ehresmann, [6]
e [7], e Reeb, [19] e [20]. Por ser uma area de grande aplicagao e por utilizar técnicas de
diversas areas da Matematica como Topologia, Geometria, Algebra Homol6gica, Analise e
Sistemas Dinamicos para demonstrar seus resultados, a Teoria Geométrica de Folheacoes
auxilia no aumento da compreensao de diversos problemas em Matematica.

O estudo de Folheacoes Holomorfas é mais recente e grande parte da pesquisa neste
campo tangem aos aspectos locais da teoria como, por exemplo, estudo do conjunto dos
pontos singulares destas folheacoes. Tal estudo é trabalhoso, porém é de extrema utilidade
e relevancia.

Neste trabalho, voltaremos nossos olhares, de certa forma, para o conjunto singular de
folheagOes unidimensionais sobre espagos projetivos complexos de dimensao n, denotados
aqui por P". Este espago pode ser visto, intuitivamente, como o conjunto de retas que
passam pela origem de C"*1. Este estudo tem origem no estudo de espacos de folheacoes
e possui importancia no campo da geometria complexa. Como objetivo principal iremos
chamar atengao para o problema de determinacao de folheacoes holomorfas unidimensio-
nais em espacgos projetivos complexos pelo seu conjunto singular.

Folheagoes unidimensionais, J, sobre variedades complexas sao induzidas por campos
n

j=1Yj 3_%
podem ser vistos como segoes globais de fibrados holomorfos. Por outro lado, ao campo v,
podemos associar uma equacao diferencial ordinédria cujas solucoes definem as trajetérias
de v. Neste sentido, as folhas de uma folheacao holomorfa unidimensional sao induzidas
por estas trajetérias. Quanto ao conjunto singular de F, temos que este é dado pelo
conjunto dos pontos em P tais que o campo v, que induz F, se anula. Isto é

polinomiais de vetores, v = > , definidos sobre esta mesma variedade e que

Sing(F) = {p € P" tais que v(p) = 0}.

O que demonstraremos nesta dissertacao é que nao existem folheagoes holomorfas uni-
dimensionais distintas, de grau d > 1, sobre P"”, com mesmo conjunto singular. Em
outras palavras, uma folheacao unidimensional, projetiva, de grau d > 1, é unicamente
determinada por seu conjunto singular.

Para desenvolver nosso trabalho, nos apoiamos nos trabalhos de Gomez-Mont e Kempf,
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0s quais levantaram a questdo de nosso interesse. Em [12], estes autores estudaram as
propriedades de estabilidade no sentido de Munford da agao do grupo de automorfismos
PGL(n) sobre o espago de folheagdes holomorfas nao-degeneradas, de grau fixado d em
P". Eles provaram que se d > 0, entao a folheacao é determinada pelo seu conjunto sin-
gular. Isto é, fixado d > 0, nao existem duas folheagoes projetivas distintas com o mesmo
conjunto singular. Para folheagoes por curvas sobre variedades compactas e Kdahler de
dimensao n > 2, o problema de determinacao de folheagoes pelo conjunto singular pro-
posto por Gémez-Mont e Kempf foi resolvido por Campillo e Olivares em [4] e [5], porém
sem a hipdtese do conjunto singular ser nao-degenerado. Nesta dissertagao vamos estudar
e demonstrar o seguinte teorema de Gomez- Mont e Kempf:

Teorema: Seja F; uma folheagao unidimensional sobre P", de grau d > 1, induzida
pors € H(P", TP"®O(k)), comk > 0. Se s’ € H'(P", TP"®@O(k)) € tal que Sing(s') D
Sing(s), entao existe A € C* tal que

s’ = \s.

Isto é, Fs = Fq.

A fim de estudar e demonstrar o resultado desejado, esta dissertacao conta com trés
capitulos. No Capitulo 1, daremos as defini¢oes e resultados preliminares necessarios
ao desenvolvimento da dissertacao. Os conceitos nele presentes, nos darao os ambientes
sobre os quais trabalharemos tais como fibrados holomorfos, feixes localmente livres, entre
outros conceitos, nos permitindo um melhor entendimento das discussoes futuras.

No capitulo 2, nosso foco sao as folheacoes holomorfas. Nele, iremos defini-las e
apresentar resultados concernentes a esta teoria que darao base para prosseguirmos com
nosso objetivo. Um dos resultados relevantes que veremos neste capitulo ¢ a proposicao
que diz que uma folheacao holomorfa unidimensional sobre uma variedade complexa M
¢ induzida por um campo polinomial de vetores.

Em seguida, no Capitulo 3, enunciaremos e provaremos o teorema de Gémez-Mont e
Kempf de determinacao de folheacoes projetivas unidimensionais por seu conjunto sin-
gular. Usaremos conceitos de fibrados holomorfos e feixes localmente livres bem como
anulamentos de certos grupos de cohomologia de Cech para mostrarmos o desejado.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo, trataremos dos conceitos preliminares necessarios para desenvolvi-
mento desta dissertacao. Comegamos abordando conceitos basicos da analise complexa
em varias variaveis.

Prosseguindo, abordaremos a teoria de Variedades Complexas que nos seré de grande
importancia tendo em vista que estas formam nosso ambiente de trabalho. Faremos um
estudo dos Fibrados Vetoriais, sua caracterizacao e construcao, bem como a obtencao de
novos fibrados como fibrado dual, soma direta de fibrados, produto tensorial, produto
exterior, pullback e subfibrados. Os conceitos concernentes aos fibrados vetoriais serao
amplamente utilizados nos capitulos 2 e 3.

Exploraremos um pouco a Teoria de Feixes, enfatizando a correspondéncia entre Feizes
Localmente Livres e Fibrados Vetoriais Holomorfos. Adentraremos também em alguns
conceitos referentes a Esquemas. Passaremos ao estudo de alguns conceitos da teoria de
Cohomologia de Cech, onde mostraremos a construcio dos seus grupos e suas sequéncias
exatas longas.

Finalizamos o capitulo apresentando o Complero Koszul de uma sequéncia regular de
funcoes holomorfas.
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1.1 Funcoes Holomorfas de Varias Variaveis

1.1.1 Funcoes Holomorfas

Nesta secao introduziremos a nogao de fungao holomorfa em varias variaveis complexas
e estudaremos as suas propriedades basicas. A finalidade maior desta secao é dar ao leitor
deste trabalho o suporte necessario ao entendimento das func¢oes holomorfas bem como
suas propriedades e resultados, tendo em vista que as mesmas serao citadas no decorrer
deste texto.

Definicao 1.1 Sejam U C C"™ um subconjunto aberto e f : U — C™ uma aplicagao.
Dizemos que f € diferencidvel no ponto p € U, no sentido complexo, se existe uma
aplicacao C-linear L : C" — C™ tal que

f(z) = fp) + L(z — p) + p(2)

onde lim,_,, < p(z) ) = (.

[lz—pl|

Analogamente ao caso real em vérias variaveis, a aplicacao linear L é tinica e é deno-
minada diferencial de f em p. Desta forma, denotamos L = df (p).

Com base na definicao acima, podemos passar a uma definicao mais ampla acerca das
aplicagoes diferenciaveis sob o ponto de vista complexo. Tal definicao concerne ao estudo
de fungoes holomorfas e segue na definicao abaixo:

Definigao 1.2 Seja U C C" um subconjunto aberto. Dizemos que uma aplica¢dao

f:U — C™ € holomorfa no ponto p € U se esta € diferencidvel em todo ponto de
uma vizinhanga de p. Diremos que f é holomorfa em U se esta for holomorfa para todo
ponto de U.

Definicao 1.3 Definimos o polidisco de centro p € C* e multi-raio r € R™ como sendo
o conjunto: A(p;r) = A(p;ry,...,1m) ={2€ C": |z; — pi| <ri, 1 <i<n}.

Defini¢ao 1.4 Uma série de poténcias em p = (p1,...,p,) € C* com coeficientes em
C é uma soma da forma:

[e.o]

Z )\k’l (Zl - pl)k1 cee )\k:n (Zn - pn)kna

k1=0,...,kn=0

onde \; € C, para todo v € Z.
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Dizemos que a série de poténcias é convergente se existe um polidisco A(p;r) C C"
tal que a série converge em cada ponto de A(p;r).

E interessante ressaltar que uma funcao holomorfa definida num subconjunto U — V/,
onde V' C U sao polidiscos, pode ser estendida a U. Este fato nos é garantido pelo teorema
que se segue.

Teorema 1.5 (Teorema de Eztensao de Hartogs). Sejam U = A(p; r) e U' = A(p; 1)
polidiscos com r' < r. Uma funcao holomorfa definida em U — U’ se estende para uma
funcao holomorfa em U.

Demonstracao: Ver [11], pagina 7. O

Definigao 1.6 Sejam p € U C C" e f : U — C™ uma aplicagao. Dizemos que f €

analitica em p = (py,...,pn) se existe uma série de poténcias
o0
k k
E M (21 = p1)™ o Ak, (20— P0)™,
k=0,....kn=0

onde N, € C, para todo i € 7, que converge em um polidisco A(p;r) C C" e tal que

oo

f = Z >\k1 (21 - pl)kl s )\kn (Zn - pn>kn

k1=0,...,kn=0

em A(p;r). Dizemos que f: U — C™ ¢é analitica se esta € analitica em todo ponto de
U.

A série de poténcias assim definida é unica e é denominada série de Taylor de f em p.
Lema 1.7 Se f € analitica em p € C", entao f é analitica em uma vizinhanca de p.

Demonstracao: Consideremos p = (p1,...,pn) € U C C" e a aplicagao f : U — C™.
Suponhamos que

o0

F) = > (= p)" A (2 — o),

k1 =0,....kn=0
onde i € {1,...,n}, em um polidisco A(p;r) C C".

Seja g = (q1,-..,q) € A(p;r). Provemos que f é analitica em ¢, para tanto considere
s; > 0 tal que
sit g —pil <mi, (1<i<n).
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Entao
(pl + S1 + ‘QI _p1|7 R + Sn + ‘qn _pn|> € A(pa T)'

Logo, a série converge absolutamente neste ponto. Isto é,

S el - (514l = pa)™ - - (50 4 g = pal)

¢é convergente. Desenvolvendo os binomios acima, segue que

> 5 T (" )-n

ki=0 0<a;<k;

ki_aisai
7

onde i € {1,...,n}, é convergente.
Considere z € A(g; s), entdo a série

> 3 II(5)u-n

ki=0 0<c;<k;

Rz — i)™,

onde i € {1,...,n}, converge absolutamente.

Observe que se realizarmos a soma primeiro em «; para i € {1,...,n} e depois em k;
parai € {1,...,n}, obtemos f(z). Invertendo esta ordem de soma obtemos uma série de
poténcias em ¢. Segue, entao, que f é analitica em ¢ e temos o resultado. O

Uma observagao importante a se fazer, é que se f é analitica em p, entao f é dife-
renciavel em p. Para formalizar esta observacao, temos o seguinte corolario:

Proposicao 1.8 Se f € uma aplicacdo analitica em p € C", entao f € holomorfa em p.
Se U C C™ € aberto e f: U — C™ € analitica, entao f é holomorfa.

Seria interessante verificarmos se é valida a reciproca para a proposicao acima. Isto é,
desejamos verificar se uma aplicagao holomorfa é analitica.

Teorema 1.9 Seja U C C" um aberto e seja f : U — C™ wma aplicagao continua.
Suponhamos que f seja holomorfa em U. Entao, f é analitica em U.

Demonstracao: Ver [22], pdginas 10-11. 0

Comentario 1.10 A composicao de aplicacoes analiticas € analitica. Em wverdade, a
soma, o produto e o quociente de fungoes analiticas, onde definidas, sao também funcoes
analiticas.

Definicao 1.11 Seja V' um conjunto aberto de C" e seja X um subconjunto de V. Di-
zemos que X € um conjunto analitico em V para todo ponto p € V se para toda
vizinhanca U de p, existirem funcoes analiticas fi, ..., f. definidas em U, tais que

XNU=A{peU tais que fi(p)=...= fu.(p) =0}.
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1.1.2 Germes de Funcoes Holomorfas

Sejam M e N espacos topologicos e um ponto p € M. Consideremos F' a familia de
todas as aplicacoes definidas em alguma vizinhanca de p e com valores em N. Isto é,
consideremos F' como sendo a familia das aplicagoes do tipo fy, : U, — N, com U, uma
vizinhanca de p. Em F' definamos a seguinte relacao de equivaléncia:

fu, € equivalente a fy, se estas coincidem em alguma vizinhanca de p.

Definicao 1.12 As classes de equivaléncia definidas como acima, sao denominadas ger-
mes de aplicagcao em p. A classe de equivaléncia que contém uma certa aplicagao f,
¢ chamada de germe em p da aplicagcao f.

Duas aplicacoes terao o mesmo germe se, e somente se, elas coincidem em alguma
vizinhanca de p. Em particular, dizemos que elas terao o mesmo valor em p.

Definigao 1.13 O walor comum (em p) de todas as aplicag¢des que pertencem a um mesmo
germe € chamado valor do germe.

Retornaremos ao conceito de germes de fungoes holomorfas na secao 1.2 apds definir-
mos uma Variedade Complexa.

1.1.3 Funcgoes Meromorfas

Informalmente, uma funcao meromorfa em varias variaveis complexas ¢é, localmente,
o quociente de duas fungoes holomorfas.

Definicao 1.14 Dizemos que uma func¢ao f é meromorfa num aberto U C C" se, para
cada p € U, tivermos uma vizinhanca aberta e conexa V, de p e um par de funcoes
holomorfas, f,, g,, com g, # 0, definidas em V), tais que

_
9p

f

em V), qualquer que seja o ponto p de U.

Além disso, devemos ter

&:&em‘/pﬂ%.
9o Yq

Observagao 1.15 Se na vizinhan¢a de um ponto p € U existem funcoes analiticas ¢ e
Y tais que pg, = Y f, temos:
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1. Se ¢(p) # 0, entdo f = Jg% ¢ analitica em p;
2. Se (p) #0 e p(p) =0, entdo p € um zero de f;
3. Sep(p) =0 e p(p) # 0, entdo dizemos que p € um pdlo de f.

Se p nao for um ponto de analiticidade ou um polo de f, entdo dizemos que p € um
ponto de indeterminacao de f.

Teorema 1.16 (Teorema de Extensdao de Levi). Seja U C C" um aberto e f uma fun¢ao
meromorfa definida em V C U, tal que V possua codimensao > 2. FEntao, [ pode ser
estendida a uma fungao meromorfa em todo U .

Demonstragao: Ver [11], pagina 396. 0

1.2 Variedades Complexas

Iniciaremos esta secao apresentando o conceito de Variedades Complexas. Apds as
definicoes iniciais, passaremos ao estudo do Espaco Tangente de uma variedade complexa
em um ponto p desta variedade.

Definicao 1.17 Uma Variedade Complexa em C", dimensao n, é um espago to-
pologico M, Hausdorff, com base enumerdvel e munido de uma estrutura analitica de-
finida da seguinte forma: existem uma cobertura de M, {U,} e, com A um conjunto de
indices e U, um subconjunto aberto de M, e homeomorfismos

oy Uy, =V, CC",

onde V., é um aberto, tais que dados dois abertos Uy, Uz € {Uy}en, com Uy, NUs # 0,
teremos que

050 05" pa(Us NUs) — 0a(Us N Up),

sao aplicacoes holomorfas.
Para simplificarmos nossa notagao, faremos U, N U = Uyg.

Definicao 1.18 Uma carta local de dimensao n é um homeomorfismo
p:UCM-—>VcCC

onde U eV sao abertos de M e C™, respectivamente.
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Definigao 1.19 Um Atlas A de M é um conjunto de cartas {(~, Uy) }en-

Dizemos que dois atlas, 2 e B, sao equivalentes se 2 U ‘B formar um atlas.

Dada uma variedade complexa M, podemos encontrar subconjuntos nesta variedade
que possuam estrutura de subvariedade complexa. A definicdo a seguir nos informa
quando um subconjunto de M possui tal estrutura.

Definicao 1.20 Seja M uma variedade complexa de dimensao m. Um subconjunto co-
nexo, N C M, é uma subvariedade de dimensao n de M desde que, para cada v € N,

exista uma carta {Uy, 0o} € A, com A o atlas de M, tal que p, seja um homeomorfismo
entre U, NN e um aberto de C™ x {0} C C* x C"™ " = C™.

Veremos agora a possibilidade de definirmos aplicagoes holomorfas entre Variedades
Complexas.

Definicao 1.21 Dadas duas variedades complexas M e N, uma aplicacao f: M — N é
dita holomorfa se a composta ygo f oy, for holomorfa, onde ¢, € g sao as cartas locais
em M e N, respectivamente.

Antes de passarmos aos proximos resultados, vejamos exemplos de variedades complexas.

Exemplo 1.22 O primeiro exemplo de variedade complexa que podemos citar € o espaco
topoldgico n — dimensional C*. Um atlas a ser considerado é {C", Id}.

Exemplo 1.23 Outro exemplo importante a ser considerado neste trabalho € a varie-
dade projetiva complera n-dimensional denotada por P*. FEsta variedade é definida pelo
quociente de C"™1\ {0} pela sequinte relagdo de equivaléncia:

Sejam z, w € C"*1\ {0}; entdo z ~w se, e somente se, existe A € C* tal que z = \w.

Definimos uma topologia para P" através da aplica¢do quociente

71 C {0} — P

definida por m(z) = [z]. Para cada (2] = [z1 ¢ ... ¢ zp41] € P?, dizemos que z1,..., 2,
sao suas coordenadas homogéneas. Munimos P" da topologia quociente pela aplicacao
7 de forma que U, C P" ¢ aberto se, e somente se, 7~ *(U,) € aberto em C"™'. Um
atlas adotado para P € {U,, o} yen, com U, = {[z] € P"* : z, # 0} e cada aplicagdo
oy Uy — C" € definida de maneira que
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21 Z Zn+1
oz = (2 2, 2.

Ry Ry Ry

Nas interse¢oes U, NUg # 0, as aplicagoes de transicao ficam definidas por

-1 __ . . - 21 1 Za—1 Za+l Zn+1
a0y =@ap([20: 1 2npa]) = —o0i—, .1, : e :

De forma intuitiva podemos olhar P" como um conjunto de retas que passam pela
origem de C"*1,

O proéximo conceito abordado nos dara suporte para a definicao posterior.

Definicao 1.24 Seja R um anel. R ¢ dito um anel local se possui um unico ideal
mazimal.

Definicao 1.25 Seja M uma variedade complexa e seja p € M. O conjunto dos germes
em p de fungoes analiticas definidas numa vizinhanga deste ponto € denotado por Oy, e
denominado anel local de M em p.

Neste caso, o unico ideal maximal de Oy, é gerado por todos os germes de funcoes
analiticas que se anulam em p.

Teorema 1.26 Oy, ¢ uma C-dlgebra comutativa, com unidade, sem divisores de zero e
com um unico ideal mazimal.

Demonstragao: Ver [22], pagina 22. 0

Passaremos agora as definicoes concernentes ao Espaco Tangente a uma Variedade
Complexa, uma vez que tal conceito é de grande relevancia no estudo de variedades e
além disso seréa mencionado neste trabalho.

Uma variedade complexa M de dimensao n pode ser vista como uma variedade real
de dimensao 2n e de classe C*°.

Portanto, dado um ponto p € M, tomemos {U,, ¢,},ea uma carta em torno de p,
onde tal carta pertence ao atlas analitico de M e obteremos as seguintes coordenadas

o,(p) = ((21(p),11(P)); - - - s (2n(P), Yn(p)))
= (z1(p) + iy1(p), ..., 2u(p) + iyn(p))
= (21(p);-- -, 2alp )) pE U,.



11 1.2. Variedades Complexas

Consideremos o espago vetorial das fungoes de classe C* sobre M, digamos C*(M, R).
Dizemos que v : C*°(M,R) — R é uma derivagao se satisfaz as seguintes propriedades:

1. v é R-linear.

2. v(f9)(p) = g(p)o(f) + f(p)v(9)

Observe que se f € C*(M,R), entao

O(f ot
O gy = 225 ) (o)
) of A(fow,)
5, 1) = = o, 0))
comi € {l,...,n}.
Definamos as aplicagoes
(3—;@), 3—;(@) : C*(M,R) — R
e i ®am)

como vetores tangentes a M em p. Agora, consideremos o conjunto

1= () ) oo (00 ) )

Logo, podemos definir:

Definicao 1.27 O espaco real tangente a M em um ponto p, denotado por T,M,
¢ o espago vetorial das fungoes v como definidas aqui. E mais, B8 € uma base para T,M.

Consideremos o espaco complexificado de T},M, definido por

T,M ®C = (T,M)*.

Por meio da carta ¢, escolheremos para (T, M) a base

((8%@), a%—1<p>) (a%(p)’ 5%@))) ,

il
8xj 8yjp ’

onde

0 1/90 .0 0 1
8_zj() §<a—x]—la—yj(p)> € 8_27()75

para j € {1,...,n}.
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1.3 Fibrados Vetorias

Nesta secao trataremos dos Fibrados Vetorias sobre uma dada variedade complexa
M, conceito este que, frequentemente, sera usado neste trabalho. Além das definigoes e
resultados preliminares concernentes a este assunto consideraremos, em particular, alguns
fibrados vetorias sobre P".

Definicao 1.28 Seja M um espaco topologico. Um fibrado vetorial de posto k sobre
M € um espaco topologico E junto com uma projecao continua 7 : EE — M satisfazendo:

1. 7 Yz) := E, possui estrutura de espago vetorial k-dimensional sobre C, para todo

rze M.

2. Erxistem uma cobertura por abertos de M a qual denotaremos por {U,},en € home-
omorfismos ., : 7Y (U,) — U, x C*, tais que para todo v € A e todo x € U, as
aplicacoes:

¢, By = {z} x CF=C*

sao isomorfismos entre espagos vetorias.

Equivalentemente a condigao 2 da Definicao 1.28, podemos dizer que para cada v € A
existem difeomorfismos ¢, tais que o diagrama

= Y(U,) —=U, x C*
\ lpl
Uy

seja comutativo.
Observacao 1.29 p; € a projecao candnica na primeira coordenada.

Definig¢ao 1.30 Para cada x € M, denominamos 7~ (x) = E, como a fibra do fibrado
E sobre z.

Deste momento em diante designaremos pela terna n = (E,w, M) o fibrado vetorial
com espaco total F, projecao m e base M. As aplicacoes ¢, serao denominadas trivia-
lizacoes locais do fibrado F.

Definigao 1.31 Sejam n = (E,m, M) um fibrado vetorial de posto k, {U,},en uma co-
bertura trivializadora e {py}en trivializacoes locais de E. Sejam U, e Ug abertos nesta
cobertura tais que Uyp := Uy, NUg # 0. Para cada x© € Uy, definamos

Loz, P - Ear — (Ck
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isomorfismos lineares, logo
Paz © (pgj € Gl (C).

Munidos destas informacaoes, podemos definir aplicacoes

Pas - Uaﬁ — le((C)
x = Paz © @E; = Papz '

Estas aplicacoes sao denominadas fungoes de transi¢ao do fibrado E.

Proposicao 1.32 As fungoes de transicao pop definidas acima satisfazem as sequintes
condicoes:

Yo = Ppa em Ung # 0

()OOKB o gpf)"y o ()O'YCV == Id em Uaﬁ,\{ # @

Tais condigoes sao denominadas condi¢coes de cociclo.

Demonstracao: De fato, como temos p,5(2) = @az © gogi, entao

(30045(1’))71 = (Qpax © @Ba})il
= QB © Py = Ppal(T)
_— 90/304

Por outro lado, temos que

(Pap © Py © Pra) () = Yap(T) 0 Psy(T) © PralT)
Paz © Pgg © PBr © Py © Prz © Py (1.1)

De (1.1), vemos que (©as © ©py © ©ra)(z) = Id, em Upygp,. O

O resultado a seguir nos garante que ¢é possivel construirmos um fibrado vetorial par-
tindo da existéncia de uma familia de fungoes que satisfazem as condigoes de cociclo.
Entao, um fibrado vetorial é determinado, a menos de isomorfismo, por suas funcoes de
transicao.

Proposicao 1.33 Seja M uma variedade complexa e {U,} en uma cobertura por aber-
tos de M. Consideremos a cole¢io de aplicacoes @ap @ Uyg — Gl.(C) satisfazendo as
condigoes de cociclo. Consideremos, também, o espacgo topologico

F = ]_[(UAY x C")

YEA
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com a relagao de equivaléncia:

(z,u) ~ (y,v) ST =y € Pap()v = .

Entao F/ ~ é um fibrado vetorial de posto k sobre M, tinico a menos de isomorfismos
e com fungoes de transi¢cao pag.

Demonstracgao: Definamos a projecao continua:

p: E=F/~—=>M
[(z,v)] — x

Note que, p~Hz} = [(z,v)] ~ CF, logo cada fibra E, possui estrutura de espaco
vetorial k-dimensional sobre C*. Por outro lado,
P~ (Ua) = (Ug x C*)/ ~= [U,, C].
Dai, definamos

VYo p_l(Ua) — (Uaxck)
[z,u] (x,u)

A aplicagao 1), definida é um isomomorfismo, pois é um homomorfismo injetor ja que
temos que
(z1,u1) = (72, u2) = [T1,U1] = [T2, up].

Temos que 1, é também sobrejetora uma vez que dado (y,v) em U, x C*, com y € U,,
podemos defnir

Yoy + Ey=p'y) — {y} xC*
[y, v] = (y,v)

Assim o quociente definido possui, de fato, estrutura de espaco vetorial. 0O

Abaixo, um exemplo de fibrado vetorial a fim de ilustrar um pouco do que dissemos
até aqui.

Exemplo 1.34 O fibrado trivial de posto k sobre M, denotado por C* ¢ definido por

M x CF.=C*.

De fato, definamos
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Como para cada U, C M, temos 7= Y(U,) homeomorfo a U, x C*. Sendo assim,
definamos

o : YU, — U,xCF
(z,y) = (2,9)

Claramente, ¢ € um difeomorfismo que satisfaz (py o p)(z,y) = x = 7(x,y), onde p;
€ a projecao canonca na primeira coordenada.

Defini¢ao 1.35 Uma segao de um fibrado n = (E,m, M) € uma aplica¢ao de classe C*®

s: M —FE
tal que wo s = Idy, ou seja, s(x) € E, para todo x € M.

Observamos que localmente toda secao é o grafico de alguma funcao de classe C*. De
fato, se temos

2 m (Ua)
xXr

— U, xCr
= (7(2), pa o (@)
e s uma secao do fibrado 7, segue que

(a0 )|, (2) = (2, 50(2))

Exemplo 1.36 Se f € C*°(M,C*), entdo a aplicagdo grdfico

Ck~ M xCF

s : M
x s(z) = (z, f(x))

—>
—
¢ uma se¢ao do fibrado trivial.

Exploraremos de forma breve, conceitos tais como aplicagoes entre fibrados e operacoes
com os mesmos. FEste ultimo item mencionado nos permitira verificar de que formas
podemos obter novos fibrados a partir de fibrados pré-existentes.

Definigao 1.37 Sejam n = (E,m,, M) e ( = (F, ¢, M) fibrados vetoriais de posto k e r,
respectivamente, sobre uma variedade complera M. Um morfismo entre estes fibrados,
digamos ¢ : E — F' é uma aplicacao continua tal que

o(E,) C (F,) e ¢|E, : E, — F, € linear, para todo x € M.

Caso ¢ seja bijetora e ="

os fibrados em questao.

um morfismo, dizemos que @ serd wm isomorfismo entre
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’

Observacao 1.38 E possivel mostrar, porém nao o faremos aqui, que se ¢ : E — F €
um morfismo de fibrados, entio eziste uma cobertura trivializadora {U,}yex comum a E
e F' e uma colegcdo de aplicacoes {ay} en continuas satisfazendo a relagdo

Qaﬁ ag = Qg * Pag-
As aplicagoes pap € 0y sao as fungoes de transicao de E e F', respectivamente. De forma
reciproca, se E e F sao fibrados de posto k e r, respectivamente, sobre uma mesma base M
para os quais existem uma cobertura trivializadora {U, },ea comum e uma cole¢io {ay }en
de aplicagoes, como dito nesta observagao, entao existe um morfismo entre estes fibrados

Vv E— F.
A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [11].

E possivel obtermos fibrados vetoriais a partir de outros pré-existentes. Isto se dara
através de operagoes sobre espacos vetorias como soma direta, produto tensorial, entre
outras que mostraremos a seguir. Como as fibras de um fibrado vetorial possuem estrutura
de espaco vetorial, as operagoes realizadas nas fibras induzirao estas mesmas operacoes
nos respectivos fibrados:

1. Soma Direta

O fibrado resultante desta operacao é o fibrado E @ F' tal que suas fibras sobre cada
x € M serao dadas por
(E®F),=E,&F,.

Suas funcgoes de transicao serao dadas por

9a5(%) = (Jas ® hap)(7) € Glep(C* & C).
Observe que a dimensao do fibrado resultante sera k + [.

2. Produto Tensorial

O fibrado resultante desta operagao é o fibrado E'® F' cujas fibras sobre cada x € M
serao dadas por

(E®F), = E,® F,.

Suas funcoes de transicao ficarao da seguinte maneira:

ga/g(l‘) = (jag & hag)(ﬂj) S le+l<(ck ® (Cl)

J4 a dimensao do fibrado resultante sera k - [.
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3. Produto Exterior

O g-ésimo produto exterior do fibrado E de posto r, é o fibrado /" E e possui como
funcgoes de transigao

q

(/\ E)IJ = § €oliyfy 1y - -+ Qigjo(q)s

g

onde
[:(il,...,iq>,1§i1 SgZQST
e
J:<j17"'7jq)71§j1 S qugrv
sao multi-indices, a soma é sobre todas as permutagoes o de {1,...,q} e € é o sinal

da permutacao o. A dimensao do novo fibrado obtido apds a operacao sera (Z)

. Fibrado Dual

Seja n = (F,m, M) um fibrado vetorial de posto r, cujas fungdes de transi¢ao sao
gap- O fibrado dual a n = (E,m, M) é dado pela unido das fibras duais das fibras
E,, isto é

E =] E;

xeM

As fungoes de transigao do fibrado dual serao dadas por j.g = (ggﬁ)’l.

. Pull-Back

Seja f : M — N uma aplicagao diferencidvel entre variedades complexas e n =
(E,m,N) um fibrado de posto k sobre N cujas funcoes de transicdo sao g,z. A
aplicacao f induz sobre M um fibrado de posto k que representaremos por f'FE
denominado fibrado pull-back de E. Explicitamente temos

f'E=A{(x.e)e M x E; f(zx) =7(e)}.
Este é o tinico subconjunto maximal de M x E tal que o diagrama

(f*E) 2—E
lw
N

jm
f

M——s

comuta.



18 1.3. Fibrados Vetorias

Se E for o fibrado trivial, ou seja, se tivermos £ = N x C", entao teremos
FE=A{((yv): flx)=n(y,v) =y} ={(x,0): veMevel'}~MxC"

Logo, utilizando as trivializagoes de E, concluimos que as fibras de f*FE sobre x sao
isomorfas as fibras de E sobre f(z). Ja as fungoes de transigao do fibrado f*E sao
dadas pela composigao (gas o f).

6. Subfibrados

Seja n = (E,m, M) um fibrado vetorial. Um subfibrado de E consiste em um
subconjunto F' C E tal que a projecao 7 e as trivializagoes locais de F conferem a
F uma estrutura de fibrado vetorial. As fibras de F', digamos F}, sao subespagos
vetoriais das fibras de F, E,.

A partir de agora, faremos meng¢ao a um dos mais importantes exemplos da teoria de
fibrados vetoriais: o Fibrado Tangente a uma variedade M. Apds fazermos um estudo
destes fibrados sobre uma variedade real M, mostraremos o processo de complexificacao
destes, ou seja, mostraremos como sao caracterizados os fibrados tangentes a variedades
complexas.

1.3.1 Fibrado Tangente a uma Variedade

Seja M uma variedade real. O Fibrado Tangente a M, denotado por T'M, é dado
pela uniao

T™ = | J T,M.
peEM
Como ja mencionamos na se¢ao anterior, um vetor tangente a M em um ponto p esta
relacionado a um vetor de R?" logo, numa vizinhanca U, de p, teremos
TU, = | J T,M = {(p,va) : p € Ua,va € R*"}.
PEU
Assim, concluimos que T'U, possui estrutura de um produto U, x R?" e portanto
podemos escrever
T™M = | TU, = | J Ua x R*".
aEA aEN

Segue entao que se U, e Ug sdo abertos em M tais que p € U,g, teremos que (p,v,) =
(,v3) em TM se,  somente se v, = D(ia 0 25")(3(p))Vs.



19 1.3. Fibrados Vetorias

Concluimos entao que T'M é uma variedade real obtida pela colagem dos produtos
U, x R?".

As funcoes de transicao do fibrado T'M sao dadas por:

—1 -1
Pap = (Pa 0wz, D(Paops)).
Pela regra da cadeia, temos que as fungoes de transicao acima definidas satisfazem as

condicoes de cociclo. Agora, notemos que as projegoes

WQ:UQXR2”—>UQeﬂ5:U5XR2n—>U5

coincidem na intersecgao U, x R* N Uz x R**. Logo, podemos definir a projecao

T : TM
(s Va)

obtida pela colagem das projegoes 7, € ms.

- M
= D

Como foi definido na segao 1.2, denotamos por (T;,M )€ o espago vetorial complexificado
do espago tangente a variedade M no ponto p. Definamos para cada ponto p € M, os
seguintes subespagcos vetoriais

T = () ) © (G

TZ;/M = <8iz_1(p)”8iz_l(p)> C (TpM)(C

como o espaco tangente holomorfo a M em p e o espaco tangente anti-holomorfo a M em
p, respectivamente.

Repare que (T, M)® pode ser decomposto da seguinte forma:

(T,M)® =T,M ® T}/ M para cada p € M.

Desta forma, obtemos que

TMC=T'"MaT"'M,

ou seja, o Fibrado Tangente a M, em sua forma complexificada, pode ser obtido como
uma soma direta dos fibrados tangente a M holomorfo e anti-holomorfo.
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1.3.2 Fibrados associados a Hipersuperficies Analiticas

Aqui mostraremos como a cada hipersuperficie analitica podemos associar um fibrado
holomorfo em retas, ou seja, fibrados de posto 1.

Seja V' uma hipersuperficie sobre uma variedade complexa compacta M, definida por

V={f,=0}, onde f,:U, = C, yeA.

Considere uma cobertura de M definida pelos subconjuntos {U,}. Sejam U,,Us €
{U,} e tais que Uys # 0. Nesta intersecao, estd definida uma fungao holomorfa ¢.g,
nao nula para algum ponto p € U,g, tal que

fa = Pas © fﬂ'
Repare que se U,g, # 0, entao

Pap © Pa = faofﬁ_lofﬂofcjl
= Idem U,g

Pap © PBy © Pra
= faofzlofsofitofiofl!
= Id

em Uyg,.

O que acabamos de verificar é que as fungoes definidas nas intersecoes nao vazias
dos abertos da cobertura {U,},ca satisfazem as condi¢oes de cociclo. Associaremos a
hipersuperficie V' o fibrado holomorfo, em retas sobre M cujas funcoes de transicao sao
definidas por: £

[0}

Pa
P T
e o denotaremos por O(V).

Suponhamos que V' seja determinada por outras fungoes analiticas g, : U, — C. Isto
é, suponhamos que V' = {g, = 0}. Assim, definiremos as seguintes fun¢des holomorfas
nao nulas

Ga
waﬁ = .
gs

A partir destas novas fungoes, teremos um novo fibrado sobre V', que denotaremos por
O'(V). Mas, como
RE)
Ga  T¥\ g 9s

Yap = % = I, <f&> :waﬁz
Ja
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temos as seguintes relagoes:

fa fﬁ
_¢a = Pap—-
Ga g Bgﬂ

Sendo assim, o fibrado O'(V') é isomorfo ao fibrado O(V') e isto significa que a uma
hipersuperficie V' esté associado um tnico fibrado em retas, a menos de isomorfismo.

1.3.3 Fibrado Tautolégico e Fibrado Hiperplano

Faremos um breve estudo sobre alguns fibrados induzidos sobre a espacos projetivos
complexos, P". Falaremos acerca do fibrado tautologico e seu dual, o chamado fibrado
hiperplano.

Tomemos o fibrado trivial C"*' = P* x C**'. Definimos como fibrado tautolégico
o subfibrado de posto 1 de C**!, e denotamos por O(—1), o seguinte conjunto

O(—1) = {([w], 2) € P" x C"*!; existe A € C tal que z = Aw}.

Considerando-se um aberto U, sobre P" tal que U, = {(20 : 21 ... 1 2y 1 ... 1 2), 24 # 0},
teremos que

O(=Do, ={((z0:z1:...i2y i zm), Moz o129 0. 2, A € C) )

As aplicacoes de transicao do fibrado tautolégico sao dadas da seguinte maneira:
Uap X C 5 O(=1) |1, 25 Uy x C
([2], ) — ([2], Bas([2])t)

Além disso, na intersecgao U,g # () temos que

Ao Ry A\ _Z(m 0 EL

Portanto, temos que 0,5 = Za
<
O fibrado dual ao fibrado tautolégico é chamado de Fibrado Hiperplano e o deno-
taremos por O(1). Exploremos um pouco sobre o fibrado Hiperplano.

Seja H um hiperplano em P", ou seja, temos H = {p(z) = 0}, onde p : C"*! — C é um
polinomio homogéneo de grau 1 com p(0) = 0. Por uma mudanga linear de coordenadas,
se necessaria, suponhamos que H = {2y = 0}, isto é, suponhamos que p(z) = zo.
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No aberto Uy, = {(20 : ... 2o ... ¢ 2Zn); 2a # 0}, podemos definir o hiperplano H da
seguinte forma
w0l
Za

O fibrado associado ao hiperplano H é definido pelas fungoes de transigao:

g 1= S0 = 2
“ fﬁ Ra
Tal fibrado é conhecido como fibrado hiperplano de P". Repare que
—1
Pap = (z_a = 9;&, ou seja, o fibrado hiperplano é, de fato, dual ao fibrado tautolégico
<

e dal o denotaremos por O(1).

A partir do fibrado hiperplano de P™ é possivel obtermos outos fibrados de posto 1
sobre esta variedade. Vejamos como se da a construgao destes novos fibrados.

Dado k € Z, podemos definir o fibrado O(k) da seguinte maneira:

1. Se k>0
Ok) =01 =01)®...®0(1)

N J
-

k—vezes

2. Se k<0
O(-k)=0(-1)**=0(-1)®...@ O(-1)

. J

-
k—vezes

Consideremos p : C**! — C um polindémio homogéneo de grau d > 0. Nas coordenadas
do aberto U, consideremos o conjunto D = p~(0) C P" da seguinte forma

20 Zg Zn 1
— ol == ==plzyg: . i Za i 28 2,) =0
P(Za o Za) ka(o B )

Em Ug, teremos

Z z z 1
p<—0:...:—a:...:1:...:—n>:—p(zo:...:za:...:ZB:...:zn):O.
<8 “B <8

As fungoes de transi¢ao que determinam o fibrado O(k) sao da forma
p LK
( Za) (9004,3) :

Sendo assim, o fibrado associado ao conjunto D ¢ o fibrado O(k) definido acima. E
mais, todo fibrado em retas sobre a variedade projetiva complexa P" é isomorfo a algum
fibrado O(k).

me | S | QN?'
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1.4 Feixes de Grupos Abelianos

Nesta segao trataremos as definigoes e resultados concernentes a teoria de Feixes de
Grupos Abelianos que sao mais releventes ao nosso trabalho.

Definicao 1.39 Seja X um espago topologico. Um pré-feixe de grupos abelianos
em X, denotado aqui por %, consiste de:

1. Para todo aberto U C X, associamos um grupo abeliano F(U);

2. Se V C U sao abertos de X, existe um homomorfismo de grupos abelianos denomi-
nado mapa restrigao pyy : F(U) — F (V) sujeito as sequintes condigoes:

Se # ¢é um pré-feixe, entao nos referimos a % (U) como sendo o conjunto das segdes de
F em U.

Observacgao 1.40 Para os proximos resultados, faremos uso da sequinte notacao:

puy(s) = s|v.
Definicao 1.41 Um pré-feixe € dito um feixe em X se sao vdlidas as sequintes condigoes:

1. Se U C X € aberto, {V,}yea uma cobertura aberta de U e se s € F(U) € tal que
sly, =0, entdo s =0 em U.

2. Seja U um aberto com U = |, c,V,. Se tivermos s, € F(V,), para cada v,
satisfazendo que

87|vaa = Sa|vmva,
entdo existe s € F(U) tal que

slv, = s,

Observagao 1.42 A condi¢ao 1 da Definicao 1.41 implica na unicidade da se¢ao
s € Z(U) abordada na condi¢ao 2.

Para ilustrar os conceitos até entao mencionados, daremos alguns exemplos:
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Exemplo 1.43 Um primeiro exemplo de feize a ser citado ¢ o conjunto das fungoes
holomorfas sobre uma variedade complexa M o qual denotamos por O(M).

Exemplo 1.44 Seja X um espaco topoldgico e A um grupo abeliano. Definimos o feixe
constante denotado por A, em X da sequinte forma:

Para cada U C X, consideremos A(U) = C(U, A) o conjunto das fungdes continuas
em A tal que este seja munido da topologia discreta em A. Definamos

AU) = P AW,

onde U =JU, e cada U, € aberto e conexo.

Antes de passarmos as proximas defini¢oes e resultados referentes a teoria de feixe,
visitaremos alguns resultados sobre Limite Direto, conceito este que nos auxiliard no
entendimento de algumas defini¢oes aqui presentes.

1.4.1 Limite Direto

Definicao 1.45 Seja I um conjunto munido de uma ordem parcial < satisfazendo a
propriedade de que para todo i,j € I, existe k € I, tal quet <k e j <k. O conjunto I é
chamado de conjunto direto.

Definicao 1.46 Seja A; um grupo abeliano, para cada i € I e para cada i < j considere-
mos um mapa

wij A = Ay,

onde p;; = Ida, e sempre que i < j < k, tenhamos p; , = @jrop; ;. O conjunto {A;, ¢;;}
¢ denominado sistema direto de grupos.

A partir destas definigoes, passemos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.47 O limite direto, lim A; = L, € o unico grupo, a menos de isomorfismos,
*)
que satisfaz a sequinte propriedade universal:
Ezistem aplicagoes p; : A; — L tais que p; = @, o p;; para todo pari < j e, se existir

um outro grupo abeliano, digamos C, com mapas 7; : A; — C tais que 7; = 7; 0 @;;, para
cada 1 < j, entao existe um unico homomorfismo de grupos
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7:L—=C

comT:Tio%_l.

Em outras palavras, o limite direto de um grupo abeliano A; é o menor grupo abeliano
tal que o diagrama

comuta.

Afirmacgao: O limite direto de qualquer sistema direto {4;, ¢; ;} de grupos abelianos
sobre um conjunto parcialmente ordenado existe.

De fato, consideremos um sistema direto de grupos abelianos {A4;, ¢; ;} e pares (4, a;),
onde a; é um elemento de A;. Definamos uma relagao de equivaléncia, ~, de forma que:

(Ai, ai) ~ (A, ay)

se existe k > i, j tal que ¢; x(a;) = @jr(a;). Segue da definicao de limite direto que ~ é,
de fato, uma relacdo de equivaléncia sobre o conjunto dos pares (A;, a;).

Considere G = {[A;,a;] : (A;,a;) ~ (Aj,a;) se existe k > i,j tal que ¢;x(a;) =
@;r(a;)} o conjunto destas classes de equivaléncia.

Definamos em GG a seguinte operacao:
[Aia ai] + [Aj7 aj} = [Ak7 Soik(ai) + @jk(aj)]:

onde k > 1, 7. Esta operacgao estda bem definida em G. De fato, a operacao independe da
escolha de k > i,7. Sejam ky, ky > i, j e suponhamos que k; > ky. Observe que desta
ultima suposicao temos que se [Ax,, Yir, (@) + Qi (a5)] = [Akys Qirs(ai) + ik, (aj)] €
k >k, entdo g,k (Qik (ai) + 95k, (a5)) = inai) +jr(az) = Prak(Pin, (i) +9jiy (a;)). Além
disso, é possivel mostrar que se [A;, a;] = [Ar, ai] e [Aj, ] = [As, as), entao [Ax, pir(a;) +
wir(a;)] = [As, vis(ar) + ¢is(@)]. E mais, G é um grupo abeliano com esta operagao.

Considere a aplicagao o; : A; — G definida por o;(a;) = [A;, a;]. Temos que o; é um
homomorfismo de grupos.

Além disso, temos que 0; = 0; 0 ¢;; para todo par ¢ < j. De fato

(00 pij)(a) = ojpi5(a) = [Aj, pij(a)] = [Ai, a] = o(a).
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Provemos que o grupo G ¢ isomorfo ao limite direto de A;, ou seja, vejamos que o
grupo G como definido acima possui a mesma propriedade universal do limite direto bem
como existe uma aplicacao entre G e lim__, A; a qual nos garanta que

—)
Suponhamos que B seja um grupo abeliano e que para cada i exista um homomorfismo
7, + A; = B tal que 7; = 7; 0 ¢;; para cada ¢ < j. Definamos uma aplicagao
7:G— B,
por 7([A;, a;]) = 7i(a;). Temos que 7 estd bem definida uma vez que se [4;, a;] = [4;, a;],
entao existe k, com i,j < k e @;(a;) = pji(a;) e dal teremos que
7i(ai) = Ti(pie(ai)) = Te(pj(a;)) = 75(ay).

Além disso, 7 é claramente um homomorfismo de grupos e satisfaz

Tooi(a) =T1(0;(a)) = 7([As, a;]) = Ti(a) = Ti(a).

Finalmente, se 7/ : G — B ¢é outra aplicacao que satisfaz 7; = 7’ o 0;, para cada 1,
entao

' (0i(a;)) = 7i(a;) = 7([A,a)) = T(0i(a;)) = 7' = T.
Segue que G satisfaz a propriedade universal do limite direto.

Com base nas discussoes anteriores, enunciemos o seguinte resultado:

Lema 1.48 Seja L = lim A; o limite direto de um sistema direto de grupos e considere a
—>

aplicagao @; : A; — L.

1. Todo elemento de lim A; pode ser escrito na forma p;(a), para algum a € A;.
—)

2. Sea € A; € tal que p;i(a) =0, entao existe um j > i com p;;(a) = 0.

Finalizada nossa discussao acerca do limite direto de grupos abelianos, retornemos aos
resultados da teoria de feixes. Passemos a seguinte definicao:
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Definicao 1.49 Sejam % um feize sobre um espaco topolégico X e p um ponto sobre
este espaco. Definimos o talo de % em p como sendo o limite direto

lim.% (U),

—

com x € U. Denotamos o talo de F em p por F .

Pela definigao acima, temos que um elemento de .#, é representado por um par (U, s),
onde U é uma vizinhanga aberta de p e s um elemento de .% (U). Dois pares (U, s) e (V1)
definem o mesmo elemento de .#, se, e somente se, existe uma vizinhanga aberta de p,
digamos W, com W C U NV tal que sl = t|w.

Desta forma, podemos dizer que um elemento do talo .%, sao germes de se¢oes de &
no ponto p.

Exemplo 1.50 Seja M uma variedade complexa. Temos que O,(M) € o conjunto dos
germes de funcoes holomorfas em p. Este conjunto é um talo do feixze das fungoes holo-
morfas O(M) sobre o ponto p.

1.4.2 Morfismos entre feixes

A partir de agora trataremos das aplicacoes induzidas entre feixes e daremos alguns
resultados relacionados a estas aplicacoes.

Definigao 1.51 Sejam % e 94 feizes em um espago topoldgico X. Um morfismo entre
estes feizes, ¢ : F — 4, consiste de um homomorfismo de grupos abelianos

p(U): 7(U) = 94(U),

para cada U C X aberto.

Para cada aberto U C X tal que sempre que V C U seja uma inclusao, o diagrama
7 () 22 9(U)

7(v) 2 g v)

comuta, onde p e p’ sdo os mapas restricoes de .# e ¥, respectivamente.

Com respeito aos morfismos definidos acima faremos a seguinte observagao:
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Observagao 1.52 O morfismo ¢ é um isomorfismo se (U) é um isomorfismo, para todo
U C X. E mais, ¢ induz um homomorfismo ¢, : F, — 9 ,, para todo ponto p € X.

A proposicao que se segue nos fornece um importante resultado que diz que um mor-
fismo entre feixes é um isomorfismo se este o for talo a talo.

Proposigao 1.53 Seja ¢ : F — & um morfismo de feizes sobre um espaco topoldgico
X. Entao ¢ € um isomorfismo se, e somente se, os mapas induzidos nos talos, p,, sao
isomorfismos para todo p € X.

Demonstracao: Se ¢ é um isomorfismo, temos claramente que o morfismo induzido em
P, ¢p, € um isomorfismo. Inversamente, suponhamos que ¢, seja um ismorfismo, para
todo p € X. Seja U C X. Para mostrarmos que p(U) : #(U) — ¢(U) é um isomorfismo,
iniciemos mostrando que este ¢ um mapa injetivo.

Seja s € F(U) tal que ¢(s) = 0. Para todo ponto p € U, a imagem ¢,(s,) = 0 em
“,. Da injetividade de ¢, segue que s, = 0. Como temos que s, = s|y para V uma
vizinhanga de p tal que V' C U, entao s|y = 0. Pelo axioma (1) da defini¢ao de feixes,
segue que s = 0 e temos a injetividade de ¢(U), para todo U C X.

Vejamos agora que ¢(U) é um mapa sobrejetivo. Para tanto, suponhamos que ¢
seja uma segao em ¥4 (U), com U C X. Para cada p € U, considere t, € 4,. Como ¢, é
sobrejetiva, existe s, € .F, tal que p,(s,) =t,. Temos que s, = s(p), onde s € F (V) com
V' C U uma vizinhanga de p que por questoes de simplificarmos a notagao, denotaremos
V. Entao, o(s(p)) = t|y, ¢ um elemento de ¢4(V},).

Se p e ¢ sao pontos tais que s(p)|v,nv, € 5(q)|v,nv, sao se¢oes de .F (V,NV;) teremos que
©(s(p)) = v(s(q)) = tlv,Av,- Como p(U) ¢é injetiva, teremos que s(p) = s(q) em V, N V,.
Entao, para cada p € U, existe s(p) € V, tal que s(p) = s(¢q) em V, NV,. Pelo axioma (2)
da definigao de feixes, existe s € F(U), tal que s|y, = s(p).

Portanto, ¢(s) =t e segue que o morfismo ¢(U) é sobrejetor e em consquéncia do que
mostramos aqui, segue que ¢(U) é um isomorfismo. O

Definigcao 1.54 Seja ¢ : F — 4 um morfismo de feizes em um espaco topologico X e
considere U C X. Entao, o nicleo deste morfismo denotado por ker(yp) é o feize dado
por ker(p) : U — ker(o(U)). A imagem de v, Im(p), € o feize dado por

Im(p): U — Im(e(U)).

Definicao 1.55 Um subfeixe 7 de um feixe F# sobre um espaco topoldgico X € um
feize tal que para todo U C X, H(U) é um subgrupo de F(U).
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Exemplo 1.56 Seja ¢ : . F — & um morfismo de feizes. O feize ker(y) € um subfeize
de F(U).

Dados feixes sobre um espago topoldgico X, podemos construir sequéncias exatas de
mapas destes feixes. Antes de passarmos a definicao referente a tal assunto, recordemos
alguns conceitos.

Definicao 1.57 Seja A um anel. Uma sequéncia de A — mddulos

e M I, I M

¢ dita exata se a imagem do homomorfismo f,_1 coincida com o nicleo do homomorfismo
fn, isto €, se Im(f,—1) = ker(f,), para todo n.

Observagao 1.58

fnfl fn

1. Se uma sequéncia do tipo 0 — M,y — M, — M,y — 0 € exata, a denomi-

namos sequéncia exata curta.

A f . p
2. Uma sequéncia 0 — M, — M, — 0 € exata se, e somente se, f ¢ um
isomorfismo.

3. Uma sequéncia 0 — N — 0 € exata se, e somente se, N = 0.

Definicao 1.59 Uma sequéncia de mapas de feizes
n An+1 QAn42

o Ty I T T Ty

¢ exata se Im(ay,) = ker(a,11), para todo n € 7Z.

Proposigao 1.60 Seja X um espaco topolégico. A sequéncia de feizes

ez g Yo

é exata se, e somente se, para cada p € X, a sequéncia induzida nos talos

s T, g, o, —

€ exata.
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Exemplo 1.61 Sequéncia Exponencial:
Para ilustrarmos a discussao acerca das sequéncias de mapas de feixes, apresentaremos
aqui a chamada Sequéncia Exponencial. Consideremos a variedade M = C* e a aplicag¢do

exp: O(M) — O(M)* definida por exp(f) = e*™/,
onde O(M) ¢é o feixe das fungoes holomorfas sobre M.

Observe que exp € sobrejetora, pois se g € O(M)* for um germe de uma fungdo
holomorfa em O(M), digamos f, entao podemos definir um ramo do logaritmo para g,
sendo este a funcdo f, tal que e*™/ = g. Note que ker(exp) = {f € O(M) : e*™/ =
1} = {2mif = 2kmisk € Z} ~ Z. Logo, podemos induzir a sequinte sequéncia de feizes
denominada Sequéncia Fxponencial

0—7Z— OM) =5 o) — 0,

a qual € exata levando-se em consideragao a construcao feita acima.
A seguir, daremos alguns importantes exemplos presentes na teoria de feixes.

Exemplo 1.62 (Feixes Skyscraper):
Sejam X um espacgo topologico e p € X um ponto. Consideremos, também, um grupo
abeliano A e definamos neste grupo um feixe da sequinte maneira:

FA)|v=A4, sepeUCX, ou F(A)|y =0, caso contrdrio.

Temos que cada talo F,(A), do feize F(A)|y em p € U, é igual a A para pontos p € U
e igual a 0, fora destes pontos. Ao feixe F(A)|y denominamos feixe skyscraper.

Exemplo 1.63 (Feixzes de Anéis):

Seja M uma variedade compleza. Para cada conjunto aberto U C M, seja O(U) o feize
das fungoes holomorfas definidas em U, ou seja, se f € O(U), entdo f : U — C. Para
cada V. C U, seja pyyv : O(U) = O(V) o mapa restri¢ao. Dizemos entdo que O € o feixe
de anéis dos germes de fungoes holomorfas em M. As condicoes de feixes podem
ser verificadas pela definicao de fung¢do holomorfa.

Comentario 1.64 (Feixes de Ideais):

Sejam M uma variedade complexa, O(M) o feize de anéis das fung¢oes holomorfas sobre
a variedade M eV um seu subconjunto fechado. Para cada conjunto aberto U C M, seja
Iy o ideal no anel Oy . Dizemos que Z(V) € o feixe de tdeais de V' e que este é
um subfeize do feize de anéis O(M). Ao feize de anéis O(M) e ao feixe de ideais Z(V),
temos associada a sequinte sequéncia exata curta de feixes

0—Z(V) — O(M) — O(V) — 0,

onde O(V') € o feize de fungoes holomorfas em V.
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1.4.3 Feixes Localmente Livres e Fibrados Holomorfos

Aqui objetivamos dar uma breve nocao da definicao de feixes localmente livres e a
possibilidade de associarmos estes a fibrados holomorfos.

Definigao 1.65 Seja O(X) um feize de anéis sobre um espago topoldgico X e seja F
um feize de mddulos sobre O(X). O feize F € dito localmente livre de posto r sobre
O(X), se € localmente isomorfo a O(X)®" em uma vizinhanga de todo ponto de X. Em
outras palavras, F € localmente livre se, para todo p € X, for possivel encontrar uma
vizinhan¢a U de p e sec¢oes sy, ..., s, € F(U) tais que o homomorfismo de feizes

0 O%(U) — Z(U)

seja um isomorfismo.

Pela Definicao 1.65, percebemos que se . é um feixe localmente livre, existe uma
cobertura por abertos de X, digamos {U, },ea, na qual o feixe .# admite geradores livres

st s2,..., s, onde cada s € .Z(U,).

E mais, na interse¢ao nao vazia de abertos U, NUpg # 0, com Uy, Us € {U, },en, existe
uma matriz de ordem r X r

Gaﬂ = (Gijg)lgj,igry onde Ggg - O(Ua M Uﬂ)?

tal que
sl = Z s1.Gly em Uy, NUp.

Logo, temos que as matrizes G, sao dadas por Gas = s,' o s5 e além disso, estas

satisfazem as condigoes de cociclo. Denominaremos estas matrizes por matrizes de
transigao.

O que acabamos de constatar é que dado um feixe localmente livre, temos a ele as-
sociado uma matriz de transicao satisfazendo as condigoes de cociclo. Veremos que,
inversamente, dado um sistema de matrizes G,p cujos coeficientes estejam em O(U,p) e
que satisfacam as condig¢oes de cociclo, podemos definir um feixe localmente livre .# de
posto r sobre O. Para tanto, tomemos .# ~ O%", sobre cada aberto U,. Uma segao de
%, digamos s, sobre um conjunto aberto 2 de X pode ser vista como uma cole¢ao de
secoes

sy =(s),...,80) em O¥(QNU,) tais que 54 = Gapsg sobre QN Uy N Up.

A nocao de feixes localmente livre estd relacionada a nocao de fibrados vetoriais. A
observagao que se segue faz mencao a esta relacao.
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Observacao 1.66 A um feize localmente livre de posto r sobre um espacgo topolégico X,
digamos % , esta relacionado um fibrado vetorial, digamos E, também de posto r, sobre
0 mesmo espago topoldgico.

Vejamos como esta relacdo se da. Consideremos o feixe de anéis O(X) como um
subfeixe do feixe de anéis das fungoes continuas sobre um espago topoldgico X e com
valores num corpo K =R ou = C.

Desta forma, para cada x € X, existe uma aplicacao f : O, — K tal que para cada
fungao continua w € O, temos w — w(z) € K. O nicleo da aplicacdo f é um ideal
maximal, que denotaremos M, do anel O, e dai, por argumentos algébricos, temos que

Ou ~ K.
M,
Seja .# um feixe localmente livre de posto r sobre o anel O,. Para cada = € X,
podemos associar E, = v ; , 0 qual é um K — espaco vetorial. De fato, como %, ~
x xT
&r

— [ Oz
0% teremos E, = ( 0

K. Assim, podemos definir o seguinte conjunto

E:HEI

zeX

N——

= K", logo cada FE, possui estrutura de espago vetorial sobre

com a projecao canonica
™ F — X
& — 7)==z
Como cada E, = 7~ 1(x) possui estrutura de K — espaco vetorial r — dimensional,
podemos dizer que o espago F, definido como acima, é um fibrado K — vetorial de posto
r sobre X cujas fibras sao os espacos vetoriais F,.

Notemos que toda segao s € Z(U) pode ser elevada a uma segao de E,, isto é, a
aplicagao
s :U — FE
r = s(x)
é tal que para U C X, temos s(z) = s, mod M, e (mos)(z) = n(s(z)) = n(§) = z, onde
¢ € E,. Isto nos diz que mo s = Idy.

Podemos considerar .% (U) como um O(U)-submddulo do K-espago vetorial de fungoes

s :U —- F
r — F,

Visto como acima, % (U) serd um subfeixe do feixe de se¢oes E-valuadas. E mais,
F(U) é um O-submdédulo isomorfo a .#. Denotaremos o referido subfeixe por O(E) e o
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denominaremos por feize das O-se¢oes em E. Se E é um fibrado vetorial sobre X e O(FE)
um subfeixe do feixe das segoes de E dizemos que o par (E,O(FE)) é um fibrado vetorial
sobre X.

Agora, vejamos como definir as fungoes de transi¢ao do fibrado E. Como o feixe O(F)
é localmente livre, de posto 7, sobre algum conjunto aberto U, C {U,},ea cobertura de
X, é possivel fazer uma escolha de geradores para o feixe O(F)|y, e consequentemente
encontraremos um sistema de geradores (el (z),...,e"(r)) para as fibras E, de E. Tal
sistema de geradores é denominado estrutura O- admissivel de E sobre U,.

Counsidere o homeomorfismo:
O : Ely, =7 YU,) — U, x K",

no qual cada £ € E, é associado ao par (z,(&l,...,&")) € U, X K. As componentes
(&2)1<j<r sao tomadas na base (e(z),...,e"(z)) de E,. Repare que se tivermos E =
X x K, entao podemos que dizer que E é o fibrado trivial e isto significa dizer que o feixe

O(FE) é igual a soma direta O%".

Sendo assim, diremos que os homeomorfismos do tipo 6., para cada aberto U, da
cobertura {U,} e, sdo as trivializacoes locais de E sobre U,. Em consequéncia disto,
dados dois abertos em {U, },ea tais que a intersegao Uy # 0, as aplicacoes

(gag : Uag x K" — Uag x K"
(13,5) = (x,gag(x)f)
serao chamadas aplicacoes de transi¢do, onde gop € GL,(O)(U,p) sdo matrizes de transigao

(como descritas anteriormente) consideradas, agora, com coeficientes no feixe @. Como
ja descrito nesta discussao, as matrizes g,p satisfazem as condicoes de cociclo.

Reciprocamente, dadas uma cole¢do de matrizes {gos € GL,(O)(U,p)} satisfazendo
as condicoes de cociclo, podemos definir um fibrado vetorial

B o= H Ufy XKT7
YEA ~

onde ~ é a relagao de equivaléncia:

(Tay &) ~ (x5,€5) se, e somente se, To =125 € Usg # 0 € gop(x).s = &a-

Logo, o fibrado £ definido como acima ¢ obtido pela colagem dos conjuntos U, x K" via
a relagao de equivaléncia ~.

O que acabamos de ver, em suma, é que existe uma correspondéncia um a um entre
feixes localmente livres e fibrados vetoriais. A cada fibrado vetorial temos associado seu
feixe de secoes, o qual é localmente livre, assim como para cada feixe localmente livre
temos associado um fibrado vetorial.
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Neste trabalho, por uma questao de praticidade, nao faremos distingao entre as notacoes
de fibrados holomorfos e feixes localmente livres. Logo, dado um fibrado vetorial holo-
morfo, este serd denotado seja como fibrado vetorial holomorfo de posto r, seja como feixe
localmente livre de posto r, sem distingao.

1.4.4 Esquemas

Faremos um breve estudo acerca da teoria de Esquemas e Subesquemas. Daremos a
definicao principal referente ao assunto, mas antes daremos énfase a alguns resultados e
defini¢bes preliminares como Espectros e Espacos Anelados.

A primeira construcao aqui apresentada se refere a um tipo especial de espago to-
polodgico associado a um anel qualquer R.

Definigao 1.67 Definimos por Spec(R) o conjunto constituido de todos os ideais primos
do anel R.

Se I é um ideal de R, dizemos que o conjunto V(I) C Spec(R) é o conjunto de todos
os ideais primos contendo /. Com respeito a tal subconjunto, temos o seguinte resultado:

Lema 1.68 Sejam R um anel, I e J ideais deste mesmo anel. Temos:

1. Se I e J sao ideais do anel A, entao V(IJ) =V(I)UV(J);
2. Se {I}jen € um conjunto de ideais de R, entao V(3o 1;) = MV(I))jen;

3. V(I) CV(J) se, e somente se, VI D],
Demonstragao:

1. Consideremos P C I ou P C J, com P um ideal primo. Entao P C IJ e assim
temos que V(I) UV(J) C V(IJ). Por outro lado, considere P O IJ com J nao
pertencente ao ideal P. Entao, existe J' € J tal que J' & P. Mas, para algum
I' € I temos I'J' € P. Logo, I' € P um vez que P é primo e segue que I C P.
Portanto, V(I.J) C V(I) UV(J) e concluimos a igualdade desejada.

I; é o menor ideal

2. Repare que P C ZJEA I; < P C Ij, para cada j € A jd que Zje/\ j

que contém todos os ideais ;.

3. O radical v/T é a intersecio do conjunto de todos os ideais primos contendo o ideal
1. Portanto, temos o resultado desejado.
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O

O Lema 1.68 nos garante a existéncia de uma topologia em Spec(R) chamada To-
pologia de Zarisk. Em tal topologia tomamos os subconjuntos V(I) como fechados em
Spec(R). Note que V(R) = ) e V() = Spec(R). Denotamos por D(I) os conjuntos
abertos complementares aos fechados V(I) e diremos que estes formam uma base para a
topologia de Spec(R). De fato, de V(1) é um conjunto fechado e P ¢ V(I), entdao I € P.
Logo, existe J C I tal que J C P. Portanto, P € D(J) e segue que D(J) N V(I) = 0.

Ainda sobre um anel R, construiremos um feixe de anéis utilizando o espaco topoldgico
Spec(R). Para cada ideal primo P C R, seja Rp a localizagdo de R em P. Para um
conjunto aberto U C Spec(R) definamos Op como o conjunto das fungoes

s:U — HRP
PeU

tais que s(P) € Rp, para cada ideal P e tal que s seja localmente um quociente de
elementos de R.

Resumidamente, desejamos que para cada P € U, existam uma vizinhanca V de P,
com V C U, e elementos I, J € R tais que para cada ) € V tenhamos s(Q) = § € Rg.

Com tal estrutura, Oy sera um anel com soma e e produto das fungoes s bem definidos.
A identidade sera a mesma considerada para cada Rp.

Notemos que se V' C U sao dois conjuntos abertos, entao o mapa restricao natural
Oy — Oy é um homomorfismo de anéis. Portanto, O é um pré-feixe e consequentemente,
via definigao, segue que O é um feixe.

Definicao 1.69 Seja R um anel. O espectro de R € o par consistindo do espago to-
polégico, Spec(R), com o feixe de anéis definido anteriormente: (Spec(R), O(U)).

Definicao 1.70 Um espag¢o anelado é um par (X,O(X)) consistindo de um espago
topolégico X e um feize de anéis O(X) em X.

Antes de passarmos a préxima definicao, daremos a nocao de imagem direta de um
feixe de anéis. Seja f: X — Y um morfismo entre espagos topoldgicos e O(X) e O(Y)
seus respectivos feixes de anéis. Definimos por imagem direta do feixe O(X) em Y por:

FLOX))(V) = O(X)(fH(V)),

onde V CY é um aberto em Y.

Definigao 1.71 Um morfismo entre espagos anelados, (X,0(X)) e (Y,O(Y)), é
um par (f, f) onde f é o mapa continuo f: X =Y e f é 0o mapa f: OY) = f.O(X).
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Definigao 1.72 Um espaco anelado (X, O(X)) € dito um espago localmente anelado
se, para cada ponto p € X, tivermos o talo O(X), como um anel local. Um morfismo
de espacos localmente anelados é um morfismo (f, f) de espacos anelados, tal que
para cada ponto p € X, o mapa de anéis locais

fo: O ) g = O(X),

seja um homomorfismo de anéis locais.

Exploremos um pouco mais a ideia fornecida pela definicao acima. Sejam X e Y
espagos topologicos e f : X — Y um morfismo entre tais espagos. Note que dado um
ponto p € X temos que o morfismo de feixes f : O(Y) — f.O(X) induz um homomorfismo
de anéis

OY)(V) = O(X)(f1(V)), para todo V C Y, V aberto (1.2)

Para cada ponto f(p) € Y tomemos um aberto V' como sua vizinhaga. Teremos que
cada pré-imagem f~!(V) varia sobre um subconjunto de uma vizinhanga, digamos U, de

p.

Tomemos o limite direto na aplica¢ao (1.2):

OY) ) = lm O(Y)(V) — lim O(X) (7 (V). (13)

Repare que lim v O(X)(f~*(V)) tende a valores no talo O(X),. Sendo assim é
possivel induzir, a partir de (1.3) e deste tltimo fato, um morfismo

fp : O(Y)f(p) — O(X)p

Mas, desejamos que este seja um homomorfismo. De fato, f o serd, pois se X e
Y sao anéis locais, entao um morfismo entre estes, digamos ¢, ¢ um homomorfismo se
o Y(my) = mx, onde my e my sdo os ideiais maximais de X e Y, respectivamente. Pelo
que vimos acima, temos

e segue que f, ¢ um homomorfismo.

Finalmente, passaremos a principal definicao referente a presente secgao.

Definigao 1.73 Um esquema afim é um espaco localmente anelado (X, O(X)) o qual
¢ isomorfo ao espectro de algum anel. Um esquema € um espaco localmente anelado
no qual todo ponto possui uma vizinhanca U a qual possui estrutura de espago vetorial e
gunto com o feize O(X)|y formam um esquema afim (U, O(X)|v).
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A defnicao de morfismo entre esquemas é andloga a definicao de morfismos entre
espacos anelados, a qual ja foi explicitada nesta secao. Ja um isomorfismo de esquemas
trata-se de um morfismo de esquemas munido de um morfismo inverso.

Definigao 1.74 Sejam um (X, O(X)) um esquema e U C X um subconjunto aberto no
espago topoldgico X. Temos que (U, O(X)[y € também um esquema e o denominamos
um subesquema de X.

1.4.5 Cohomologia de Cech

Nesta secao daremos a nocao e as definicoes gerais da teoria de cohomologia de feixes
de grupos abelianos a qual é conhecida como Cohomologia de Cech. Faremos a construcao
de um grupo de cohomologia de um feixe .# com respeito a uma cobertura U = {U, },ea
de um espago topologico X e apos esta construgao, daremos a nocao das sequéncias exatas
longas de cohomologia de Cech bem como veremos que estas podem ser induzidas através
de sequéncias exatas curtas de feixes.

Seja .# um feixe sobre um espaco topolégico X. Consideremos U = {U,},ea uma
cobertura de X e denotemos Us... ., = [{_; Uy, com 7o, ..., 7, € A

Definigao 1.75 Uma g-cocadetia de U com coeficientes em F € uma fun¢ao que a cada
(g + 1)-upla ordenada (Yo, ..., vn) € AT, associa wma se¢o s, ., € F(Usg,..n,)-

Denotaremos uma g-cocadeia de U com coeficientes em .% por (s, -,) € a0 conjunto
destas g-cocadeias designaremos por C4(U,.%#). Note que C4(U,.#) possui, naturalmente,
estrutura de grupo abeliano. Observe também, que um elemento da cocadeia C°(U, .F)
associa cada aberto da cobertura U a uma segao de .#(U).

Além das consideracoes acima, podemos observar que um homomorfismo de feixes
¢ .F — ¢ induz um homomorfismo

¢*: CUU, F) — CI(U,9)

.......... +e) € ¢* é uma aplicacao

induzida entre grupos de segoes.

Definicao 1.76 O operador de cobordo ¢ a aplicacao
d, : CY (U, F) — C1 (U, Z)
definida de forma que

g+l

dq(($30,...7)) = Z(_l)kPk(Sw,...,w‘k,...,wq) |UVOm...mUﬂ,q )

k=0
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com Vi indicando a omissao do termo v e

e FU,N...N0, N...OU

Ya+1

)= FWU,n...nU,N...0U,_,,)

. Yq+1

0 mapa 1estricao.
Com relagao ao operador de cobordo, temos o seguinte resultado:
Lema 1.77 d,y,0d, =0

Demonstracao: Seja (s.,
cobordo temos que

+,) € C1(U, F) uma cocadeia. Pela definicao do operador de

77777

dy((850,.m0)) = (Fros -+ s frain)-

Por outro lado, temos

dQ+1((f’Yo ,,,,, ’Yq+1)) = (h’Yo’ sy h’Yq+2) € Cq+2(U7 ﬁ)

2
onde Ay, ... by, = ?:O(—l)lpl(f.m 77777 Sorrrasz)-

Como temos

-1 q+2
fvo ----- FireVgt2 (_1)kpk(570 ----- Ve rees "?z--wq+2) + Z (_1)k+1pk(370 ----- i reees ﬁz---ﬂqm)
k=0 k=l+1
segue que
q+2 -1
h’Ym ,h,qu—Z(—l)lpl( <_1)kpk<570 ~~~~~ Vhereees 71~~.,'Yq+2))+
=0 k=0
q+2 q+2
+Z(_1)lpl( Z (_1)kpk(870 77777 VhreeesViseess 7q+2)) =0
=0 k=l+1

Definicao 1.78 Definimos
ZYU, F) ={s € CU(U,.F) tais que dy(s) =0}

o nicleo do operador d, : CY(U, F) — CT™ (U, F). Os elementos de Z9(U, F) sao de-
nominados ¢ — cociclos. Ainda, para ¢ > 1 definimos a imagem de d,—1 como sendo o
conjunto

BY(U,F) =1Imgy, ={s € CUU,ZF); 3f € C*(F) tal que dy_1(f) = s}.

Os elementos de B (U, F) sio chamados de q -cobordos.
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No caso em que g = 0, fica convencionado que B°(U, %) = 0.

Segue do Lema 1.77 que BY(U, #) C Z9(U, %), logo podemos definir um quociente

29U, #)  kerd,
! = = HU(U, 7).
Bq<U,§) Imd(kl ( ’ )
Definicao 1.79 O quociente
ZUU, F)
HYU, ) = ’
07 = 5w, 7)

¢ denominado q -ésimo grupo de cohomologia de Cech de .# com relagdo a U.

Temos que o grupo HY(U, F) = Z°%(U,.F). Observe que um elemento s = (sg) €
C°(U, #) pertence a Z°(U,.F) se, e somente se, do(s) = (f,y5,) = 0. Uma vez que

0= (fvo“n) = (871|Uw0ﬁU71> - (870|U»YOOU71)

teremos
(371|U700U71) = (370|UWOQU71), para todo 7,71 € A.

O que acabamos de ver é que para todo vp,71 € A, as secoes s,, € F(U,,) € Sy, €
Z (U, ) coincidem nas intersecoes nao vazias U, ,,. Portanto, estas se¢oes definem uma
secao global o que nos permite fazer a identificacao H*(U, #) = Z(X).

Até o presente momento, construimos os grupos de cohomologia dependendo da co-
bertura U do espaco topolégico X. Contudo, podemos construir estes grupos livres de
escolha de uma cobertura, para isto basta utilizarmos os conceitos de limite direto. Para
explorarmos melhor estas ideias, passemos as seguintes defini¢oes.

Definicao 1.80 Dadas duas coberturas para o espago topoldgico X, U = {U,},en €
V = {Ve}eco, dizemos que U é um refinamento de V se existe uma aplicagior : A — O
denominada aplicagdo de refinamento e tal que U, C Vi(g), Vv € A.

Nas condicoes da Defini¢ao 1.80, denotamos U < V' e teremos que < estabelece uma
relacao de ordem parcial na familia das coberturas abertas do espaco topoldgico X uma
vez que sempre existe a possibilidade de se obter uma cobertura aberta U tal que U < V'
e U < W com ambas, V e W, coberturas abertas de X.

A aplicacao de refinamento r : A — © induz um homomorfismo

§:CUV, F) = CU (U, F)
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dado por (tg,,...,te,) = (54, .-, 5,,). Tal homomorfismo comuta com os operadores de
cobordo aqui definidos e portanto induzem um homomorfismo entre grupos de cohomo-
logia de Cech que por abuso de notagao ainda denotaremos por

§: HU(V, F) — HY(U, 7).

Afirmamos que estes homomorfismos independem da escolha da aplicacao de refinamento
e o afirmado estd demonstrado em [16], paginas 63, 64.

Os grupos de cohomologia H(U,.#) indexados pela familia de coberturas abertas de
X com a relacao de ordem parcial definida por < e os homomorfismos

0: H(V,#) — (U,#), onde U <V,

constituem o que chamamos de sistema direto de grupos abelianos.

Definicdo 1.81 O ¢-ésimo grupo de cohomologia de Cech do espaco topoldgico X
¢ dado pelo limite direto do sistema direto de grupos abelianos:

HY(X,.7) = lim HY(U, 7).

Desta forma, conseguimos uma definicdo para os grupos de cohomologia de Cech de
forma que estes independam da escolha de coberturas para X.

1.4.6 Sequéncias Exatas Longas de Cohomologia de Cech

Um dos problemas existente na teoria de feixes é exatamente a existéncia de objetos
globais, ou seja, a existéncia de secoes globais. Uma das formas de se resolver tal problema
sao as sequencias exatas longas de cohomologia de Cech que apresentaremos a seguir.

Lema 1.82 Seja 0 — F g U # — 0 uma sequéncia exata curta de feires
sobre o espacgo topologico X. Entao, dado um aberto U C X, a sequéncia
0— F(U) S 9U) L #(U) — 0

€ exata.

Demonstragao: Ver [11], pagina 37. 0O
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Lema 1.83 Seja 0 — F# g U A — 0 uma sequéncia exata curta de feixes sobre
um espago topologico X. Entao, existem homomorfismos 0, de forma que a sequéncia
induzida

0 — H(X,.7) — HYX,9) — H(X,#) 2% H'(X, F) — H'(X,9)
— H'(X,00) 5 (X F) — HI(X,F) — HX,F) %

seja exata. Esta sequéncia € denominada sequéncia exata longa de cohomologia de
Cech.

Corolario 1.84 Seja 0 — & — F g Y 0 uma sequéncia exata de
feizes sobre um espago topolégico X e suponha que HY(X, &) = HI(X, ) = 0, para todo
q > 0. Entao

HY(X, %)~ HY(X,9).

Demonstracao: Ver [14], pagina 29. 0O

1.5 O Complexo Koszul

Nesta secao trataremos do Complexo Koszul. Iniciaremos a se¢cao com as defini¢oes de
complexos de cadeia e cocadeia os quais sao vistos como sequéncias de grupos abelianos
e terminaremos mostrando a construcao do Complexo Koszul para sequéncias regulares
de fungoes holomorfas. Tal complexo desempenhara um importante papel no Capitulo 3.

1.5.1 Complexos de Cadeia e de Cocadeia

Definicao 1.85 Um complexo de cadeia é uma sequéncia de grupos abelianos e ho-
momorfismos d;, com i € Z:

d; ;
C:...—>CZ‘+1 i)CZL
com a propriedade de que d; o d;; = 0,Yi. Os homomorfismos d;, para i € Z, sdo

denominados diferenciais.

Similarmente a definicao de um complexo de cadeia, temos a defini¢ao de seu dual da
seguinte maneira:



42 1.5. O Complexo Koszul

Definicao 1.86 Um complexo de cocadeia ¢ uma sequéncia de grupos abelianos e
homomorfismos d;, com i € Z:
. di71 . di
C:...—C 't 5.

tal que d o di~t =0, Vi > 1.

Observacao 1.87 Todo complexo de cadeia pode ser visto como um complexo de cocadeia,
basta identificarmos

Ci = C—i (& dz = d—i—l-

Observagao 1.88 Como temos d;od;y1 =0 e diod™ =0, seque que Im(d;11) C ker(d;)
e Im(d;—1) C ker(d;), para todo i € Z.

A seguir, daremos importantes definicoes na teoria de algebra homoldgica e coho-
molégica envolvendo complexos de cadeia e de cocadeia, respectivamente.

Definicao 1.89 Sejam C e C' complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente. Defini-
mos o i-éstmo grupo de homologia do complexo C como sendo:

ker dz
I'md; iy .

Hi:

Similarmente, definimos o i-ésimo grupo de cohomologia do complexo C' como sendo:

ker d*

= Tmd

7

Os elementos de ker(d;) sdo denominados i-ciclos. J& os elementos de Im(d;) sao
denominados i-bordos. Similarmente, os elementos de ker(d") sio denominados i-cociclos
e os elementos de Im(d~!) i-cobordos.

Definicao 1.90 Seja
d; :
C:...—>CZ'+1 i)CZL
um complezo de cadeia. Considere H;(C) seu i — ésimo grupo de homologia. Dizemos
que C € aciclico se H;(C) =0, para todo i > 1. Caso isto ocorra, C serd uma sequéncia
exata. Esta defini¢io ocorre, de forma andloga, considerando-se H'(C') o i — ésimo grupo
de cohomologia de C', para i > 1.

De certa forma, podemos dizer que a homologia e a cohomologia de complexos de
cadeia e cocadeia, respectivamente, podem ser vistas como uma medida para a falta de
exatidao destes.
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Definicao 1.91 Dados dois complexos de cadeia, C e C', uma aplicacdo de cadeia, f :
C — (', € uma familia de homomorfismos f = {f; : C; = Cl}, com i € Z, que satisfaz a
condicao

d o fi= fi_iod, para todo i € Z.

Com tal definicao, podemos dizer que f é uma aplicacao de cadeia se o diagrama

di di
C R C7;+1 i CZ Cz’—l
lfiﬂ Lfi lfil
/ / d;+1 / d; / d;71
C: Cina Ci Cio

¢ comutativo.

Munidos da Definicao 1.91, temos que dados complexos A, B e C e um diagrama
comutativo

A .. Aiq A, A ;
|0 Lfi =

B: ... Bi1 B; Bi_
Lgm " Lg

C: ... Cit1 C; Ci—

entao as sequéncias curtas
sao exatas, para todo ¢ € Z.

O lema que se segue nos dd um interessante resultado envolvendo diagramas de com-
plexos de cadeia.

Lema 1.92 (Lema da Serpente) Dado um diagrama de sequéncias exatas curtas
bl

0 A’ B c 0

entao eriste uma sequéncia exata longa

0 — ker f —> kerg — ker h LN coker f — cokerg — cokerh — 0.
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Demonstragao: Ver [21], pagina 826. 0O

Teorema 1.93 Seja C — C' — C” uma sequéncia exata de complexos. Entao, para
cada q € Z, podemos definir um homomorfismo 6, : Hy(C") — H,_1(C) tal que a sequéncia
longa de cohomologia

. — H,(C) — H,(C") — H,(C") SN H, 1(C) — ...

€ exata.

Demonstragao: Ver [15], paginas 335, 336. O

Observacao 1.94 Os resultados enunciados para complexos de cadeia podem ser enun-
citados, de forma andloga, para complexos de cocadeia.

1.5.2 Complexo de Koszul

Seja Oc¢r o anel dos germes de fungoes holomorfas, fi,..., f., definidas em uma vi-
zinhanca da origem em C". Denotemos por f = (fi,..., f.) o conjunto formado pelas
fungdes fi, i € {1,...,r}.

Ao conjunto de fungées f = (f1,..., fr) asociamos o chamado Complezo de Koszul.
No caso em que este conjunto é uma sequéncia regular, temos um importante resultado
com respeito ao complexo de Koszul a ele associado, resultado este que iremos detalhar
mais adiante bem como a definicao de sequéncias regulares.

Vejamos como se da a construcao do complexo de Koszul associado ao conjunto de
fungoes f = (fi1,..., fr). Seja {e1,eq,..., €.} base candnica para C" e definamos

k
Ek:OCT@;/\C’“

um O¢r — médulo com base ey =e;, A...Aej,, onde J = (ji,...,Jx) C (1,...,7). Para
0s O¢r — médulos definidos, definamos aplicagoes Oc¢r — lineares

dk : Ek — Ek:—l

tais que
k

di(es) =) (1) fiwes Ao NEu AL Aeg,.

v=1
Para k = 1, teremos E; = Ocr @ AC" = O¢r e dy(e;) = f;, para i = j;. Munidos destas
consideracoes, passemos a seguinte definicao:
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Definicao 1.95 O complexo de Koszul, denotado por KC(f), associado ao conjunto de
funcoes f = (fi,..., fr) definidas em C", é a sequéncia de Ocn — mddulos

K(f):0— B, 2% B 20 2 On — By — 0,

onde a aplicacao dy, € definida por
k

di(ej, N...Nej,) = Z(—l)”_lfjvejl N...NEéyy N...Nej,, para todo ke {l,...,r},

v=1

onde ¢;, indica a omissao do termo ej,. Com tal definicao, teremos que dp—1 o dj, = 0,
para todo k € 7.

Como vimos, um complexo de cadeia ou cocadeia nem sempre é uma sequéncia exata.
O complexo de Koszul associado a uma sequéncia f sera aciclico, e assim uma sequéncia
exata, sob uma certa condicao sobre f a qual veremos mais adiante. Antes de explicitar-
mos tal condi¢ao vejamos a seguinte definigao:

Definicao 1.96 Sejam fi,...,f, € Oc¢r e denotemos por I, =< fi,..., fr > o ideal

gerado pelas funcoes fi, ..., fx. Denotaremos o ideal gerado por fi,..., f. por [ =1, =
=< f1,..., fr >. Dizemos que o conjunto f = (f1,..., f.) € uma sequéncia regular se
frx mao for um divisor de zero em I£7 para k € {1,...,r}.

k—1

A proposicao seguinte nos diz quando um conjunto de zeros de fungoes holomorfas
isolado é uma sequéncia regular. Embora este resultado seja aplicado apenas no Capitulo
3, o enunciaremos logo a seguir.

Proposicao 1.97 Sejam U uma vizinhanga da origem em C* e f = (f1,..., fn) : U —
C™ uma aplicagao holomorfa. Entao,

fHOY = (filp) = ... = fulp) =0) = {0} & (f1,..., fa) € uma sequéncia reqular.

O teorema abaixo nos diz, explicitamente, a condigao necesséria para que um complexo
de Koszul seja aciclico e portanto, uma sequéncia exata.

Teorema 1.98 Seja f = (f1,...,f.), definida em C", uma sequéncia regular. Entdo, o
complexo de Koszul

K(F):0— B 2 B 250 2 00— By — 0

¢ uma sequéncia exata.
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Demonstragao: Inicialmente, provemos que % ~ Hy(KC(f)). Para tanto, basta no-

tarmos que a imagem da aplicacao FE; & Ey = Oc¢r é exatamente o ideal I. Logo,
Ho(K(f)) ~ ¢

Provemos agora, que H,(K(f)) = 0 para todo ¢ > 0. Faremos indugdo sobre 7.

Iniciemos supondo r = 1. Neste caso, teremos

K(f):0 — Ocn % Ocn — 0.
Logo, H, = %(fl) = 0 e temos o resultado.

Assumiremos como hipdtese de indugao que para r—1 o resultado desejado seja valido.
Consideremos espacos vetoriais Fj, = Ocn @c A*C™! de forma que tenhamos Fj, C Ej.
Tal inclusdo ¢ induzida pelo fato de termos A*C™™' C AFC". Consideremos, também,
{ej,,...,€j,_,} uma base para C"' e {e; } = (ej, A...Aej;) uma base para Fj, onde
J = ({1, Jk-1) C (1,...,7 —1). Munidos destas consideragoes, podemos construir o
seguinte diagrama comutativo de complexos

0 0 0 0 (1.4)
e 0——F._1——F._» Fy I,y ——0
EF:0—FE —F,_1—FE, £y I, 0
Q: 0—Qr—"Q 1 Qs Qi L 0
|
0 0 0 0 0

Identificaremos
Qr ~ Ocn(e, @ AFICT),

para cada k. Entao, para J' = (ji,...,Jk-1) C (1,...,r — 1), podemos definir
dr(e, ®ey) = frep £ e, @ di(ey) = e, ® di(ey) mod Fy,

com k € {1,...,7}. Sob estas identificagoes, () serd um complexo de Koszul para o qual
a hipdtese de inducao é valida.

Para concluirmos que o diagrama (1.4) é exato, devemos verificar que o diagrama
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menor

Q2

é comutativo.

No diagrama (1.5), temos que:

1. Q2 ~ Ocn(e, ® C7Y), logo dale, ® €)) = fier, €

2. Q1 ~ O.e,., logo di(ger) = gfr-

Por estas identificagoes, vemos que o diagrama (1.5) é comutativo e além disso se
di(ger) = gf- = 0, teremos que gf. € I,_1, ou seja, g = f;, para algum j = 1,...,r — 1.
Dai que

ger = fier € da(Q2)

e segue que ker(d;) = I'm(dy) o que nos dé a exatidao do diagrama (1.5). Segue, entao
que o diagrama (1.4) é exato. Aplicando o Teorema 1.93 a sequéncia exata de complexos
0— F — Q — E — 0 obtemos que H,(E) = 0, para todo ¢ > 0, como desejavamos.



Capitulo 2

Folheacoes Holomorfas

O objetivo maior deste capitulo é introduzir ao leitor deste trabalho as principais ideias
sobre folheacoes holomorfas sobre espagos projetivos complexos. Iniciaremos tratando
das definicoes e resultados concernentes ao estudo das folheagoes holomorfas sobre M
onde esta é uma variedade complexa arbitraria de dimensao n > 2. Podemos dizer,
em linguagem informal, que uma folheagao holomorfa nao singular sobre uma variedade
complexa M ¢ uma particao desta em subvariedades de mesma dimensao e duas a duas
disjuntas.

Inicialmente, nossos resultados serao validos para folheagoes holomorfas com dimensao
arbitraria n > 2, porém mais adiante nos ateremos as folheagoes holomorfas de dimensao
1, uma vez que estas nos serao de grande interesse. Veremos que estas folheagoes unidi-
mensionais podem ser induzidas por campos vetoriais holomorfos sobre P".

Prosseguindo este capitulo, falaremos de fibrados holomorfos associados a folheacoes
holomorfas unidimensionais. Em seguida, trataremos de folheacoes holomorfas singulares
e unidimensionais sobre P"”. Faremos um breve estudo sobre a Sequéncia de Euler e na
secao seguinte mostraremos a representacao de uma folheacao holomorfa unidimensional
sobre P" em coordenadas homogéneas.
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2.1 Folheacoes Holomorfas Regulares

Definicao 2.1 Uma folheag¢ao holomorfa nao singular de dimensao k, com1 < k <
n — 1, numa variedade M € um atlas holomorfo F = {(Uy,, p)}yea tal que as sequintes
propriedades sao satisfeitas:

1. {U,}yen € uma cobertura por abertos de M ;

2. Para cada v € A, a aplicagcao ¢ : Uy, — DF x D" ¢ um biholomorfismo, onde
D c C € um disco unitario centrado na origem;

3. Dados dois abertos U, e Ug em {U,}yen tais que Uy = Uy, NUg # 0, entio a
aplicagao mudanga de coordenadas, Y3

Pap - ()OOL(UOéB) — @B(Uaﬁv)

satisfaz que
paUas)(,y) = w509, (2,y) = (ha(2,y), ha(y)),

onde hy e hy sao fungoes holomorfas.

Os abertos da cobertura {U, },ea, sdo chamamos abertos trivializadores da folheaacao F.

Pelo item 2 da Defini¢ao 2.1 podemos perceber que cada aberto U, pode ser decom-
posto em variedades k — dimensionais dadas por ¢ L(D* x {yo}), com gy € D" *. Isto

Uy = J o3 (D x {yo}).

A estas variedades chamamos de placas da folheacao F. Dadas duas placas p €
U, e q € Ug, segue da propriedade 3 da Defini¢ao 2.1, que se U,z # 0, entdao ou pNq = 0,
oupng=pnNUs=U,Ng. Com base nesta discussao, podemos enunciar o seguinte
resultado:

Proposicao 2.2 As placas definidas como acima, se sobrepoem nas intersecoes dos aber-
tos trivializadores.

Pela Proposicao 2.2, podemos definir a seguinte relagao de equivaléncia em M: sejam
p e q placas de uma folheagao F sobre uma variedade complexa M. Dizemos que
p~q,
isto é, p e ¢ se relacionam, se existem placas aq,aq,...,q, com p € a; e q € o, tais que
o Nag # 0,
parai=1,...,n— 1.

Em decorréncia destas afirmacoes, temos a seguinte definicao:
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Definicao 2.3 Uma folha da folheacao holomorfa F, é uma classe de equivaléncia de
uma placa p € M com respeito a relacao de equivaléncia explicitada anteriormente.

Considerando-se as folhas de uma folheacao holomorfa F com a topologia gerada pelos
abertos U, de suas placas, temos que estas possuirao estrutura de variedade complexa
k — dimensional e imersa em M. Sendo assim, uma folheacao proporciona a variedade M
uma decomposicao em sub-variedades imersas k — dimensionais. Desta forma, podemos
dizer que duas folheagoes, F e F', sdo iguais se todas as suas folhas coincidem.

Definicao 2.4 O espaco tangente a folheagcao F num ponto p € M, denotado por
T,F, € o espaco tangente a folha que passa por este ponto. T,F possui dimensao k, para
todo p € M.

A partir deste momento, nos ateremos as folheacoes holomorfas singulares.

Definicao 2.5 Uma folheagao holomorfa singular de dimensao k, 1 < k <n —1,
em uma variedade complexa M ¢é uma folheagcao holomorfa nao singular k — dimensional
em M\ Sing(F). O conjunto Sing(F) € denominado conjunto singular de F e é um
subconjunto analitico, de codimensao maior ou igual a dois, da variedade M.

Sing(F) serd definido como um conjunto minimal, no sentido de que nao existird
subconjunto analitico préprio, Sing'(F) C Sing(F), tal que a folheagao F, regular em
M \ Sing(F), se estenda a M \ Sing'(F).

Observagao 2.6 Mais a frente, daremos a definigao formal do conjunto Sing(F). Em
especial, definiremos o conjunto singular de F, quando esta é uma folhea¢ao holomorfa
de dimensao 1, pois € o que nos interessa.

Definicao 2.7 As folhas de uma folheacdao singular F, sao as folhas da folheagdo regular
Flarsing(#)-

Definigao 2.8 Dizemos que duas folheagioes singulares F e F' sdo iguais se:

1. Sing(F) = Sing(F');

2. As folheagoes requlares F|ypsing(r) € F'|m\sing(F) G0 iguais.

Neste trabalho, estamos interessados em um resultado que se refere a folheacoes cuja
dimensao € igual a 1. Os resultados que se seguem estao relacionados a estas folheacoes,
de forma a atender nossos interesses futuros. Para prosseguir com nosso estudo, ja nos
atendo a folheacgoes unidimensionais, enunciaremos o seguinte teorema.
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Teorema 2.9 (Teorema do Fluzo Tubular Holomorfo) Seja v um campo de vetores holo-
morfos nao singular numa variedade complexa M. Para todo pontop € M, tal que v(p) #
0, existe um aberto U C M e um sistema de coordenadas holomorfo (¢ = (z1,...,2,),U),
onde

¢p:U—=¢p(U)=AxBCCxC"! ev=——.

O Teorema 2.9 encontra-se com mais detalhes em [16] na pagina 13.

Com este teorema em maos, enunciemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.10 Seja v um campo de vetores holomorfo ndao singular definido em um
aberto U C M. Entao, o campo v induz uma folheacao holomorfa singular unidimensional
no aberto U. Além disso, se tivermos outro aberto U' C M tal que U NU' # ) e um
campo de vetores holomorfo v', nao singular, definido em U’, tal que para alguma fungao
holomorfa

f:unuU — C*,
tenhamos

vlurur = fo*luao,

entdao os campos v e v* induzem sobre U NU" a mesma folheagcao holomorfa.

De fato, como as trajetérias do campo v sao solugoes da equacao diferencial % =uv(z)e
vy = 3%1’ o Teorema do Fluxo Tubular Holomorfo e a definicao de folheacoes holomorfas
nos dao que o campo v induz uma folheacao holomorfa de dimensao 1 em M cujas folhas
sao as trajetorias de v.

Deste ponto em diante trataremos apenas de folheacoes holomorfas singulares e omiti-
remos este ultimo termo, deixando subentendido que as folheagoes consideradas a partir de
agora poderao ser singulares. O proximo resultado nos diz que toda folheacoes holomorfa
unidimensional pode ser obtida, localmente, através de campos de vetores holomorfos.

Proposicao 2.11 Toda folheagcao holomorfa de dimensao 1 € induzida, localmente, por
um campo de vetores holomorfo.

Demonstracao: Como devemos resolver o problema localmente, consideremos um po-
lidisco A € C™. Assim, seja F a folheagdo holomorfa, nas condi¢des do enunciado, em
A € C". Temos que F, .. - ¢ uma folheagao holomorfa nao - singular. Pela Proposicao
2.10, existem uma cobertura por abertos, {U, },ea, de A\ Sing(F) e campos vetoriais v,
definidos em {U, },ea, 0s quais induzem folheagoes F v, © satisfazem que

Ua|Ua5 = faBUB|Uaav
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com Uys # 0 e
fap € O™ (Uap)

onde O*(U,gp) ¢ o feixe de fungées holomorfas nao nulas definidas em U,g.

Para cada campo v,, escrevamos

com 7y € A.

Como A\ Sing(F) é um conjunto conexo, podemos supor, sem perda de generalidade,

que e # 0, para todo v € A. Sendo assim, definamos para cada v € A fungoes

meromorfas o) o)
™M ._ v ™ ._ Un_7—1
gl . USL’Y) PRI 7gn—1 . (’y) )

para cada aberto U, definido.

Mas, sabemos que dados dois campos v, e vg definidos nos abertos U, e Ug, respecti-
vamente, tais que U,g # (), entao temos

Ua|Ua3 - faBUB|UQg7
com Uag 7é 0e faﬁ € O*(Uag).

Logo, em U,g, temos as seguintes igualdades

B
g(a) o faﬁvlﬁ (a) . faﬁvn_l
1 = Gy G
fOé,BUTL foz,B’U?L
e dai segue que
g =g® L g@ =P

Portanto, as fungoes meromorfas locais definidas anteriormente, definem fung¢des me-
romorfas globais em A\ Sing(F), as quais, por um abuso de notagao, denotaremos por

gt -5 9n-1-

Como Sing(F) tem codimensao maior ou igual a dois, o Teorema de Extensao de Levi
(Teorema 1.16) nos diz que as fungdes meromorfas g%a) = g%’g ), ce gﬁLa_)l = g,(f_) | podem ser
estendidas ao polidisco A. Novamente, por um abuso de notacao, denotaremos as novas

funcoes meromorfas defnidas, agora em A, por

gis---5,9n-1-



53 2.1. Folheagoes Holomortas Regulares

Sabemos que em A as fungoes meromorfas g¢i,...,¢g,_1 sao quocientes de funcoes
holomorfas, ou seja, em A temos
h;
9i = 77,
hi
onde R e h; sao fungoes holomorfas definidas em A e 7 =1,...,n — 1. Denotemos por h

o minimo multiplo comum entre as fungoes h;. Entao, teremos que o campo de vetores
holomorfos definido por

v=(hgi,...,hgn_1,h)
serd holomorfo no polidisco A. E mais, seu conjunto singular esta contido no conjunto
singular Sing(F). Portanto, o campo de vetores v induzira a folhea¢ao F em A. O

Seja F uma folheacao unidimensional em uma variedade complexa M. Dada uma
cobertura por abertos de M, {U,} e, sejam U, e Us abertos nesta cobertura tais que
Uas # 0. Entao, teremos que a folheagao F é induzida, nos abertos U, e Ugs, por campos
holomorfos v, e vg, respectivamente. Sendo assim, existe uma funcao holomorfa

faﬁ : Uaﬁ — (C*,
tal que va\UaB\smg(f) = faﬁ“ﬁ‘Uas\Smg(f%

A partir da discussao acima, vemos que para uma dada folheacao holomorfa unidi-
mensional F em uma variedade complexa M, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.12 Dada uma cobertura por abertos {U,},en de wma variedade compleza
M, para cada v € A existe um campo de vetores holomorfo nao singular v, em U, cujo
conjunto singular tem codimensao pelo menos 2. Além disso, se U, e Ug sao abertos da
cobertura {U,}en tais que Uyg # 0, entao existe uma fungao holomorfa

fa,B : Uaﬂ — C*,
tal que

,UOL|UO¢B = faﬁvﬁhj@ﬁ'

Da Proposicao 2.12 e das discussoes realizadas nesta secao, podemos sintetizar que uma
folheagao holomorfa de dimensao 1 numa variedade complexa M pode ser caracterizada
pelo seguinte conjunto de informacoes:

1. Existe uma cobertura por abertos, {U,}.ea, de M;

2. Para cada v € A, existe um campo de vetores holomorfos nao singular v, em U.,;

3. Sempre que tivermos U,p # 0, existird uma funcao

faﬁ : Uag — (C*,

holomorfa tal que
Valvas = fapvslu,,-
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Dado um campo de vetores holomorfo v,, definido em um aberto U, C M, definamos
seu conjunto singular por

Sing(va) = {p € Ua|va(p) = 0}.

Claramente este é um subconjunto analitico de U,. Pelo que discutimos até aqui,
concluimos que se U,p # 0, entao Sing(v,) N U, N Uz = Sing(vg) N U, N Upg. Assim, a
uniao destes conjuntos singulares formam um subconjunto analitico de M. Isto nos induz
a seguinte definicao:

Definicao 2.13 A uniao UweA Sing(vy) nos dd o conjunto singular da folheagdao unidi-
mensional F induzida por v., e caracterizada pelo conjunto de informagoes 1, 2 e 3. Este
conjunto singular serd denotado por Sing(F).

2.2 Fibrados Associados a uma Folheacao

Seja M uma variedade complexa. Mostraremos a construcao de fibrados de posto 1
(ou em retas) holomorfos em M, a partir de uma folheagdo holomorfa unidimensional.
Esta construcao nos permite ver uma folheagdo como um morfismo de um fibrado em
retas no fibrado tangente de M.

Considere F uma folheagao holomorfa unidimensional sobre uma variedade complexa
M. Seja {U,},en uma cobertura por abertos de M tal que para cada v € A, tenhamos
a folheagao F|y, induzida por um campo vetorial holomorfo v.,. Vimos que se U,,Us €
{U,},en s@o tais que U,p # ), entdo existe uma fungdo holomorfa f,5 definida em Uy,g
tal que

Vo = fap¥s.
Faremos a seguinte afirmacao: {f.s} satisfaz as condicoes de cociclo que falamos na secao
sobre Fibrados Holomorfos. De fato, temos que

1. vo = fapvs em Uyg # 0;
2. vg = facve em Upe # 0;
3. V¢ = feaVa em Uy # 0;
4. vg = faaa em Ugy # 0.

Dal, teremos que vy = fapVs = fapfsaVa. L0gO, fapfsa = I em U, # (). Por outro
lado, em U,pc # 0, temos

Vo = fapVs = fapfpcve = fapfocfcaVa-
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Logo, fapfscfea =1 em Uapge # 0.

Portanto, a familia de fungoes holomorfas {f.s} satisfaz as condigbes de cociclo e
por sua vez induz um fibrado em retas holomorfo em M. Denominamos este fibrado
por fibrado cotangente a folheacao F e denotamos por T F*. O seu fibrado dual, é
chamado fibrado tangente a F e o denotamos por (T'F*)* = TF.

Uma observacao aqui pertinente é que o fibrado T'F é tinico, a menos de isomorfismo.
Isto é, se {Ve}eex é outra cobertura da variedade M de forma que para cada £ € X, a
folheagao F |V§ ¢ induzida por um campo holomorfo v em Vg, entao o fibrado tangente
T'F induzido a partir de Vg e ve é isomorfo ao fibrado T'F.

O resultado que segue nos garante que existe uma unica aplicagao entre os fibrados
TF e TM, a menos de uma multiplicacao desta por uma aplicacao holomorfa nao nula,
onde T'M é o fibrado tangente a variedade complexa M.

Proposicao 2.14 Fuxiste uma aplicagcao entre fibrados f : TF — T M, tal que:

1. Para todo p € M \ Sing(F), flar), € injetiva e f((TF),) € a reta tangente a
folheagcao F em p.

2. p € Sing(F) se, e somente se, f|rr), =0.

Além disso, se f': TF — TM ¢ outra aplicacao entre fibrados satisfazendo 1, entdo
existe h € O*(M) tal que f" = h.f. Em particular, f' também satisfaz o item 2.

Demonstracao: Seja {U,},x uma cobertura por abertos de M tal que, para todo v € A,
exista um campo holomorfo v, que induza a folheacao F|y. . Definamos o conjunto

Ao = {0 € A;U,, N Sing(F) # 0} C A

Definamos também V,, = U,, N Sing(F) para cada vy € Ay e para v ¢ A, definamos
V, := U,. Desta forma, conseguimos definir {V, },cx como uma cobertura aberta de M \
Sing(F). Pela definicao de fibrados, podemos tomar, para cada v € A, uma trivializagao
local

T./—"|V7 = V,y x C.

~Y

Com esta trivializa¢ao, dado um ponto x € T'F, podemos dizer que x = (p,t), com
t € C. Definamos, para cada v € A

f+(p) = tvy(p) em V.
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Note que, se V,, e Vj s@o abertos em {V, },ea tais que Vo # 0, teremos

Ja (p) = tUq (p)
= fas(P)vs(p) = fastva(p)
= fasfs(p)

Logo, a aplicagao f, pode ser definida globalmente como

f : TF|M\Szng(]-') —TM

Pelo Teorema de Extensao de Hartogs (Teorema 1.5), podemos estender a aplicacao
acima a uma aplicacao que, por abuso de notacao, iremos ainda denotar por f:

f:TF—=TM.

Observe que se tomarmos p no conjunto M \ Sing(F), entao teremos v, (p) # 0 e logo
a condigao (1) é satisfeita.

Agora, note que nas vizinhangas do tipo U,, \ Sing(F), 70 € Ao, f é definida de forma
que esta leva cada fibra sobre p € U, \ Sing(F) a TM por meio de v.,. Por outro lado,
temos que v, se anula em pontos de U,, N Sing(F), logo, nesta intersec¢do, a extensao
de f é identicamente nula, ou seja, para todo p € U, N Sing(F), temos

flar), =0,
e segue o item (2) da proposicao.

Seja f' : TF — TM outra aplicacao entre fibrados satisfazendo o item (1). Dessa
forma, como as aplicacoes f e f’ sdo lineares nas fibras de T'F sobre p, temos que existe
uma aplicagdo h € O*(M \ Sing(F)) tal que

sy, = h@)flar,,
para todo p € M \ Sing(F).

Novamente, pelo Teorema de Extensao de Hartogs, podemos estender a aplicacao h
a variedade M de forma que esta aplicacao seja nao nula em todos os pontos de M.
Portanto, podemos reescrever a relacao acima de forma que tenhamos

f'=nhf,

para todo p € M. O

Corolario 2.15 F ¢ uma folheag¢do nao singular, isto €, Sing(F) = 0 se, e somente se,
o fibrado TF é um subfibrado do fibrado tangente a variedade M.
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2.3 Folheacoes Holomorfas sobre P"

Nesta secao, trataremos das folheagoes holomorfas sobre espacos projetivos complexos.
Comecaremos com o conceito de grau de uma folheagao em P".

Definicao 2.16 Sejam F uma folheagao sobre P* e M C P™ uma subvariedade algébrica.
Dado um ponto p € M, dizemos que F ¢é tangente a M em p se p € Sing(F) ou
se p & Sing(F) e T,F C TM. Dizemos que M € invariante por F se todo ponto
p € M\ Sing(F) é um ponto de tangéncia de F em M.

Definicao 2.17 O conjunto de tangéncia de F com uma variedade nao invariante
M ¢ dado por

Tang(M,F)={pe M :p € Sing(F) ou T,F C T,M}.

O resultado que se segue, nos diz a relacao existente entre polinomios homogéneos de
grau k e secoes globais de fibrados em retas O(k), k > 0. Este resultado nos serd util,
pois falaremos em momentos proximos de sec¢oes globais de fibrados em retas como sendo
polinomios homogéneos.

Proposigao 2.18 Considere H*(P", O(k)) o espago das segoes globais de um fibrado em
retas O(k). Entao, existe um isomorfismo entre tal espa¢o e o espago dos polindmios
homogéneos de grau k em C*™', k € Z, denotado por Sy,

Demonstracao: Ver [11], pdginas 164-165. O

Faremos agora os calculos para determinarmos explicitamente o grau de uma folheacao
unidimensional F em P".

Sejam V' uma hipersuperficie, nao singular, nao invariante por F em P" e F uma
folheagao holomorfa de dimensao 1 também nao singular sobre P".

Sabemos que a hipersuperficie V' é tal que V' = (f, = 0),ea, onde cada funcao f, é uma
funcao holomorfa definida sobre um aberto da cobertura (U, ).ea, para cada v € A. Isto é,
fy € O(U,) com O(U,) o feixe das fun¢oes holomorfas definidas sobre a cobertura (U, ) en.
Além disso, dados dois abertos U, e Ug da cobertura (U, ) e tais que Uys = U, NUg # 0
temos

foc = gaﬁfﬂ‘

A funcao g,s € a funcao de transicao do fibrado em retas associado a hipersuperficie V/,
o qual denotaremos por O(V).
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Uma vez que a folheagao unidimensional F ¢ induzida em U, e Ug por campos holo-
morfos v, e vg, respectivamente, entao, existe uma fungao holomorfa h,p definida em U,p
para a qual vale:

Vo = haBU,B'

E mais, tal funcao holomorfa h,p é a funcao de transigao relacionada ao fibrado co-
tangente a folheacao F, o qual foi definido aqui por O(k) = T*F.

Sabemos que se p € U,, entao T,V ¢ igual ao nicleo da aplicacao df,(p), logo pela
definicao do conjunto de tangéncia de uma folheacao, teremos:

Tang(V,F)={peV :T,FCT,V}={peV :dfs(p).(va) =0}.

Pela definicao acima e pelas igualdades anteriores podemos inferir que F serd tangente a
V se

dfa(p)(va) = [d(gasf5)(hap)l(p).vs) = 0,
para todo p € V. Logo, pela linearidade da derivada

dfo(p)(Va) = [hapd(gap fs)l(p)-vs-

Pela regra da cadeia, temos

dfo(P)(Va) = [(gaphasdfs)](p)-vs + [hasfa(dgas)](p)-vs

Mas, para pontos p € V, sabemos que fz(p) = 0, entao teremos hasf5(dgas).vs =0 ¢
dai que

dfa(p)(va) = [(gashas)dfsl(p)-vs

em V.

Note que as fungoes de transi¢do gaphags|y induzem o fibrado (O(V) @ O(k))|y. Te-
remos, entao, que o conjunto T'ang(V,F) é dado por uma segao global (polinomio ho-
mogéneo) deste fibrado, restrita a hipersuperficie V.

Suponhamos agora que V' seja um hiperplano em P". Desta forma, teremos que V'
serd isomorfo & P"~1. Sob estas hipéteses, teremos que o fibrado em retas associado a V
serd o fibrado hiperplano que definimos no Capitulo 1. Isto é

Estas novas hipéteses nos dirao que o conjunto T'ang(P"~!, F) serd uma hipersuperficie
em P"! dada por uma segio global, restrita & P"~!, do fibrado O(1) ® O(k) ~ O(1 + k).
Portanto, o grau do novo conjunto de tangéncia, Tcmg(}P’g_l, F), serda dado pelo grau do
polinomio homogéneo que define Tang(P"~!, F). Em suma, teremos

deg(Tang(PL ™, F)) =d=1+k.

Evidentemente, para este caso, temos que k =d — 1.
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2.3.1 Sequéncia de Euler

Veremos aqui a Sequéncia de Euler. Esta sequéncia nos sera 1util para verificarmos que
uma folheacao holomorfa F pode ser representada em coordenadas homogéneas, em C**1,
por um campo homogéneo polinomial de vetores cujo grau é igual ao grau da folheagao

F.

Iniciaremos definindo nosso objeto de interesse. Isto é, mostraremos que existe uma
sequencia exata curta

0— C— O1)*"+) — TP" — 0
denominada Sequéncia de Euler.
Recordemos que C é o fibrado trivial de posto 1 de P" e O(1)®("*) = O(1)®. .. O(1).

Consideremos a aplicagao quociente
1
7 C" - {0} — P,

definida por
7((20, 21,y 2n)) = 20 21 1 ... ¢ 20).

Seja Uy = {2y # 0} um aberto em C"™ — {0} e fagamos a restrigao

<1 Z
7T|U0(ZO’21""7Z71):[13Z_O:'..:Z_Z.

Consideremos a aplicacao linear tal que:
m0(q) = Da(n7(q))-v(r™ (),

onde v é um campo de vetores sobre P" e ¢ € P*. A aplicagdao m,, de forma intuitiva,
induz uma campo vetorial em C"*! — {0}, a partir do campo vetorial v definido sobre P".

Como 7 '(q) = 2z = (20, 21, - - - , 2n), teremos

m0(q) = Dy (2).0(2).

Mas, D,(z) pode ser representada pela seguinte matriz:

= L0 0

Zg ZO LIS

0 00 ... 0
D.(z) = ,

= 0 0 -

Desta forma, teremos
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0
-2t L0 . 0 0
2 20
0O 0 0 . 0 :
D7T<Z)€z = . 1
- 00 ... 2 :
0
onde o 1 encontra-se na i-ésima posigao. Logo,
1 0
20,
= 023 se i #

D, (2).e; =

_Zzga , set=0.

1=0

Portanto, no ponto p = w(z) teremos que 7T,P" é gerado por 7@(2’)%, para i =
0,1,...,n submetidos a relacao de Euler

0
:;,Zla—zz :0,

n o z .
onde ", ziz- € o campo radial.
Consideremos agora um funcional linear

A C G,

entdo o campo de vetores sobre z, definido por v(z) = A(z)7> induz um campo holomorfo

em P". De fato, temos que para i # 0,

reo(2) = m (M) pm) = MEm (o) = 22D

20 8ZZ'
e para t € C*

8):)\(tz)i:t)\(z)i:M8

tzg 0z tzg 0z 20 Oz

0 ) = A(tz)m(

m(tz) = W*(A(tz)aZi

Para ¢ = 0, temos

"L \(z
7T*'U(Z):7T*( 82, Z 22 azz

=1 0

Logo, para t € C* teremos que
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" Atz ~t(\(z) & A=) 9
tz2 8zZ Z t22 0z Z 2 0z

mU(tz) = me(A(t2

8zl

i=1

Dessa forma, concluimos que
m(2) = mo(tz), vt € C*, ¥z € C*H.
Isto significa que um campo de vetores de grau 1 é levado a P" pela aplicagao m,.

Temos que a fibra de O(1) sobre o ponto p = m(z) é o espago gerado pelo vetor z e a
denotaremos por O,(1). Assim, por dualidade, teremos O,(1) = (z)*. Entao, uma secao
de O®(+1) ¢ dada por s = (A1,...,\,), com cada \; um funcional linear.

Definamos um morfismo de fibrados
& . O)erth TP"
5 = (O N aaz )

Observe que £ é sobrejetiva, pois > 7, )\iﬁ) define um campo holomorfo sobre P" e

além disso m(%) geram TP". Além disso, o ntcleo de £ é o fibrado trivial sobre P,
gerado pela sec¢ao (zo, 21, - - ., 2,) uma vez que é vélida a relagao de Euler.

Portanto, a sequéncia de Euler definida no inicio desta se¢ao é exata como afirmamos.

2.4 Representacao de Folheacoes Holomorfas em Co-
ordenadas Homogéneas

Falaremos sobre a representacao de folheagoes holomorfas unidimensionais em coor-
denadas homogéneas.

Como calculado na segao 2.3, se F for uma folheacao unidimensional, de grau d > 0,
tangente a P, entao k = d — 1 em H°(P",O(k)). Logo, pela Proposicao 2.18, teremos
que

H(P", O(d—1)) ~S4_1.

Proposicao 2.19 Seja F uma folheacao holomorfa unidimensional, de grau d, em P™.
Entdao, F pode ser representada em coordenadas homogéneas em C"1 por um campo
polinomial homogéneo v de grau d, mddulo a multiplicacao de um polinomio homogéneo de
grau d—1 pelo campo radial R =% 25 a . Em outras palavras, dois campos polinomiais
homogéneos v e v' representam a mesma folheagao unidimensional F se

v="1v + gR.
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Demonstracao: Consideremos a Sequéncia de Euler:

0— C— O1)°") - TP" — 0.

Consideremos também, uma folheacao holomorfa unimensional F sobre P", cujo grau
seja igual a d > 0. Fagcamos o produto tensorial da sequéncia acima pelo fibrado em retas
O(d — 1) associado a folheacao F. Apos tal operagao, a sequéncia acima ficara

0—O0@Wd-1) 5 0@ —TP" @ O(d—1) — 0.

Sabemos que uma folheagao F com de grau d > 0, em P", induz uma secao global no
fibrado TP™ @ O(d — 1). Representaremos tal se¢io por s € H(P", TP" ® O(d — 1)). O
que veremos agora ¢ que a folheacao F de grau d > 0 sobre P™ pode ser representada, em
coordenadas homogéneas, por uma classe de campos homogéneos com respeito a se¢ao s.
De fato, definamos a aplicacao

p:0(d—1) = O(d)*"*

presente na sequéncia acima de forma que, para g uma secao global do fibrado O(d — 1),
que pode ser vista como um polinomio homogéneo de grau d — 1, tenhamos

v(9) = gR,

com R=3%"", zi% o campo radial. Por outro lado, como a sequéncia de Euler é uma
1
sequencia exata teremos que

O(d)@nJrl

TE" © O(d—1) = 50—y

Desta afirmacao e do isomorfismo acima, concluimos que a folheacao F pode ser re-
presentada em coordenadas homogéneas por um campo homogéneo polinomial de vetores
em H°(P", O(d)®"+!), digamos v = Y 1" v; 52, médulo a multiplicagao de um polinomio
g € O(d — 1) pelo campo radial R.

Isto é, dois campos de vetores, v e v/, com respeito a s, s’ € HO(P", TP" @ O(d — 1),
respetivamente, representam a mesma folheacao F de grau d > 0 em P" se, e somente se
existe um polinémio de grau d — 1 em O(d — 1) tal que vy = v' 4+ gR. 0O



Capitulo 3

Determinacao de Folheacoes
Projetivas pelo seu Conjunto
Singular

Neste capitulo vamos demonstrar o teorema de determinacao de folhea¢oes holomorfas
projetivas pelo seu conjunto singular alcancando o objetivo principal de nosso trabalho.

Em 1989, Gémez-Mont e Kempf em [12] provaram que uma folheagao de grau igual a
d > 0, em P", é unicamente determinada por seu subesquema de pontos singulares, sendo
este degenerado. Isto é, fixado d > 0, nao existem duas folheagoes diferentes com o mesmo
conjunto singular. Mais tarde, Antonio Campillo e Jorge Olivares provaram, em [5], o
resultado de Gémez-Mont e Kempf para folheagoes por curvas sobre variedades compactas
e Kahler de dimensao n > 2, retirando-se a hipétese de que o conjunto singular destas é
nao degenerado.

O teorema a ser provado neste capitulo (Teorema (3.3)) se refere ao resultado de
Goémez-Mont e Kempf nos restringindo a folheagoes projetivas unidimensionais. Mostra-
remos que estas sao unicamente determinadas por seu conjunto singular e, assim como
Campillo e Olivares, nao nos apoiaremos na hipétese de que este conjunto singular é
nao degenerado. Faremos uso dos conceitos até aqui explorados e utilizaremos técnicas
cohomoldgicas para a obtencao do resultado desejado.

Recentemente, Corréa Jinior e Aratijo em [1], apresentam uma generaliza¢ao do resul-
tado provado neste capitulo provando que sob certas condi¢oes uma folheacao projetiva é
unicamente determinada por seu esquema singular.

Antes de enunciarmos e provarmos o teorema de determinacao de folheagoes projetivas
por seu conjunto singular, vejamos alguns resultados relevantes.
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Recordemos que neste trabalho nao faremos distin¢ao de notacao entre fibrados ho-
lomorfos e feixes localmente livres. A fim de simplicarmos nossa notacao, facamos as
seguintes identificagoes:

1. TP =¢&;

2. TP = QL.

Ainda sobre P", consideremos o fibrado hiperplano O(1) e fagamos o produto tensorial
de &€ por O(1)®* da seguinte maneira:

TP @ O(1)* =2 O0(1)** = £ O(k) = £(k), onde k € Z.

Definigao 3.1 Sejam k € Z* e s € HY(P",E(k)) uma segdo global do fibrado E(k). O
conjunto dos pontos p € P™ tais que s(p) = 0 é denominado conjunto singular da
secao s e o identificaremos por

Sing(s) = {p € P" tais que s(p) = (s1(p) = ... = sn(p) =0)}.

Para nosso estudo, Sing(s) serd considerado um conjunto isolado.

Seja O(P") o feixe de anéis dos germes das fungoes holomorfas definidas sobre P"
e I € O(P") o feixe de ideais gerado localmente pelos coeficientes da segao s. Isto é,
considerando-se {U,},ca uma cobertura por abertos de P* e O(U,) o feixe de anéis dos
germes das fungoes holomorfas definidas sobre os abertos desta cobertura, teremos que

slu, = (s],...,81) : OU,) = E(k) e I =(s],...,5]).

Ao ideal I temos associada a seguinte sequéncia exata curta:

0—>IHO(P”)8—5>O(~IIP)

— 0. (3.1)

Mas, temos que O(}Fn) ~ Oging(s), onde Oging(s) denota o feixe de germes de fungoes

holomorfas sobre Sing(s). Logo, a sequéncia (3.1) pode ser reescrita da seguinte forma:

0 — I — O(F") <2 Ogings) — 0.

A sequéncia exata acima nos garante que a aplicacdo Sy é sobrejetora, fato que nos serd
util mais adiante.

A proposicao seguinte nos fornecera anulamentos de certos grupos de cohomologia
importantes para a finalizacao desta dissertacao.
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Proposicao 3.2 Seja N1E*(k) = Q1@ O((1 — q)(k)), onde k >0,0<qg<nen>2.
Entao, HP(P", N1E*(k)) = 0 se p < q, exceto para HO(P",E* @ ) que € isomorfo a C.

Demonstragao: Ver [12], pagina 473. 0

A seguir, enunciaremos e provaremos o teorema de determinacao de folheacoes proje-
tivas unidimensionais por seu conjunto singular. Informalmente, temos o seguinte: sejam
s e s secoes globais do fibrado TP". Estas se¢oes induzem folheagoes unidimensionais
sobre P, digamos F, e Fy, respectivamente. Caso tenhamos que Sing(s’) D Sing(s),
entao as folheagoes F e Fy serao iguais. Em linhas gerais, o teorema nos diz que nao
existem folheacoes projetivas unidimensionais distintas com mesmo conjunto singular.

Teorema 3.3 Seja F, uma folheag¢ao unidimensional sobre P, de grau d > 1, induzida
pela segio s € HY(P*, TP"®O(k)), com k > 0. Suponhamos que o conjunto singular de s,
Sing(s) = (s = 0), seja isolado. Se s’ € HO(P", TP"®O(k)) € tal que Sing(s") D Sing(s),
entao existe A € C* tal que

s’ = Xs.

Isto é, Fy = Fg.

Demonstracao: Dualizando o fibrado £(k), teremos
E (k) =E"@0(-1)% = &* @ O(—k),

onde k > 0, uma vez que pelos calculos realizados na se¢ao 2.3, temos k = d — 1 e estamos
supondo d > 1.

Consequentemente, teremos que o j-ésimo produto exterior do fibrado £*(k) ficara
NE (k) = NE @ O(1)? 7% = NE* @ O(—jk) com j € {1,...,n}.
Como £* = Q! temos

NE* (k) =V @ O(—jk) com j € {1,...,n}.

Fixemos uma segao s € H(P", E(k))
s:OP") — E(k),
com Sing(s) = (s = 0) isolado. Dualizando a segao global acima teremos
s*e*(k) - OP").
Restringindo s a abertos de uma cobertura {U,},ca de P", teremos

S*|U’Y : 5*(k')|U,Y — O(Uv)
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Considerando o complexo de Koszul com respeito a s|y, = (s{,...,s)) teremos

K(slu,) : 0 — A"E*(—nk) =2 . 25 ALE*(—k) <5 O(U)) 2 Oginge) —> 0 (3.2)
Fazendo o produto tensorial IC(s|y, ) ® £(k), teremos para cada elemento de K(s|y,) a
seguinte operacao:

NE*(—jk) ® E(k), paracada j € {1,...,n}.

A fim de simplificarmos a notagao dos elementos acima coloquemos
G' = NE (—jk)®E, paracada j € {1,...,n}.
Sob esta nova notacao, tensorizando a sequéncia de Koszul por £(k) obtemos a sequéncia
K(slu,) 10— G"(k) 5 ... 2 &0 & 5 E(k) % E(K)|sings) — 0 (3.3)
uma vez que

GU(k) =ANE(—k)REK)=E"RE

OSz’ng(s) ® 5(/{)) = 5<k>|5m9(3)

Como Sing(s) ¢ um conjunto isolado, segue da proposicao 1.96 que s|y, = (s{,...,s;)
é uma sequéncia regular. Logo, o complexo (3.3) é uma sequéncia exata. Mas, a proposigao
1.60 nos diz que o complexo (3.3) é uma sequéncia exata se, e somente se, é uma sequéncia
globalmente exata. Logo, teremos que o complexo de Koszul com respeito a s

K(s):0— G'(k) 5 ... 2 & 0 & =5 £(k) -2 E(k)|ging(s) — 0
é uma sequeéncia exata.

Com a finalidade de induzirmos uma sequéncia longa de cohomologia para K(s),
facamos a seguinte decomposicao deste em sequéncias exatas curtas:

0 — K°(k) — E(k) -2 E(K)|sing(s) — 0; (3.4)
0— K'(k) — &2 K(k) — 0; (3.5)

0 — KP(k) — GP(k) =% KP"Y(k) — 0, p=2,..,n — 2; (3.6)
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0— G™(k) =2 GV (k) = K" 2(k) — 0, p=n— 1. (3.7)
Os elementos K’(k), j € {1,...,p} denotam os niicleos das aplicagoes Sj, j € {0,...,n—
2}, respectivamente.

Para as sequéncias exatas curtas acima, é possivel induzirmos sequéncias exatas longas
de Cohomologia de Cech. Abaixo, seguem estas sequéncias.

0 — HO(P", K°(k)) — H°(P", E(k)) 5, HY(P™, E(K)|sing(s)) — - -- (3.8)
0 — HO(P", K'(k)) — HO(P",&* ® &) <L HO(P", K(k)) —Ls (3.9)

L P KM (R)) — HY(PE* @ €) —s H'(P", KO(k)) —> ...

s HP(P KP(K)) — HP2(P,GP(K)) T HP2(P, KPN(K)) s (3.10)
p—2 Sp 1 p—1
Y HPLP, KP(K)) — HPTL(P™, GP(K)) 25 BN (P, KL (k) 2

p—1
6P

~ HP(P", KP(k)) — HP(P",GP(k)) — HP(P", KP~'(k)) — ...

8n7§ 52:3
= H"3 (P, G"(k)) — H"3(P", 6" (k)) == H"3(P", K" %(k)) ==
n—3

6"_*1> Hn—?(@n’gn(k,)) N Hn—Q(]P)n7gn—1(k)) ‘ﬁ Hn—?(]P)n’ Kn—Q(k)) 6_>

n—2
"L (3.11)

L (BT, G (R)) — HP NP, G (k) — BT P, K2 (R) —

Antes de prosseguirmos, observamos que o mapa s 6 0 mapa de restrigio ao conjunto
Sing(s). Isto é, se g € HY(P",E(k)), entdo s5(g) = glsing(s)-

Seja s € HY(P", E(k)), cujo conjunto singular, Sing(s), é isolado. Considere s’ outra
secao tal que s’ € H(P",E(k)) e suponhamos que Sing(s') D Sing(s).

Por construcio, as segoes s e s’ pertencem ao niicleo da aplicagao 33, a saber, H°(P", K°(k)).

Ora, como estamos supondo que Sing(s’) D Sing(s), entdo temos que 5(s') = 8| sing(s) =

0.
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Por outro lado, segue da Proposicao 3.2 que H°(P", £*® £) ~ C. Entao, se provarmos

que o mapa s! é um isomorfismo, teremos que o grupo H°(P", K°(k)), ao qual pertencem

s e s, serd isomorfo a C e dai teremos que existe A € C* tal que
s’ = Xs.
Sabemos que as segoes globais s e s’ sdo campos de vetores em P, logo cada uma
destas sec¢oes induzem folheagoes unidimensionais, digamos F, e Fy, respectivamente, em

P". Portanto, provando o argumento discutido no paragrafo anterior, provaremos que as
secoes s e §' induzem a mesma folheacao unidimensional. Isto é,

Fy=Fu.

Para provar que H°(P", £* ® £) ~ H°(P", K°(k)) é suficiente provarmos que
HO(P", K'(k)) = H'(P", K'(k)) = 0. (3.12)
Contudo, obter esta igualdade é equivalente a provarmos que
HP(P",G%k)) =0, para2<¢g<n, ¢—2<p<gqg-1 (3.13)
que segue da Proposigao 3.1.

De fato, por (3.13), obtemos os seguintes anulamentos:

H' (PG (k) = H"*(P".G"(k) = H"*(P",G" (k)
= H"YP",G"(k)) =0 (3.14)

onde p = n — 1. Pelos anulamentos (3.14), teremos
H" 3P, K" 2(k)) = H" 2(P", K" (k) = H* Y(P", K" %(k)) =0 (3.15)
na sequéncia (3.11).
Por (3.13) teremos que
HP2(P, GP(k)) = HPL (P, GP(K)) = 0 (3.16)
parap=2,...,n— 2.
Assim, na sequéncia (3.10) segue que
HP (P, KP~ (k) = HP (P, KP(k)) (3.17)

onde p = 2,...,n — 2. Observe que para p = 2, teremos

HO(P" K'(k)) = HY(P", K*(k)). (3.18)



69

Considerando os anulamentos (3.15) e a igualdade (3.17), podemos verificar que

HP (P, KP(k)) =0 e HP(P", K*(k)) =0 (3.19)
para todo p = 2,...,n — 2. Em particular, para p = 2, teremos que
HY(P" K*(k)) =0 e H*(P", K*(k)) = 0. (3.20)

Logo, H°(P", K'(k)) = 0 uma vez que temos a igualdade (3.18).
Agora, basta mostrarmos que H'(P", K'(k)) = 0. Mas, considerando-se p = 2 na
sequéncia (3.10)
o HOKP(2)) = HY(G2(k)) 5 HO(K (k)
B KA(R) — HY(GA (k) 5 B (K (k) 3
5 H2(K2(k)) — H(GA(K)) — HA(K' (k) — ...

e levando-se em conta os anulamentos até entao encontrados, teremos a igualdade dese-
jada. Assim, concluimos a prova de (3.12).

Logo,
C~ H'(P", & ®&)~ H'(P", K°(k)).

O isomorfismo acima nos diz que se s e s’ sao segoes em H°(P", K°(k)), entao existe
A € C* tal que
s' = As.

Portanto, F, = Fy. O



Referéncias Bibliograficas

[10]

[11]

ARAUJO C., & CORREA JR., M., On degeneracy schemes of maps of vector
bundles and applications to holomorfic foliations, arXiv: 1207.5009v1 [math.AG],
20 Jul 2012.

BAUM P., & BOTT R., Singularities of Holomorphic Foliations, Jour. of Diff.
Geom. 7, (1972), 279-342

CAMACHO, C. & LINS NETO, A. Geometric theory of foliations, Birkh&user
Boston, Inc., 1985.

CAMPILLO A., OLIVARES J., Polarity with respecto to a foliation and Cayley-
Bacharach Theorems, J. reine angew. Math. 534 (2001), 95-118.

CAMPILLO, A. & OLIVARES, J., On sections with idolated singularities of
tunsted bundles and application to foliations by curves, Mathematical Research
Letters 10, (2003), 651 - 658.

EHRESMANN C., REEB G., Sur les champs d eléments de contact
complétement intégrables d ans une varieté continuement différentiable, C.R.
Acad. Sci. Paris, 218, 1944, p. 955-957.

EHRESMANN C., SHIH W. C.R. Acad. Sci. Paris 243, (1956).

EISENBUD, D., Comutative Algebra with a view toward Algebraic Geometry,
Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, (1995).

GELFAND, S. I.& MANIN, Y. 1., Methods of Homological Algebra, Springer,
Moscow, (1988).

GIRALDO L., PAN-COLLANTES A. J., On the singular scheme of codimension
one holomorphic foliations in P3, Internat. J. Math, 7 (2010), 843-858.

GRIFFITHS, Ph. & HARRIS, J., Principles of Algebraic Geometry, Pure and
Applied Mathematics. Wiley-Interscience (John Wiley & Sons, Inc), New York,
(1978).

70



71

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

G()MEZ—MONT, X. & KEMPF, G., Stability of meromorphic vector fields in
projective spaces, Comment. Math. Helvetici 64, (1989), 462 - 473.

HARTSHORNE R., Algebraic Geometry, Graduate Texts in Mathematics, Sprin-
ger, New York, (1977)

HIZEBRUCH F., Topological Methods in Algebraic Geometry. Second corrected
printing of the third edition. Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaf-
ten, Band 131. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, (1978).

JACOBSON N., Basic Algebra II. Second edition. W. H. FREEMAN AND
COMPANY, New York, (1989).

LINS NETO, A. & SCARDUA, A. B. Folheacies algébricas complexas, 21°
Coléquio Brasileiro de Matemética, IMPA, Rio de Janeiro, (1997).

M()L, R. S. & SOARES, M. G., Indices de Campos Holomorfos e Aplicagoes,
Notas de aula, maio de 2001.

OKONEK C., SCHNEIDER M. & SPINDLER H., Vector bundles on complex
projective spaces, Progress in Mathematics, 3. Birkhaiiser (1980).

REEB G., Sur les warietés intégrables de champs delements de contact
complétement intégrables, C.R. Acad. Sci. Paris, 220, 1945 pg. 236-237.

REEB G., Sur les points singuliers dune forme de Pfaff complétement intégrable
ou d une fonction numérique, C.R. Acad. Sci. Paris, 222, 1946 pg. 847-849.

ROTMAN, J., Advanced Modern Algebra, Prentice Hall; 1st edition (2002); 2nd
printing (2003), ISBN: 0130878685

SEBASTIANI, M., Introducio a Geometria Analitica Complexa, 2 ed. Rio de
Janeiro: Publicagoes Matematicas do IMPA, ISBN: 978-85-244-0218-0, (2010).

TU, W.L., An introduction to manifolds, 2ed. Springer, (2010).



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Conceitos Preliminares
	Funções Holomorfas de Várias Variáveis
	Funções Holomorfas
	Germes de Funções Holomorfas
	Funções Meromorfas

	Variedades Complexas
	Fibrados Vetorias
	Fibrado Tangente a uma Variedade
	Fibrados associados à Hipersuperfícies Analíticas
	Fibrado Tautológico e Fibrado Hiperplano

	Feixes de Grupos Abelianos
	Limite Direto
	Morfismos entre feixes
	Feixes Localmente Livres e Fibrados Holomorfos
	Esquemas
	Cohomologia de Cech
	Sequências Exatas Longas de Cohomologia de Cech

	O Complexo Koszul
	Complexos de Cadeia e de Cocadeia
	Complexo de Koszul


	Folheações Holomorfas
	Folheações Holomorfas Regulares
	Fibrados Associados a uma Folheação
	Folheações Holomorfas sobre Pn
	Sequência de Euler

	Representação de Folheações Holomorfas em Coordenadas Homogêneas

	Determinação de Folheações Projetivas pelo seu Conjunto Singular
	Referêcias Bibliográficas

