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obtenção do t́ıtulo de Magister Scien-

tiae.

APROVADA: 21 de fevereiro de 2011.

———————————————–
Profa Margareth da Silva Alves

(Co-Orientadora)

———————————————–
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Resumo

VIEIRA, Ailton Luiz, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de 2011. Bi-

furcação de Hopf em um modelo para a dinâmica do v́ırus varicela-zoster .

Orientadora: Lucy Tiemi Takahashi. Co-orientadoras: Margareth da Silva Alves e Valéria

Mattos da Rosa.

Este trabalho propõe um sistema de equações diferenciais ordinárias composto por

cinco equações não lineares acopladas, numa estrutura baseada no modelo SIR de Ker-

mack e Mckendrick 1927, que visa descrever a dinâmica do v́ırus varicela-zoster na po-

pulação de humanos. Da análise de seus pontos de equiĺıbrio verificamos o surgimento

de uma bifurcação de Hopf. Espelhados no artigo Bifurcation analysis of a model for

biological control de Sotomayor et al., por meio da análise das condições de Hopf, de

não degenerescência e de transversalidade, garantimos o aparecimento de uma órbita

periódica.
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Abstract

VIEIRA, Ailton Luiz, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2011. Hopf

bifurcation in a model for the dynamics of varicella-zoster virus. Advisor:

Lucy Tiemi Takahashi. Co-advisors: Margareth da Silva Alves and Valéria Mattos da

Rosa.

This paper proposes a system of differential equations composed of five ordinary

nonlinear equations engaged in a structure based on the SIR model of Kermack and

McKendrick 1927, which aims to describe the dynamics of varicella-zoster virus in hu-

man populations. Analysis of its equilibrium points we find the emergence of a Hopf

bifurcation. Mirrored in article Bifurcation analysis of model for the biological control

of Sotomayor et al., through the Hopf analysis of the conditions of non-degeneracy and

transversality, we guarantee the appearance of a periodic orbit.
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Introdução 1

Introdução

Nas últimas décadas houve um aumento considerável no número de trabalhos con-

cernentes a abordagens quantitativas de fenômenos biológicos. Uma, destas abordagens,

tem sido a modelagem matemática na tentativa de descrever as complexas interações

entre os seres vivos. Os modelos matemáticos têm ajudado tanto na compreensão dos

fenômenos quanto na previsão do que pode acontecer a uma determinada população, e

ainda, avaliar se uma determinada ação foi (ou será) eficaz, levando em conta os recursos

dispońıveis. No entanto, a grande maioria dos fenômenos que se apresentam à mode-

lagem matemática são excessivamente complexos para serem analisados em todos os seus

detalhes [2]. O que se faz é isolar o campo de estudo de forma apropriada de modo que o

problema seja tratável e, ao mesmo tempo, mantendo sua relevância. Mas, isto se trata

do método cient́ıfico anaĺıtico iniciado por Galileu (1564-1642).

O ramo da modelagem matemática que se dedica ao estudo das doenças é denomi-

nado epidemiologia matemática e, um de seus principais triunfos foi a formulação de um

modelo simples capaz de prever um comportamento muito próximo do observado para

inúmeras epidemias. Trata-se do modelo SIR proposto por Kermack e Mckendrick em

1927, que é descrito pelo sistema

dS

dt
= −βSI

dI

dt
= βSI − αI

dR

dt
= αI,

onde S é o número de pessoas sujeitas à infecção, I o número de pessoas infectadas e R o

número de pessoas que desenvolveram a doença e foram removidas (se tornaram imunes),

no instante de tempo t. As constantes positivas β e α são as taxas de infecção e remoção,

respectivamente [2].

O modelo que propomos, é uma reformulação do modelo apresentado em Vieira

e Takahashi [15] que foi baseado no modelo SIR + IR, composto por cinco equações



Introdução 2

diferenciais acopladas

S ′ =
dS

dt
= µ(N − S)− βSIv − ϕSIz

I ′v =
dIv
dt

= −(µ+ γv)Iv + βS(1− Iv
c1
)Iv + ϕS(1− Iz

c2
)Iz

R′
v =

dRv

dt
= −µRv + γvIv − αRv

I ′z =
dIz
dt

= −µIz + αRv − γzIz

R′
z =

dRz

dt
= −µRz + γzIz + βS

I2v
c1

+ ϕS
I2z
c2
,

onde S, Iv, Rv, Iz e Rz são compartimentos da população de humanos, subpopulações,

c1 e c2 são os suportes populacionais de Iv e Iz, respectivamente, na dinâmica da sub-

população Iv. Este sistema é uma proposta de modelagem da dinâmica, na população

humana, do v́ırus varicela-zoster, que é o agente causador da varicela (catapora) e do

herpes-zóster (cobreiro).

De um modo geral, os modelos epidemiológicos propostos na literatura, procuram

explicar a dinâmica da doença e propor algum controle para o caso em que a doença

não desapareça da população por si mesma. Isso acontece quando a dinâmica da doença

apresenta pontos de equiĺıbrio onde ocorre coexistência. No caso do v́ırus varicela-zoster,

o homem é seu único hospedeiro. Nossa indagação é a seguinte: por que o v́ırus não se

“extingue”? Uma explicação que nos parece plauśıvel, que buscamos responder com o

modelo proposto, é a presença do herpes-zóster (cobreiro), em sua dinâmica.

Para realizarmos estes estudos, inicialmente no Caṕıtulo 1 fizemos uma breve in-

trodução de bifurcação e apresentamos as principais definições que serão utilizadas nos

demais caṕıtulos.

No Caṕıtulo 2 fizemos um estudo da bifurcação de Hopf genérica para um sistema

bidimensional e, depois lançamos mãos do método da projeção para reduzir o estudo da

mesma em um sistema de EDO’s n-dimensional ao caso bidimensional já estudado. Por

último, apresentamos como exemplo o artigo Bifurcation analysis of a model for biological

control de Jorge Sotomayor, Luis Fernando Mello, Danilo B. Santos e Denis C. Braga [14].

No Caṕıtulo 3, fizemos um estudo mais completo do modelo SIR + IR, proposto

em [15], no que diz respeito aos seus pontos de equiĺıbrio e em seguida um estudo do novo

modelo. Este novo modelo apresenta pontos de equiĺıbrio não hiperbólicos fazendo uso

da teoria desenvolvida no Caṕıtulo 2 e, lançando mãos da técnica utilizada no trabalho

de Sotomayor et al. [14], verificamos que, nestes pontos, ocorrem bifurcações de Hopf não

degeneradas. Com a presença desta bifurcação, garantimos a formação de um ciclo limite
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instável envolvendo um ponto de equiĺıbrio não trivial por uma pequena bacia atratora.

Ficou constatado, pela análise dos equiĺıbrios deste sistema, que havendo suporte ou não

nas populações, a coexistência entre infectados por varicela e sadios é duradoura.

Por fim, no Caṕıtulo 4, apresentamos nossas considerações finais.

Nas demonstrações (nas que foram realizadas numericamente) e demais cálculos

computacionais, utilizamos o software Mathematica [16] e o software Matlab. Os notebooks

utilizados no Software Mathematica são apresentados nos anexos I, II e III.



Caṕıtulo 1

Prerequisitos

Apresentamos neste caṕıtulo algumas definições e resultados que serão necessários

para o desenvolvimento dos próximos caṕıtulos. Nosso objetivo é estudar fenômenos

biológicos que são modelados por sistemas de Equações Diferenciais Ordinárias (EDO’s)

da forma

x′ =
dx

dt
= f(x), x ∈ Rn (1.1)

onde o tempo varia continuamente em R e f é uma função suave, isto é, a classe de

diferenciabilidade de f é suficientemente grande.

Quando f é uma função linear de x, sabemos explicitar a solução geral para o

sistema (1.1) em qualquer instante de tempo t [10]. Porém, na grande maioria das vezes

em que modelamos um fenômeno, f é não linear. E ao linearizarmos o sistema (1.1),

determinamos a matriz jacobiana J(x), n× n, dada por

J(x) =


∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x) · · · ∂fn
∂xn

(x)

 .

Definição 1.1 Uma função diferenciável ϕ : I ⊂ R → Rn tal que ϕ′(t) = f(ϕ(t)), ∀t ∈ I,

é dita uma solução ou curva integral do sistema (1.1).

A tragetória descrita por uma curva integral do sistema (1.1) é uma órbita deste

sistema. Uma órbita é dita fechada, ou periódica, se ela não é constante e nem injetora.

Sendo γ uma órbita fechada de (1.1) e Uγ uma vizinhança desta órbita, dizemos que γ é

isolada se for a única órbita fechada a interceptar Uγ.

Como o sistema (1.1) é autônomo, isto é, a função f não depende explicitamente

do tempo, podemos falar em ponto de equiĺıbrio.

Definição 1.2 Dizemos que x0 ∈ Rn tal que f(x0) = 0 é um ponto de equiĺıbrio (ou

ponto singular) do sistema (1.1).

4
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Definição 1.3 Um ponto singular x0 do sistema (1.1) é estável quando para toda vizi-

nhança U1 de x0 existir uma vizinhança U2 de x0 tal que toda solução ϕ(t) de

x′ = f(t, x), f : Ω ⊂ R× Rn → Rn,

com ϕ(0) ∈ U2 está definida e em U1, para todo t ≥ 0. Se além disso lim
t→+∞

ϕ(t) = x0,

então x0 é assintoticamente estável. Quando x0 é não estável, dizemos que x0 é

instável.

Definição 1.4 Dizemos que x0 é equiĺıbrio hiperbólico do sistema (1.1), se é ponto de

equiĺıbrio e todos os autovalores da matriz jacobiana, J(x0), associada ao sistema (1.1),

tem partes reais diferentes de zero.

Porém, se pelo menos um autovalor de J(x0) tem parte real nula, x0 é dito um

ponto não hiperbólico. E ainda, um ponto não-singular é dito um ponto regular.

Definição 1.5 Um ponto singular hiperbólico x0 do sistema (1.1) é um atrator se todos

os autovalores da matriz jacobiana J(x0) tem partes reais negativas.

Definição 1.6 Seja x0 um ponto singular do sistema (1.1). Ao conjunto de todas as

posśıveis condições iniciais, cujas órbitas iniciando nelas tendem a x0, denominamos

bacia de atração de x0.

De um modo geral, todo ponto singular, x0, do sistema (1.1), que possuir uma bacia

de atração, será chamado um atrator deste sistema.

Definição 1.7 Um ponto de equiĺıbrio hiperbólico x0 do sistema (1.1) é um repulsor se

todos os autovalores da matriz jacobiana J(x0) tem partes reais positivas.

Definição 1.8 Um ponto de equiĺıbrio hiperbólico x0 do sistema (1.1) é uma sela se

a matriz jacobiana J(x0) tem pelo menos dois autovalores com sinais das partes reais

opostos.

Usaremos a notação sela n−p para indicar uma sela com n autovalores com partes

reais negativas e p autovalores com partes reais positivas.

Sendo os autovalores de J(x0) as ráızes de seu polinômio caracteŕıstico, podemos

saber se o sinal das partes reais destes autovalores são negativas ou não por um critério

sobre seu polinômio caracteŕıstico. Descrevemos a seguir o critério de estabilidade para

polinômios reais conhecido como o Critério de Routh-Hurwitz, vide Pontryagin [11].
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Teorema 1.1 (Critério de Routh-Hurwitz) Seja

p(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a2λ
2 + a1λ+ a0, an > 0, (1.2)

polinômio com coeficientes reais de grau n. Para determinar a estabilidade de (1.2) es-

crevemos a seguinte matriz n× n

M =



an−1 an−3 an−5 · · · 0

an an−2 an−4 · · · 0

0 an−1 an−3 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · · · · a2 a0


.

Então, o polinômio (1.2) é assintoticamente estável (todas as ráızes com partes reais

negativas) se, e somente se, todos os menores principais de M são positivos, ou seja,

∆k(M) > 0, k = 1, . . . , n.

Corolário 1.1 Seja

p(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a2λ
2 + a1λ+ a0, an > 0,

polinômio com coeficientes reais de grau n.

1. Se n = 3, então p é assintoticamente estável se, e somente se, a2, a1, a0 > 0 e

a2a1 > a3a0.

2. Se n = 4, então p é assintoticamente estável, se e somente se,

a4, a3, a2, a1, a0 > 0 e a3a2a1 − a4a
2
1 − a23a0 > 0.

Lema 1.1 Sendo n = 4 e a4, a3, a2, a1, a0 > 0, o polinômio (1.2) possuirá um par de

ráızes puramente imaginárias se, e somente se,

a3a2a1 − a4a
2
1 − a23a0 = 0.

Prova:

Suponhamos λ0 = iω0, ω0 > 0, raiz de a4λ
4 + a3λ

3 + a2λ
2 + a1λ+ a0 = 0.

Substituindo λ0 na equação, temos

a4ω
4
0 − a3iω

3
0 − a2ω

2
0 + a1(iω0) + a0 = 0 ⇔ (a4ω

4
0 − a2ω

2
0 + a0) + i(−a3ω

3
0 + a1ω0) = 0
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⇔

{
a4ω

4
0 − a2ω

2
0 + a0 = 0

−a3ω
3
0 + a1ω0 = 0

⇔

{
a4ω

4
0 − a2ω

2
0 + a0 = 0

−a3ω
2
0 + a1 = 0

⇔

 a4ω
4
0 − a2ω

2
0 + a0 = 0

ω2
0 =

a1
a3

.

O último sistema é equivalente a,

a3a2a1 − a4a
2
1 − a23a0 = 0.

Como ai ∈ R, i = 0, 1, 2, 3, 4, segue que λ̄ = −iω0 também é raiz de

a4λ
4 + a3λ

3 + a2λ
2 + a1λ+ a0 = 0.

Logo, temos a equivalência desejada.

Retomando agora ao modelo matemático (1.1), este fica, em geral, dependendo de

parâmetros de controle, cujos valores são determinados pelas caracteŕısticas das popu-

lações e por suas interações. A variação destes parâmetros provoca perturbações neste

sistema de EDO’s, como no exemplo abaixo.

Exemplo 1.1 Consideremos o sistema bidimensional
dx1

dt
= −x2 + x1(α− x2

1 − x2
2)

dx2

dt
= x1 + x2(α− x2

1 − x2
2),

onde α ∈ R é um parâmetro de controle.

α<0 α=0 α>0

Figura 1.1: Quando o parâmetro α passa pelo seu valor cŕıtico α0 = 0 o retrato de fase

do sistema muda a configuração.
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Na Figura 1.1, ilustramos o que acontece com o retrato de fase deste sistema quando

α varia nos reais.

Note que, a mundança no retrato de fase ocorre justamente para o valor α0 = 0 e,

para este valor, a origem é um ponto singular não hiperbólico deste sistema. Logo, de-

pendendo da variação dos parâmetros de controle, pode ocorrer equiĺıbrio não hiperbólico

no sistema (1.1).

Pequenas perturbações de um sistema produzem outros sistemas aproximados ao sis-

tema original. Queremos saber, quando estes continuarão com as mesmas caracteŕısticas

do sistema original.

Definição 1.9 (equivalência topológica) Os sistemas

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm (1.3)

y′ = g(y, β), y ∈ Rn, β ∈ Rm, (1.4)

são ditos localmente topologicamente equivalentes em torno da origem se existir

uma aplicação (x, α) 7→ (hα(x), k(α)), definida numa vizinhança V = U0×V0 ⊂ Rn×Rm

de (x, α) = (0, 0), satisfazendo

i) k : Rm → Rm é um homeomorfismo definido em V0.

ii) hα : Rn → Rn é um homeomorfismo para cada α, definido na vizinhança U0 de

x = 0, h0(0) = 0, levando órbitas de (1.3) contidas em U0 em órbitas de (1.4) em

hα(U0), preservando a direção do tempo.

Definição 1.10 (estabilidade estrutural) Digamos que o sistema (1.1) seja da forma

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm.

Para α0 fixo, x′ = f(x, α0) é estruturalmente estável se existe ε > 0 tal que x′ =

f(x, α) é localmente topologicamente equivalente a x′ = f(x, α0) sempre que ∥ α−α0 ∥< ε.

Pelas definições anteriores, dado x ∈ Rn, ou ele é regular, ou ele é singular para

o sistema (1.1). Sabemos do Teorema do Fluxo Tubular [13] que próximo a um ponto

regular o fluxo do sistema (1.1) não é senśıvel a pequenas perturbações. Por outro lado,

pelo Teorema de Hartman-Grobman [13] juntamente com a equivalência topológica de

sistemas lineares hiperbólicos, próximo a um ponto singular hiperbólico o fluxo deste

sistema também não é senśıvel a pequenas perturbações. Portanto, se acontecer perda de

estabilidade estrutural, esta será próxima a um equiĺıbrio não hiperbólico deste sistema

[12].
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Neste trabalho, trataremos com maior zelo os pontos de equiĺıbrio não hiperbólicos.

Denominamos bifurcação à perda de estabilidade estrutural [8]. Procuramos simpli-

ficar ao máximo o sistema perto de um ponto de equiĺıbrio não hiperbólico onde ocorrer

bifurcação. A esta forma simplificada denominamos Forma Normal da bifurcação [9].

Há vários tipos de bifurcação, por exemplo, no caso unidimensional a um parâmetro,

ocorre: transcŕıtica, forquilha e dobra, a qual apresentamos um exemplo.

Exemplo 1.2 (bifurcação de dobra) Suponha que o sistema (1.1) seja o modelo de

crescimento populacional

y′ = f(y, b) =
2y2

1 + y2
− b2y,

onde b > 0 é concentração de uma substância qúımica e b2 é a taxa de mortalidade da

espécie em questão.

Note que o ponto (0, b) é um equiĺıbrio assintoticamente estável deste sistema para

todo b > 0. Em outras palavras, uma pequena população inicial será extinta pela presença

da substâcia qúımica.

Como

f(1, 1) = 0 e
∂f

∂y
(1, 1) = 0,

o ponto (y, b) = (1, 1) é um equiĺıbrio não hiperbólico deste modelo.

Fazendo a mudança de variáveis x = y − 1, c = b− 1, transladamos nosso sistema

de modo que

x′ = f(x, c) = 2− 2

1 + (x+ 1)2
− (c+ 1)2(x+ 1)

e

f(0, 0) = 0 e
∂f

∂x
(0, 0) = 0

ou seja, o ponto de equiĺıbrio não hiperbólico é transladado para a origem.

Fazendo o desenvolvimento de Taylor em torno de (0, 0) deste sistema transladado

e tomando a aproximação de ordem dois, temos

x′ = −2c− x2

2
− 2xc− c2.

Fazendo agora a mudança de variáveis ξ = x− δ, obtemos

ξ′ = (−2c− c2 − 2δc− δ2

2
) + (−2c− δ)ξ − ξ2

2
.

Para δ = −2c, eliminamos o termo de ordem um e escrevemos

ξ′ = (−2c+ c2)− ξ2

2
.
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Para c ≈ 0 temos c2 menor ainda dáı, desprezando c2 e fazendo β = 2c, obtemos

ξ′ = −β − ξ2

2
.

Assim, com um reescalonamento linear por η =
ξ

2
, obtemos

η′ = −β

2
− η2.

Por último, fazendo µ =
β

2
, chegamos a

η′ = −µ− η2,

que é chamada forma normal deste modelo de crescimento populacional, próximo ao ponto

de equiĺıbrio não hiperbólico, (0, 0).

Note que,

η′ = −µ− η2 = f(η, µ).

Para determinar os equiĺıbrios devemos resolver

−µ− η2 = 0.

Se µ < 0, η = ±
√
−µ, são os equiĺıbrios.

Se µ > 0, η2 = −µ, absurdo.

Se µ = 0, η = 0, único equiĺıbrio.

Como
∂f

∂η
(
√
−µ) = −2

√
−µ < 0,

η =
√
−µ é estável e, sendo

∂f

∂η
(−

√
−µ) = 2

√
−µ > 0,

η = −
√
−µ é instável.

Lembrando que

µ =
β

2
≈ 2c = 2(b− 1),

temos as seguintes situações:

• Se 0 < b < 1 (µ < 0), e população inicial não for muito pequena, ela crescerá até

atingir um equiĺıbrio assintoticamente estável.

• Se 0 < b < 1 (µ < 0), e população inicial for grande, ela decrescerá até atingir um

equiĺıbrio assintoticamente estável.
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• Se 0 < b < 1 (µ < 0), e população inicial for muito pequena, ela será extinta.

• Se b ≥ 1, a taxa de mortalidade, b2, levará a população à extinção independente-

mente do seu tamanho inicial.

• Em b = 1 (µ = 0), é onde ocorre essa mudança na configuração do retrato de fase

deste sistema.

Sendo assim, dependendo do valor real do parâmetro b, um par de pontos de equiĺıbrio,

um assintoticamente estável e outro instável, é formado ou destrúıdo. Isto caracteriza a

chamada bifurcação de dobra ou sela-nó.

De um modo geral, se o sistema (1.1) for da forma

x′ = f(x, c), x, c ∈ R

com (x∗, c∗) ponto singular não hiperbólico. E ainda, se

∂f

∂c
(x∗, c∗) ̸= 0,

∂2f

∂x2
(x∗, c∗) ̸= 0,

então próximo a (x∗, c∗) o sistema (1.1) é localmente topologicamente equivalente a uma

das seguintes formas normais
dη

dt
= ±µ± η2

e a bifurcação de dobra é conhecida.

Os detalhes da dedução da forma normal da bifurcação de dobra, bem como outras

formas normais de bifurcações elementares, podem ser conferidas em Panfilov [9].

Seguindo o propósito deste trabalho, passamos a estudar a bifurcação de Hopf no

caṕıtulo seguinte. Para tal estudo, seguimos o livro de Kuznetsov [7].



Caṕıtulo 2

Bifurcação de Hopf

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo da bifurcação de Hopf quando o sistema

de Equações Diferenciais Ordinárias (EDO’s) envolvido é n-dimensional [7]. Para maior

compreensão apresentamos primeiro o caso bidimensional.

Para tanto, na Seção 2.1, definimos a forma normal bidimensional da bifurcação de

Hopf. Em seguida, na Seção 2.2, estudamos a bifurcação de Hopf genérica no caso bidi-

mensional. Já na Seção 2.3 lançamos mãos do método da projeção para reduzir o estudo

do caso n-dimensional ao caso bidimensional, já estudado. E, finalmente, na Seção 2.4,

apresentamos como exemplo o artigo Bifurcation analysis of a model for biological control

de Sotomayor et al. [14], onde é feita uma análise de bifurcação de Hopf num sistema

com quatro EDO’s acopladas que modela a interação entre duas espécies biológicas.

2.1 Definição da forma normal bidimensional

Consideremos o sistema de EDO’s dependendo do parâmetro α ∈ R como segue(
x′
1

x′
2

)
=

(
α −1

1 α

)(
x1

x2

)
± (x2

1 + x2
2)

(
x1

x2

)
. (2.1)

Para todo α, o ponto (x1, x2) = (0, 0) é equiĺıbrio do sistema (2.1) com matriz jacobiana

A = J(0, 0) =

(
α −1

1 α

)
,

que possui λ1 = α + i e λ2 = α − i como autavalores. Introduzindo a variável complexa

z = x1 + ix2, e usando

x′
1 = αx1 − x2 ± x1(x

2
1 + x2

2), e x′
2 = x1 + αx2 ± x2(x

2
1 + x2

2),

12
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temos
z′ = x′

1 + ix′
2

= α(x1 + ix2) + i(x1 + ix2)± (x1 + ix2)(x
2
1 + x2

2).

Logo, o sistema (2.1) tem a seguinte forma complexa

z′ = (α+ i)z ± z|z|2. (2.2)

Para a representação z = ρeiθ, temos

z′ = ρ′eiθ + ρiθ′eiθ.

Dáı, substituindo z = ρeiθ em (2.2), escrevemos

z′ = ρ′eiθ + ρiθ′eiθ = ρeiθ(α+ i± ρ2).

E finalmente, da igualdade acima temos o sistema{
ρ′ = ρ(α± ρ2)

θ′ = 1.
(2.3)

que é a forma polar de (2.2). Da primeira equação de (2.3) temos ρ = 0 um ponto de

equiĺıbrio para qualquer valor de α (só faz sentido para ρ ≥ 0). Dependendo do sinal do

termo cúbico em (2.3), outro ponto de equiĺıbrio surgirá, para determinados valores de

α.

Trabalhemos, por exemplo, com o sinal negativo do termo cúbico em (2.3), ou seja,

o sistema {
ρ′ = ρ(α− ρ2)

θ′ = 1.
(2.4)

Para α > 0, ρ(α) =
√
α é um ponto de equiĺıbrio que descreve uma órbita periódica cir-

cular com velocidade constante. Como observamos acima, ρ = 0 é sempre um equiĺıbrio,

e neste caso, é um atrator se α < 0, um repulsor se α > 0 e um atrator fraco (não atrai

exponencialmente) para α = 0. Para cada valor de α > 0, este equiĺıbrio na origem fica

cercado por uma órbita isolada e fechada (ciclo limite) que é única e atratora. Neste

caso, o ciclo limite é uma circunferêcia de raio ρ(α) =
√
α. Qualquer órbita externa ou

interna a este ciclo, salvo a origem, tendem para ele quando t → +∞, vide Figura 2.1.

A este fenômeno de geração de uma órbita periódica e a mudança de estabilidade

do ponto pela perturbação no parâmetro α chamamos de bifurcação de Hopf ou bi-

furcação de Andronov-Hopf.
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α<0 α=0 α>0

Figura 2.1: Retrato de fase da famı́lia de EDO’s (2.4) com a presença de uma bifurcação

de Hopf.

Para o sinal positivo do termo cúbico em (2.3), o sistema{
ρ′ = ρ(α+ ρ2)

θ′ = 1,
(2.5)

pode ser analisado da mesma maneira. Teremos também bifurcação de Hopf para α = 0,

porém ao contrário de (2.4), o ciclo limite surgirá para α < 0 e é repulsor. A origem

é um foco repulsor se α > 0, um foco repulsor fraco (não expulsa exponencialmente) se

α = 0, um foco atrator se α < 0. Para cada valor de α < 0, este equiĺıbrio na origem

fica cercado por um ciclo limite que é único e repulsor. Neste caso, o ciclo limite é uma

circunferêcia de raio ρ(α) =
√
−α. Qualquer órbita externa ou interna a este ciclo, salvo

a origem, tendem para ele quando t → −∞.

Definição 2.1 Denominamos forma normal da bifurcação de Hopf o sistema

(2.1), ou equivalentemente, (2.2) ou (2.3).

Uma vez definida a forma normal da bifurcação de Hopf, na próxima seção, es-

tudamos as condições que um sistema bidimensional deve cumprir para que ele seja

localmente topologicamente equivalente a esta forma normal.

2.2 Bifurcação de Hopf genérica no caso bidimen-

sional

Nesta seção, estudamos as condições que devem ser impostas sobre um sistema de

EDO’s bidimensional para que ele seja localmente topologicamente equivalente à forma

normal da bifurcação de Hopf, sistema (2.1) da Seção 2.1. Estas condições são dadas no

Teorema 2.1 que se encontra no final desta seção. O Teorema 2.1 segue dos Lemas 2.1 a

2.7, que apresentaremos a seguir.
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Observação 2.1 Nos Lemas 2.1 a 2.7 consideramos o sistema(
x′
1

x′
2

)
=

(
α −1

1 α

)(
x1

x2

)
− (x2

1 + x2
2)

(
x1

x2

)
. (2.6)

Como vimos na seção anterior, este sistema representa a forma normal da bifurcação de

Hopf com surgimento de uma órbita periódica atratora. Para o outro sistema(
x′
1

x′
2

)
=

(
α −1

1 α

)(
x1

x2

)
+ (x2

1 + x2
2)

(
x1

x2

)
os resultados são análogos.

Lema 2.1 O sistema(
x′
1

x′
2

)
=

(
α −1

1 α

)(
x1

x2

)
− (x2

1 + x2
2)

(
x1

x2

)
+O(∥ x ∥4), (2.7)

onde x = (x1, x2)
t e O(∥ x ∥4) representa os termos de ordem maior ou igual a quatro e

depende suavemente de α, é localmente topologicamente equivalente em torno da origem

ao sistema (2.6).

Prova:

A demonstração deste lema será feita em duas partes: Existência e unicidade do

ciclo e Construção do homeomorfismo.

Parte 1 (Existência e unicidade do ciclo) Fazendo a mudança polar x1 = ρ cos θ e

x2 = ρ sen θ em (2.7) obtemos{
ρ′ cos θ − ρθ′ sen θ = ρα cos θ − ρ sen θ − ρ3 cos θ + f(ρ, θ)

ρ′ sen θ + ρθ′ cos θ = ρ cos θ + ρα sen θ − ρ3 sen θ + g(ρ, θ).
(2.8)

Multiplicando a primeira e segunda equações de (2.8) por cos θ e sen θ, respectivamente

e, somando os resultados, temos

ρ′ = ρ(α− ρ2) +O(|ρ|4).

Agora multiplicando a primeira e segunda equações de (2.8) por − sen θ e cos θ, respec-

tivamente e, somando os resultados, temos

θ′ = 1 +O(|ρ|3).

Logo, o sistema (2.7) nas coordenadas polares (ρ, θ), é dado por{
ρ′ = ρ(α− ρ2) + Φ(ρ, θ)

θ′ = 1 + Ψ(ρ, θ),
(2.9)
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onde Φ = O(|ρ|4) e Ψ = O(|ρ|3) que dependem suavemente de α.

Por [13] a existência de um ciclo limite em (2.9) é equivalente a existência de um

ponto fixo na transformação de Poincaré (ou transformação de primeiro retorno)

de (2.9). Sendo assim, passamos a analisar a transformação de primeiro retorno deste

sistema.

Uma órbita de (2.9) iniciando em (ρ, θ) = (ρ0, 0) tem a representação dada pela

Figura 2.2.

 θ

01
ρ ρ ρ

Figura 2.2: Transformação de retorno em uma vizinhança da origem.

Escrevendo ρ = ρ(θ, ρ0), ρ0 = ρ(0, ρ0), pela regra da cadeia, obtemos

ρ′ =
dρ

dθ
θ′.

Dáı, substituindo nesta última equação ρ′ e θ′ por suas expressões dadas em (2.9), temos

dρ

dθ
=

ρ(α− ρ2) + Φ(ρ, θ)

1 + Ψ(ρ, θ)
= ρ(α− ρ2) +R(ρ, θ), (2.10)

onde

R(ρ, θ) =
Φ(ρ, θ)− ρ(α− ρ2)Ψ(ρ, θ)

1 + Ψ(ρ, θ)
.

Note que a transformação de (2.9) em (2.10) é equivalente a uma reparametrização do

tempo com θ′ = 1 e assim, o tempo de retorno para o semieixo θ = 0 é constante igual a

2π para qualquer órbita partindo deste eixo com ρ0 > 0. Como ρ(θ, 0) = 0, expandindo

ρ(θ, ρ0) por Taylor, temos a seguinte expressão

ρ = u1(θ)ρ0 + u2(θ)ρ
2
0 + u3(θ)ρ

3
0 +O(|ρ|4).
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Substituindo em (2.10), temos

dρ

dθ
=

d

dθ
(u1(θ)ρ0 + u2(θ)ρ

2
0 + u3(θ)ρ

3
0 + · · · )

= (u1(θ)ρ0 + u2(θ)ρ
2
0 + u3(θ)ρ

3
0 + · · · )[α− (u1(θ)ρ0 + u2(θ)ρ

2
0 + u3(θ)ρ

3
0 + · · · )2]

+R(ρ, θ)

= u1(θ)ρ0α+ u2(θ)ρ
2
0α+ u3(θ)ρ

3
0α− u3

1(θ)ρ
3
0 + · · ·+R(ρ, θ),

e das correspondentes potências de ρ0 vem as seguintes EDO’s

du1

dθ
= u1α,

du2

dθ
= u2α,

du3

dθ
= u3α− u3

1.

Para obtermos ρ = ρ0 em θ = 0, devemos ter u1(0) = 1, u2(0) = u3(0) = 0. Dáı,

resolvendo os problemas com valores iniciasi (PVI’s) resultantes, temos

u1(θ) = eαθ, u2(θ) = 0 e u3(θ) = eαθ
1− e2αθ

2α
.

Como u1(θ), u2(θ) e u3(θ) são independentes de R(ρ, θ) e,

u3(2π) = e2πα
1− e2(2πα)

2α

=
e2πα

2α
(1− (1 + 2(2πα) +

(2(2πα))2

2!
+ · · · ))

= −e2πα(2π +O(α)),

concluimos que a transformação de primeiro retorno ρ0 7→ ρ1 = ρ(2π, ρ0) tem a forma

ρ1 = u1(θ)ρ0 + u2(θ)ρ
2
0 + u3(θ)ρ

3
0 +O(|ρ0|4)

= e2παρ0 − e2πα[2π +O(α)]ρ30 +O(|ρ0|4),
(2.11)

para qualquer R = O(|ρ0|4). A transformação (2.11) pode ser analisado para ρ0 e |α|
suficientemente pequenos. Existe uma vizinhança da origem onde essa transformação

tem somente o ponto fixo trivial para pequenos valores de α < 0 e um ponto fixo extra,

ρ∗0 =
√
α+ · · · , para valores de α > 0, vide Figura 2.3.

De fato, sendo α > 0, escrevendo a transformação (2.11) na forma

ρ1 = ρ0S̃(α, ρ0); S̃(α, ρ0) = e2πα(1− [2π +O(α)]ρ20) +O(|ρ0|3),

percebemos que a transformação terá um ponto fixo ρ0 > 0 se, e somente se, S̃(α, ρ0) = 1

tiver solução. Isto é,

S̃(α, ρ0) = 1 ⇔ e2πα(1− [2π +O(α)]ρ20) +O(|ρ0|3) = 1

⇔ 1− [2π +O(α)]ρ20 +O(|ρ0|3)− e−2πα = 0.
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Tomando S(α, ρ0) = 1− [2π+O(α)]ρ20+O(|ρ0|3)− e−2πα temos S(0, 0) = 0 e
∂S

∂α
(0, 0) =

2π ̸= 0. Logo, pelo Teorema da Função Impĺıcita, podemos escrever

S(α, ρ0) = S(α(ρ0), ρ0) = 0, para ρ0 << 1. (2.12)

Dáı, derivando implicitamente a equação (2.12), obtemos α(0) = α′(0) = 0, α′′(0) = 2,

de modo que a expansão de Taylor para α(ρ0), em torno da origem, é dada por

α(ρ0) = ρ20 + · · ·

que é injetiva para ρ0 ≥ 0. Portanto, α(ρ0) ≈ ρ20 ⇒ ρ∗0(α) =
√
α+ · · · , α > 0.

Assim, a transformação de primeiro retorno do sistema (2.9) tem um único ponto

fixo para ρ > 0, o que é equivalente à existência de um único ciclo no sistema (2.9) para

ρ << 1.

ρ
1

ρ
0ρ(α)∗

0

α=0

α>0

α<0

0

Figura 2.3: Ponto fixo da transformação de Poincaré.

Provemos agora a estabilidade do ponto fixo. Derivando ρ1 = ρ0S̃(α, ρ0) com relação

a ρ0, obtemos
dρ1
dρ0

= S̃(α, ρ0) + ρ0
∂S̃

∂ρ0
(α, ρ0).
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Como S̃(α(ρ∗0), ρ
∗
0) = 1 e,

ρ0
∂S̃

∂ρ0
(α, ρ0) = ρ20(−2e2πα[2π +O(α)] +O(|ρ0|))

segue que,

ρ∗0
∂S̃

∂ρ0
(α(ρ∗0), ρ

∗
0) < 0,

para pequenos valores de α(ρ∗0), ρ∗0 > 0 e assim,

dρ1
dρ0

(ρ∗0) < 1.

Levando em conta que o ponto fixo positivo da transformação corresponde a um

ciclo limite do sistema, podemos concluir que o sistema (2.6) (ou (2.7)), com quaisquer

termos O(|ρ|4), possui um único (e estável) ciclo limite bifurcando da origem quando

α > 0 como no sistema (2.1). Portanto, em outras palavras, os termos de ordem superior

não afetam o surgimento do ciclo limite numa vizinhança de (x1, x2) = (0, 0) com |α|
suficientemente pequeno.

Parte 2 (Construção do homeomorfismo) Fixemos 0 < α << 1. Ambos os sistemas

(2.6) e (2.7) possuem um único ciclo limite em alguma vizinhança da origem. Podemos

assumir realizada no sistema (2.7) uma reparametrização do tempo, resultando num

tempo de retorno constante 2π, vide parte 1. E ainda, que fizemos um escalonamento

linear nas coordenadas do sistema (2.7) de modo que o ponto de interseção do ciclo limite

com o semieixo horizontal seja x1 =
√
α.

( x , x  ) ( x , x  )

ρ ρ

τ

τ

1 2  1 2

0

0

0

0

∼ ∼

. .

Figura 2.4: Construção do homeomorfismo nas vizinhanças da bifurcação de Hopf.
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Defina a função x 7→ x̃ do seguinte modo. Tome x = (x1, x2) e encontre os valores

(ρ0, τ0), onde τ0 é o tempo mı́nimo que uma órbita do sistema (2.6) leva para alcançar

x partindo do semieixo horizontal com ρ = ρ0. Para o ponto deste eixo com ρ = ρ0,

construa uma órbita do sistema (2.7) no intervalo [0, τ0] partindo desse ponto. Denote o

ponto resultante por x̃ = (x̃1, x̃2), vide Figura 2.4. Assuma x̃ = 0 em x = 0.

A função assim construida é um homeomorfismo que, para α > 0, leva órbitas

do sistema (2.6), em alguma vizinhança da origem, em órbitas de (2.7), preservando a

direção do tempo. O caso α < 0 pode ser considerado da mesma maneira com uma nova

mudança de coordenadas.

Ficou provado com o Lema 2.1 que os termos de ordem superior a três não afetam o

comportamento da bifurcação. Nosso passo seguinte, é impor condições sobre um sistema

de EDO’s bidimensional de modo a transformá-lo no sistema (2.7) e, assim podemos

aplicar o Lema 2.1 e concluir a prova do Teorema 2.1.

Consideremos o sistema

x′ = f(x, α), x = (x1, x2)
t ∈ R2 e α ∈ R, (2.13)

onde f é uma função suave. Suponha que (2.13) tenha um ponto de equiĺıbrio x = 0 em

α = 0 com λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0 autovalores da matriz jacobiana. Pelo Teorema da Função

Impĺıcita, o sistema (2.13) tem um único equiĺıbrio x = x0(α) numa vizinhança da origem

para todo |α| << 1, desde que λ = 0 não seja autovalor de A = J(0, 0). Por mudança

de coordenadas podemos considerar o equiĺıbrio sempre na origem, isto é, x0(α) = 0 com

|α| << 1.

Logo, o sistema (2.13) pode ser escrito como

x′ = A(α)x+ F (x, α), (2.14)

onde F é uma função suave com componentes F1, F2 tendo expansão de Taylor em x com

termos de ordem maior ou igual a dois, F = O(∥ x ∥2). A matriz jacobiana A(α) possui

os autovalores

λ1(α) = λ(α), λ2(α) = λ̄(α),

onde

λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0.

Desta forma, temos o seguinte resultado.

Lema 2.2 Introduzindo uma variável complexa z o sistema (2.14) pode ser escrito, para

|α| << 1, como

z′ = λ(α)z + g(z, z̄, α), (2.15)
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onde g = O(|z|2) é função suave de z, z̄ e α.

Prova:

Seja q(α) ∈ C2 um autovetor de A(α) correspondente a λ(α),

A(α)q(α) = λ(α)q(α)

e seja p(α) ∈ C2 um autovetor de At(α) correspondente a λ̄(α),

At(α)p(α) = λ̄(α)p(α).

Como múltiplos escalares de p(α) e q(α) ainda são autovetores, podemos escrever

⟨p(α), q(α)⟩ = 1,

onde ⟨p, q⟩ = p̄1q1 + p̄2q2 é o produto escalar usual de C2.

Qualquer x ∈ R2 é escrito de modo único, para |α| << 1, como

x = zq(α) + z̄ q̄(α),

para algum complexo z.

Para x = zq(α) + z̄ q̄(α), temos

⟨p(α), x⟩ = z⟨p(α), q(α)⟩+ z̄⟨p(α), q̄(α)⟩ = z + z̄⟨p(α), q̄(α)⟩ = z,

desde que ⟨p(α), q̄(α)⟩ = 0. Como A é matriz real, Aq = Ā q̄ = Aq̄ = λ̄q̄ e assim,

⟨p, q̄⟩ = ⟨p, 1
λ̄
Aq̄⟩ = 1

λ̄
⟨Atp, q̄⟩ = λ

λ̄
⟨p, q̄⟩ ⇒ (1− λ

λ̄
)⟨p, q̄⟩ = 0 ⇒ λ = λ̄ ou ⟨p, q̄⟩ = 0.

Mas, ω(α) > 0 para todo |α| << 1. Logo, λ ̸= λ̄ e assim, ⟨p, q̄⟩ = 0. Portanto,

z = ⟨p(α), x⟩. Como α é parâmetro, p′(α) = 0, e temos

z = ⟨p(α), x⟩ ⇒ z′ = ⟨p′(α), x⟩+ ⟨p(α), x′⟩ = ⟨p(α), x′⟩.

Por outro lado,

⟨p(α), x′⟩ = ⟨p(α), A(α)x+ F (x, α)⟩ = ⟨p(α), A(α)x⟩+ ⟨p(α), F (x, α)⟩

= ⟨p(α), A(α)(zq(α) + z̄ q̄(α))⟩+ ⟨p(α), F (x, α)⟩

= ⟨p(α), A(α)q(α)z⟩+ ⟨p(α), F (x, α)⟩

= ⟨p(α), λ(α)q(α)z⟩+ ⟨p(α), F (x, α)⟩

= λ(α)z⟨p(α), q(α)⟩+ ⟨p(α), F (x, α)⟩

= λ(α)z + ⟨p(α), F ((zq(α) + z̄ q̄(α)), α)⟩
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Logo, z′ = ⟨p(α), x′⟩ = λ(α)z + g(z, z̄, α), onde

g(z, z̄, α) = ⟨p(α), F ((zq(α) + z̄ q̄(α)), α)⟩.

Escrevendo o desenvolvimento de Taylor para g nas variáveis complexas z e z̄ temos

g(z, z̄, α) =
∑
k+l≥2

1

k!l!
gkl(α)z

kz̄l,

onde

gkl(α) =
∂k+l

∂zk∂z̄l
⟨p(α), F ((zq(α) + z̄ q̄(α)), α)⟩

∣∣
z=0

,

k + l ≥ 2, k, l = 0, 1, 2, . . . .

Suponha que em α = 0, F (x, α) seja representada por

F (x, 0) =
1

2
B(x, x) +

1

6
C(x, x, x) +O(∥ x ∥4),

onde B(x, y) e C(x, y, u) são funções multilineares de x, y, u ∈ R2 cujas coordenadas são

Bi(x, y) =
2∑

j,k=1

∂2Fi(ξ)

∂ξj∂ξk

∣∣∣
ξ=0

xjyk, i = 1, 2

e

Ci(x, y, u) =
2∑

j,k,l=1

∂3Fi(ξ)

∂ξj∂ξk∂ξl

∣∣∣
ξ=0

xjykul, i = 1, 2.

Dáı,

B(zq + z̄ q̄, zq + z̄ q̄) = z2B(q, q) + 2zz̄B(q, q̄) + z̄2B(q̄, q̄),

onde q = q(0), p = p(0) e os coeficientes gkj, k + l = 2, dos termos quadráticos de

g(z, z̄, 0) são dados por

g20 = ⟨p,B(q, q)⟩, g11 = ⟨p,B(q, q̄)⟩ e g02 = ⟨p,B(q̄, q̄)⟩.

De modo análogo, o coeficiente do termo z2z̄, é dado por

g21 = ⟨p, C(q, q, q̄)⟩.

Lema 2.3 A equação

z′ = λ(α)z +
g20
2
z2 + g11zz̄ +

g02
2
z̄2 +O(|z|3), (2.16)

onde λ = λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0, gij = gij(α), pode ser

transformada pela mudança de variáveis complexa

z = w +
h20

2
w2 + h11ww̄ +

h02

2
w̄2, (2.17)

para |α| suficientemente pequeno, na equação sem termos quadráticos

w′ = λw +O(|w|3).
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Prova:

A inversa de (2.17) é dada por

w = z − h20

2
z2 − h11zz̄ −

h02

2
z̄2 +O(|z|3).

A qual derivando, temos

w′ = z′ − h20zz
′ − h11(z

′z̄ + zz̄′)− h02z̄ z̄′ + · · · ·

Substituindo z′ pela equação (2.16) e organizando os coeficientes, temos

w′ = λz + (
g20
2

− λh20)z
2 + (g11 − λh11 − λ̄h11)zz̄ + (

g02
2

− λ̄h02)z̄
2 + · · · ·

Substituindo z como função de w pela equação (2.17), apenas λz tem termos de ordem

menor que três. Assim,

w′ = λw + (
g20
2

− λh20 +
1

2
λh20)w

2 + (g11 − λh11 − λ̄h11 + λh11)ww̄

+(
g02
2

− λ̄h02 +
1

2
λh02)w̄

2 +O(|w|3)

= λw +
1

2
(g20 − λh20)w

2 + (g11 − λ̄h11)ww̄ +
1

2
(g02 − (2λ̄− λ)h02)w̄

2 +O(|w|3).

Como λ(0) = iω0, ω0 > 0, podemos escolher

h20 =
g20
λ
, h11 =

g11
λ̄
, h02 =

g02
2λ̄− λ

e obter

w′ = λw +O(|w|3)

como queŕıamos.

Lema 2.4 A equação

z′ = λ(α)z +
g30
6
z3 +

g21
2
z2z̄ +

g12
2
zz̄2 +

g03
6
z̄3 +O(|z|4) (2.18)

pode ser transformada em

w′ = λw + c1w
2w̄ +O(|w|4),

pela mudança de variáveis complexa

z = w +
h30

6
w3 +

h21

2
w2w̄ +

h12

2
ww̄2 +

h03

6
w̄3. (2.19)
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Prova:

A inversa de (2.19) é dada por

w = z − h30

6
z3 − h21

2
z2z̄ − h12

2
zz̄2 − h03

6
z̄3 + · · · ·

Derivando, temos

w′ = z′ − h30

2
z2z′ − h21

2
(2zz̄z′ + z2z̄)− h12

2
(z′z̄2 + 2zz̄z̄′)− h03

2
z̄2z̄′ + · · ·

trocando z′ pela equação (2.18) e reorganizando seus termos, temos

w′ = λz + (
g30
6

− λh30

2
)z3 + (

g21
2

− λh21 −
λ̄h21

2
)z2z̄ + (

g12
2

− λh12

2
− λ̄h12)zz̄

2

+(
g03
6

− λ̄h03

2
)z̄3 +O(|z|4)

substituindo z, pela equação (2.19), temos

w′ = λw +
1

6
(g30 − 2λh30)w

3 +
1

2
(g21 − (λ+ λ̄)h21)w

2w̄ +
1

2
(g12 − 2λ̄h12)ww̄

2

+
1

6
(g03 + (λ− 3λ̄)h03)w̄

3 +O(|w|4).

Fazendo

h30 =
g30
2λ

, h12 =
g12
2λ̄

, h03 =
g03

3λ̄− λ
,

eliminamos os correpondentes termos cúbicos. No entanto, como λ = µ + iω, µ(0) =

0, ω(0) > 0, segue que, λ(0) + λ̄(0) = 0. Logo, não podemos tomar h21 =
g21

λ+ λ̄
e

consequentemente, não podemos eliminar o correspondente termo cúbico da equação.

Denotando c1 =
g21
2
, temos

w′ = λw + c1w
2w̄ +O(|w|4), (2.20)

como queŕıamos.

O termo cúbico w2w̄ em (2.20) é dito um termo ressonante e, o seu coeficiente é o

mesmo de z2z̄ na equação (2.18).

Lema 2.5 A equação

z′ = λz +
∑

2≤k+l≤3

1

k!l!
gkl(α)z

kz̄l +O(|z|4), (2.21)

onde λ = λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0 e gkl = gkl(α), pode ser

transformada pela mudança de variáveis complexa

z = w +
h20

2
w2 + h11ww̄ +

h02

2
w̄2 +

h30

6
w3 +

h12

2
ww̄2 +

h03

6
w̄3,
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para |α| << 1, na equação com somente o termo cúbico ressonante

w′ = λw + c1w
2w̄ +O(|w|4), c1 = c1(α). (2.22)

Prova:

Os Lemas 2.3 e 2.4 se aplicam aqui. Aplicando a transformação (2.17), com

h20 =
g20
λ
, h11 =

g11
λ̄
, h02 =

g02
2λ̄− λ

,

eliminamos os termos quadráticos, como no Lema 2.3. Vale lembrar que (2.17) também

altera os coeficientes dos termos cúbicos. O coeficiente
g21
2

de z2z̄ em (2.21), por exemplo,

foi modificado. Vamos representar o coeficiente do termo ressonante w2w̄ por
g∗21
2
. Pela

aplicação da transformação (2.19) do Lema 2.4 eliminamos os termos cúbicos com exceção

do termo ressonante w2w̄ e ainda, o coeficiente deste, continua sendo
g∗21
2
.

Precisamos calcular o coeficiente c1 a partir da equação (2.21). O valor de c1 será

dado pelo novo coeficiente
g∗21
2

do termo w2w̄ após aplicar a transformação quadrática

(2.17). Faremos isto no lema a seguir.

Lema 2.6 O coeficiente c1(α) da equação (2.20), com α = 0, é dado por

c1(0) =
i

2ω0

(g20g11 − 2|g11|2 −
1

3
|g20|2) +

g21
2
.

Prova:

Há duas maneiras de escrevermos z′ em termos de w e w̄. Substituindo (2.17) em

lugar de z na equação (2.21), temos

z′ = λw +
1

2
(λh20 + g20)w

2 + (λh11 + g11)ww̄ +
1

2
(λh02 + g02)w̄

2

+

(
g20h11 + g11

(
h20

2
+ h̄11

)
+

g02h̄02

2
+

g21
2

)
w2w̄ + · · · ·

(2.23)

Por outro lado, derivando (2.17) e substituindo w′ e seu conjugado w̄′ pela igualdade

(2.20), temos

z′ = w′ + h20ww
′ + h11(ww̄

′ + w′w̄) + h02w̄ w̄′

= λw + λh20w
2 + (λ+ λ̄)h11ww̄ + λ̄h02w̄

2 + c1w
2w̄ + · · · ·

(2.24)

Comparando os coeficientes de w2w̄ nas equações (2.23) e (2.24) e, usando

h20 =
g20
λ
, h11 =

g11
λ̄
, h02 =

g02
2λ̄− λ

,
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temos

c1(α) = g20
g11
λ̄

+ g11(
g20
2λ

+
ḡ11
λ
) +

g02ḡ02
2(2λ− λ̄)

+
g21
2

=
g20g11(2λ+ λ̄)

2|λ|2
+

|g11|2

λ
+

|g02|2

2(2λ− λ̄)
+

g21
2
,

(2.25)

para |α| << 1. Temos assim, a dependência suave de c1 com α, uma vez que, λ e gij são

funções suaves desse parâmetro. Logo, para o valor de bifurcação, α = 0, na equação

(2.25), temos

c1(0) =
g20g11(2iω0 − iω0)

2ω2
0

+
|g11|2

iω0

+
|g02|2

2(2iω0 + iω0)
+

g21
2

=
i

2ω0

(g20g11 − 2|g11|2 −
1

3
|g20|2) +

g21
2
,

(2.26)

como queŕıamos.

Nosso objetivo é reduzir a equação (2.19) do Lema 2.5 na forma normal estudada

inicialmente, ou seja, deve aparecer apenas o sinal de alguma expressão envolvendo c1

acompanhando o termo ressonante. Com esse intuito, vamos ao próximo lema.

Lema 2.7 Considere a equação

dw

dt
= (µ(α) + iω(α))w + c1(α)w|w|2 +O(|w|4),

onde µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0. Suponha µ′(0) ̸= 0 e Re(c1(0)) ̸= 0. Então a equação

acima pode ser transformada, por uma mudança de coordenadas, na equação

du

dθ
= (β + i)u+ su|u|2 +O(|u|4),

onde u é a nova coordenada complexa, β e θ os novos parâmetro e tempo, respectivamente

e, s = sinal Re(c1(0)).

Prova:

Como ω(α) > 0 para |α| << 1, introduzindo o novo tempo τ = ω(α)t, a direção do

tempo será preservada. Dáı,

dw

dτ
=

µ(α) + iω(α)

ω(α)
w +

c1(α)

ω(α)
w|w|2 +O(|w|4)

= (β + i)w + d1(β)w|w|2 +O(|w|4),

onde

β = β(α) =
µ(α)

ω(α)
, d1(β) =

c1(α(β))

ω(α(β))
.

Como

β(0) =
µ(0)

ω0

= 0 e β′(0) =
µ′(0)

ω0

̸= 0,
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podemos considerar β como novo parâmetro, mais ainda, pelo Teorema da Função In-

versa, α pode ser escrito como função suave de β para |β| << 1.

Faremos agora a reparametrização do tempo ao longo das órbitas com a nova mudança

θ = θ(τ, β), tal que

dθ = (1 + e1(β)|w|2)dτ,

sendo e1(β) = Im(d1(β)). Numa pequena vizinhança da origem, essa mudança é próxima

da identidade. Para esse novo valor de tempo, temos

dw

dθ
= (β + i)w + l1(β)w|w|2 +O(|w|4),

onde l1(β) = Re(d1(β))− βe1(β) é um número real para cada valor de β suficientemente

pequeno e,

l1(0) =
Re(c1(0))

ω0

. (2.27)

Com efeito,

dw

dθ
=

dw

(1 + e1(β)|w|2)dτ
= (β + i)w + l1(β)w|w|2 + · · · ·

Mas, isso é equivalente a escrevermos

dw

dτ
= (1 + e1(β)|w|2)[(β + i)w + l1(β)w|w|2 + · · · ]

= (β + i)w + [l1(β) + e1(β)(β + i)]w|w|2 + · · ·

= (β + i)w + [Re(d1)− βe1 + βe1 + ie1]w|w|2 + · · ·

= (β + i)w + [Re(d1) + iIm(d1)]w|w|2 + · · ·

= (β + i)w + d1(β)w|w|2 + · · · ·

Como Re(c1(0)) ̸= 0, segue que l1(0) ̸= 0 e, assim podemos introduzir a nova variável

complexa u de modo que,

w =
u√

|l1(β)|
.

Substituindo na equação de
dw

dθ
, temos

1√
|l1(β)|

du

dθ
= (β + i)

u√
|l1(β)|

+ l1(β)
u√

|l1(β)|

∣∣∣ u√
|l1(β)|

∣∣∣2 + · · · ·

E assim,

du

dθ
= (β + i)u+

l1(β)

|l1(β)|
u|u|2 +O(|u|4) = (β + i)u+ s u|u|2 +O(|u|4),

onde s = sinal l1(0) = sinal Re(c1(0)).



Bifurcação de Hopf genérica no caso bidimensional 28

Definição 2.2 A função real l1(β) é chamada o primeiro coeficiente de Liapunov.

A equação (2.27) diz que podemos calcular o primeiro coeficiente de Liapunov, para

β = 0, usando a fórmula
1

2ω2
0

Re(ig20g11 + ω0g21), (2.28)

ou seja, necessitamos apenas das segunda e terceira derivadas no ponto de bifurcação do

campo de vetores para calcularmos l1(0).

Observemos que o valor de l1(0) pode ser alterado dependendo da normalização de

p e q, ao passo que, o sinal de l1(0) é invariante pela normalização de p e q. Como é

conveniente, escolhemos a normalização ⟨p, q⟩ = 1.

Observemos também, que se escrevermos a equação

du

dθ
= (β + i)u+ su|u|2 +O(|u|4),

com s = −1, na sua forma real, vide Lema 2.7, ela coincidirá com o sistema (2.7) estudado

no Lema 2.1. O próximo teorema engloba todos os resultados obtidos nesta seção.

Teorema 2.1 Qualquer sistema em dimensão dois

x′ = f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R, (2.29)

com f suave, tendo para |α| << 1 um ponto de equiĺıbrio x = 0 com autovalores

λ1,2(α) = µ(α)± iω(α),

onde µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0, satisfazendo às condições

i) l1(0) ̸= 0 (não degenerescência);

ii)
dµ

dα

∣∣
α=0

̸= 0 (transversalidade),

é localmente topologicamente equivalente em torno da origem a uma das seguintes formas

normais (
y′1

y′2

)
=

(
β −1

1 β

)(
y1

y2

)
± (y21 + y22)

(
y1

y2

)
.

Prova:

Aplicando os Lemas 2.2 a 2.7 transformamos o sistema (2.29) na equação

du

dθ
= (β + i)u+ su|u|2 +O(|u|4)

(do Lema 2.7) e então, pelo Lema 2.1 concluimos o resultado.
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Logo, qualquer sistema bidimensional que satisfizer às hipóteses do Teorema 2.1

possuirá uma bifurcação de Hopf.

O que fizemos até agora foi estudar a bifurcação de Hopf para um sistema bidi-

mensional. Porém, nosso objetivo é estudar a bifurcação de Hopf para um sistema n-

dimensional. Faremos isso usando o método da projeção (que é apresentado na próxima

seção).

2.3 Método da projeção

O método em questão tem como base a transformação do sistema,

x′ = f(x, α), x ∈ Rn e α ∈ Rm,

escrevendo-o numa base formada por seus autovetores generalizados e, posteriormente,

na projeção deste sistema usando apenas os autovetores correspondentes aos autovalo-

res cŕıticos (único par de autovalores com partes reais nulas) para restrinǵı-lo ao caso

bidimensional já estudado.

Antes de descrevermos o Método da Projeção, faremos uma breve revisão de al-

guns resultados da Álgebra Linear necessários à nossa descrição, seguindo os livros de

Kuznetsov [7], página 591 e Pontryagin [11], Caṕıtulo 6.

Sejam A uma matriz quadrada e λ uma raiz de multiplicidade m do polinômio ca-

racteŕıstico de A, com v1, v2, . . . , vl, 1 ≤ l ≤ m, autovetores linearmente independentes

correspondentes a λ. Para cada autovetor vj, 1 ≤ j ≤ l, existe uma escolha maximal de

vetores wj
1, w

j
2, . . . , w

j
k, k = k(j) ∈ N, satisfazendo

Aw1 = λw1

Aw2 = λw2 + w1

· · ·

Awk = λwk + wk−1.

Não há nenhum problema em escolhermos w1 = wj
1 como o próprio vj. Os vetores wj

k,

k ≥ 2, são chamados autovetores generalizados de A correspondentes ao autovalor λ.

O conjunto dos autovetores generalizados, {wj
1, w

j
2, . . . , w

j
k}, correspondentes ao au-

tovalor múltiplo λ, é linearmente independente e, o subespaço vetorial

X = {x ∈ Cn; x = α1w
j
1 + α2w

j
2 + · · ·+ αkw

j
k, αi ∈ C}
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é A−invariante.

Pelas formas canônicas de Jordan, podemos decompor o espaço vetorial Cn em sub-

espaços A−invariantes correspondentes aos autovalores de A e gerados pelos respectivos

autovetores e autovetores generalizados. A esses subespaços denominamos autoespaços

generalizados de A. Quando a matriz A é real, esses subespaços A−invariantes do

Rn são gerados pelos autovetores e autovetores generalizados de A, correspondentes aos

autovalores reais e às partes real e imaginária dos autovalores complexos. Para uma

demonstração dessa última afirmação veja Pontryagin [11].

Retomemos nossa descrição do Método da Projeção.

Consideremos o sistema de EDO’s

x′ = Ax+ F (x), x ∈ Rn, (2.30)

onde F (x) = O(∥ x ∥2) é uma função suave e A corresponde à parte linear do sistema,

com um ponto de equiĺıbrio não hiperbólico x = 0 e um par de autovalores puramente

imaginários λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0 e ainda, que não tenha outros autovalores cŕıticos (isto

é, sobre o eixo imaginário). Seja q ∈ Cn um autovetor complexo correspondente a λ1.

Então,

Aq = iω0q, Aq̄ = −iω0q̄.

Introduzimos também o autovetor adjunto p ∈ Cn com a propriedade

Atp = −iω0p, Atp̄ = iω0p̄,

satisfazendo à normalização

⟨p, q⟩ = 1,

onde ⟨p, q⟩ =
∑n

i=1 p̄iqi é o produto interno canônico de Cn (linear na segunda entrada).

O autoespaço real generalizado T c, correspondente ao par de autovalores λ1,2 = ±iω0

da matriz A, tem dimensão real dois e é gerado por {Re(q), Im(q)}. O autoespaço real

generalizado T su, correspondente a todos os outros autovalores de A, possui dimensão

real n− 2.

Como Rn = T c ⊕ T su, dado x ∈ Rn é sempre posśıvel escrevê-lo como

x = zq + z̄q̄ + ysu,

onde z ∈ C, zq + z̄q̄ ∈ T c e ysu ∈ T su. Porém, desejamos explicitar y e z com relação a

x. Para isso, vamos ao primeiro lema desta seção.

Lema 2.8 y ∈ T su se, e somente se, ⟨p, y⟩ = 0.
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Prova:

Se f(x) = x2 + ω0, então T c = N(f(A)) e T su = Im(f(A)).

Além disso,

[p, p̄] = N(f(At)) = N(f(A)t) = Im(f(A))⊥ = (T su)⊥.

Logo, ⟨p, y⟩ = 0, ∀y ∈ T su.

Se y ∈ Rn e ⟨p, y⟩ = 0, então y = aq + āq̄ + ysu. Dáı,

0 = ⟨p, y⟩ = a⟨p, q⟩+ ā⟨p, q̄⟩ = a ⇒ a = 0.

Agora, usando o Lema 2.8, dado x = zq + z̄q̄ + y, z ∈ C, zq + z̄q̄ ∈ T c e y ∈ T su,

podemos explicitar y e z com relação a x como segue

⟨p, x⟩ = ⟨p, zq + z̄q̄ + y⟩ = ⟨p, zq⟩+ ⟨p, z̄q̄⟩+ ⟨p, y⟩.

Mas, ⟨p, y⟩ = 0, pois y ∈ T su. Assim,

⟨p, x⟩ = ⟨p, zq⟩+ ⟨p, z̄q̄⟩ = z⟨p, q⟩+ z̄⟨p, q̄⟩ = z⟨p, q⟩ = z,

pois ⟨p, q⟩ = 1 e ⟨p, q̄⟩ = 0. Portanto,{
z = ⟨p, x⟩
y = x− ⟨p, x⟩q − ⟨p̄, x⟩q̄.

(2.31)

Lema 2.9 Nas coordenadas de (2.31), o sistema (2.30) é dado por{
z′ = iω0z + ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩
y′ = Ay + F (zq + z̄q̄ + y)− ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩q − ⟨p̄, F (zq + z̄q̄ + y)⟩q̄.

(2.32)

Prova:

De fato, por um lado temos

z′ = ⟨p, x′⟩ = ⟨p,Ax+ F (x)⟩ = ⟨p,Ax⟩+ ⟨p, F (x)⟩

= ⟨p,A(zq + z̄q̄ + y)⟩+ ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩

= ⟨p, zAq⟩+ ⟨p, z̄Aq̄⟩+ ⟨p,Ay⟩+ ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩

= ⟨p, ziω0q⟩+ ⟨p, z̄(−iω0q̄)⟩+ ⟨p,Ay⟩+ ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩

= ⟨p, ziω0q⟩+ ⟨p, z̄(−iω0q̄)⟩+ ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩,

pois y ∈ T su ⇒ Ay ∈ T su ⇒ ⟨p,Ay⟩ = 0. Logo,

z′ = ⟨p, ziω0q⟩+ ⟨p, z̄(−iω0q̄)⟩+ ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩

= iω0z⟨p, q⟩ − iω0z̄⟨p, q̄⟩+ ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩

= iω0z + ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩.
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Por outro lado,

y′ = x′ − ⟨p, x′⟩q − ⟨p̄, x′⟩q̄

= Ax+ F (x)− ⟨p,Ax+ F (x)⟩q − ⟨p̄, Ax+ F (x)⟩q̄

= A(zq + z̄q̄ + y) + F (x)− ⟨p,A(zq + z̄q̄ + y) + F (x)⟩q
−⟨p̄, A(zq + z̄q̄ + y) + F (x)⟩q̄

= Azq + Az̄q̄ + Ay + F (x)− ⟨p,Azq⟩q − ⟨p,Az̄q̄⟩q − ⟨p,Ay⟩q − ⟨p, F (x)⟩q
−⟨p̄, Azq⟩q̄ − ⟨p̄, Az̄q̄⟩q̄ − ⟨p̄, Ay⟩q̄ − ⟨p̄, F (x)⟩q̄

= iω0zq − iω0z̄q̄ + Ay + F (x)− iω0z⟨p, q⟩q + iω0z̄⟨p, q̄⟩q − ⟨p,Ay⟩q − ⟨p, F (x)⟩q
−iω0z⟨p̄, q⟩q̄ + iω0z̄⟨p̄, q̄⟩q̄ − ⟨p̄, Ay⟩q̄ − ⟨p̄, F (x)⟩q̄

= iω0zq − iω0z̄q̄ + Ay + F (x)− ⟨p, F (x)⟩q − iω0zq + iω0z̄q̄ − ⟨p̄, F (x)⟩q̄

= Ay + F (x)− ⟨p, F (x)⟩q − ⟨p̄, F (x)⟩q̄

= Ay + F (zq + z̄q̄ + y)− ⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩q − ⟨p̄, F (zq + z̄q̄ + y)⟩q̄,

pois ⟨p,Ay⟩, ⟨p̄, Ay⟩, ⟨p̄, q̄⟩, ⟨p, q̄⟩ e ⟨p̄, q⟩ são todos nulos.

Fazendo o desenvolvimento de Taylor do sistema (2.32) em z, z̄ e y, temos
z′ = iω0z +

1

2
G20z

2 +G11zz̄ +
1

2
G02z̄

2 +
1

2
G21z

2z̄ + ⟨G10, y⟩z + ⟨G01, y⟩z̄ + · · ·

y′ = Ay +
1

2
H20z

2 +H11zz̄ +
1

2
H02z̄

2 + · · · ,
(2.33)

onde G20, G11, G02, G21 ∈ C; G10, G01, Hij ∈ Cn e, podem ser calculados pelas

fórmulas abaixo

Gij =
∂i+j

∂zi∂z̄j
⟨p, F (zq + z̄q̄)⟩

∣∣∣
z=0

, i+ j ≥ 2,

Ḡ10,i =
∂2

∂yi∂z
⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩

∣∣∣
(z,y)=(0,0)

, i = 1, 2, . . . , n,

Ḡ01,i =
∂2

∂yi∂z̄
⟨p, F (zq + z̄q̄ + y)⟩

∣∣∣
(z,y)=(0,0)

, i = 1, 2, . . . , n,

Hij =
∂i+j

∂zi∂z̄j
F (zq + z̄q̄)

∣∣∣
z=0

−Gijq − Ḡjiq̄, i+ j = 2

e ainda, ⟨G, y⟩ =
n∑

i=1

Ḡiyi.

A seguir, estudamos um teorema que nos permite analisar o sistema (2.33) restrito

a um conjunto invariante que é tangente ao autoespaço generalizado T c.
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Definição 2.3 Seja V ⊂ Rn. Dizemos que V é invariante, relativamente ao fluxo φtx

associado ao sistema (2.30), se para todo ponto de V a órbita de (2.30) passando por este

ponto permanecer em V.

Teorema 2.2 (da Variedade Central) Localmente, existe um conjunto invariante

W c(0) de (2.30) que é tangente a T c em x = 0. Este conjunto é o gráfico de uma aplicação

suave cujas derivadas parciais de todas as ordens são unicamente definidas.

Se φtx denota o fluxo associado ao sistema (2.30), então existe uma vizinhança

U de x0 = 0 tal que, se φtx ∈ U, ∀t ≥ 0 (t ≤ 0), então φtx → W c(0) quando

t → +∞ (t → −∞).

Definição 2.4 O conjunto W c = W c(0) é denominado variedade central.

Observação 2.2 O Teorema 2.2 é válido mesmo se o sistema (2.30) possuir n+, n− > 0

autovalores com partes reais positivas e negativas, respectivamente e, n0 > 0 autovalores

com partes reais nulas, n+ + n− + n0 = n. Este caso geral pode ser visto em Kuznetsov

[7] e, para uma demonstração do mesmo, veja Kelley [6].

Lema 2.10 O sistema (2.33), restrito à variedade central, pode ser escrito como

z′ = iω0z +
1

2
G20z

2 +G11zz̄ +
1

2
G02z̄

2

+
1

2
(G21 − 2⟨G10, A

−1H11⟩+ ⟨G01, (2iω0I − A)−1H20⟩)z2z̄ + · · · ,
(2.34)

onde I é a matriz identidade.

Prova:

A variedade central W c do sistema (2.33) pode ser representada localmente como o

gráfico de uma função V : C2 → Rn satisfazendo as duas condições de tangência de W c,

isto é,

V (0, 0) = 0, ∇V (0, 0) = (0, 0).

Dáı,

W c = {(z, z̄, y); y = V (z, z̄)}, V (z, z̄) = O(|z|2)

e

y = V (z, z̄) =
1

2
w20z

2 + w11zz̄ +
1

2
w02z̄

2 +O(|z|3), (2.35)

onde ⟨p, wij⟩ = 0, pois ⟨p, y⟩ = 0. Diferenciando a equação (2.35), temos

y′ = w20zz
′ + w11(z

′z̄ + zz̄′) + w02z̄z̄
′ + · · · ·
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Substituindo z′ e seu conjugado z̄′ na expressão de z′ em (2.33), temos

y′ = w20z(iω0z + · · · ) + w11(iω0z + · · · )z̄ + w11z(−iω0z̄ + · · · )

+w02z̄(−iω0z + · · · ) + · · ·

= iω0w20z
2 + iω0w11zz̄ − iω0w11zz̄ − iω0w02z̄

2 + · · ·

= iω0w20z
2 − iω0w02z̄

2 + · · · ·

Por outro lado, substituindo y da segunda equação de (2.33) por y dado pela equação

(2.35), temos

y′ = A(
1

2
w20z

2 + w11zz̄ +
1

2
w02z̄

2 + · · · ) + 1

2
H20z

2 +H11zz̄ +
1

2
H02z̄

2 + · · ·

=
1

2
(Aw20 +H20)z

2 + (Aw11 +H11)zz̄ +
1

2
(Aw02 +H02)z̄

2 + · · · ·

Comparando os coeficientes dos termos quadráticos destas duas equações de y′, obtemos

H20 = (2iω0I − A)w20; H11 = −Aw11; H02 = (−2iω0 − A)w02.

Como 0, ±2iω0 não são autovalores da matriz A, segue que, as matrizes −A,−2iω0I−A

e 2iω0I−A são invert́ıveis e assim, as equações acima admitem uma única solução. Logo,

podemos explicitar os vetores complexos wij ∈ Cn como segue

(2iω0I − A)−1H20 = w20; −A−1H11 = w11; (−2iω0 − A)−1H02 = w02.

Resta calcularmos agora, o termo ressonante da primeira equação de (2.33) restrita

à variedade central. Observemos incialmente, que

⟨G, y⟩ = ⟨G,
1

2
w20z

2 + w11zz̄ +
1

2
w02z̄

2 + · · · ⟩

=
1

2
⟨G,w20⟩z2 + ⟨G,w11⟩zz̄ +

1

2
⟨G,w02⟩z̄2 + · · · ·

Logo, nas parcelas ⟨G10, y⟩z e ⟨G10, y⟩z̄ da primeira equação de (2.33), aparecem os termos

z2z̄ cujos coeficientes escrevemos a seguir

⟨G10, y⟩z = ⟨G10, w11⟩z2z̄ + · · · = ⟨G10,−A−1H11⟩z2z̄ + · · · = −⟨G10, A
−1H11⟩z2z̄ + · · · ,

⟨G01, y⟩z̄ =
1

2
⟨G01, w20⟩z2z̄ + · · · = 1

2
⟨G01, (2iω0I − A)−1H20⟩z2z̄ + · · · ·
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Portanto,

z′ = iω0z +
1

2
G20z

2 +G11zz̄ +
1

2
G02z̄

2 +
1

2
G21z

2z̄ + ⟨G10, y⟩z + ⟨G01, y⟩z̄ + · · ·

= iω0z +
1

2
G20z

2 +G11zz̄ +
1

2
G02z̄

2 +
1

2
G21z

2z̄

−⟨G10, A
−1H11⟩z2z̄ +

1

2
⟨G01, (2iω0I − A)−1H20⟩z2z̄ + · · ·

= iω0z +
1

2
G20z

2 +G11zz̄ +
1

2
G02z̄

2

+
1

2
(G21 − 2⟨G10, A

−1H11⟩+ ⟨G01, (2iω0I − A)−1H20⟩)z2z̄ + · · · ·

Observação 2.3.

i) Para um sistema do tipo

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ R2,

com as mesmas hipóteses do sistema (2.13), podemos utilizar a expressão para o

primeiro coeficiente de Lyapunov, l1, deduzida no sistema (2.13) (Confira Kuznetsov

[7], páginas 300 e 301).

ii) No sistema (2.30), tomamos a origem como um equiĺıbrio não hiperbólico, com um

único par de autovalores puramente imaginários cumprindo a condição de Hopf.

Mas, podeŕıamos ter procedido de modo análogo ao caso bidimensional, sistema

(2.13), pela dependência suave de A e F com α ∈ Rm, m ≥ 1.

Lema 2.11 (condição de não degenerescência) O primeiro coeficiente de Lyapunov

para o sistema (2.30) é dado pela expressão

l1(0) =
1

2ω0

Re[⟨p, C(q, q, q̄)⟩ − 2⟨p,B(q, A−1B(q, q̄))⟩+ ⟨p,B(q̄, (2iω0In − A)−1B(q, q))⟩].
(2.36)

Prova:

O desenvolvimento de Taylor de F (x) do sistema (2.30) é dado por

F (x) =
1

2
B(x, x) +

1

6
C(x, x, x) +O(∥ x ∥4),

onde B(x, y) e C(x, y, z) são funções multilineares simétricas com coordenadas

Bi(x, y) =
n∑

j,k=1

∂2Fi(ξ)

∂ξj∂ξk

∣∣∣
ξ=0

xjyk, (2.37)
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Ci(x, y, z) =
n∑

j,k,l=1

∂3Fi(ξ)

∂ξj∂ξk∂ξl

∣∣∣
ξ=0

xjykzl, (2.38)

para i = 1, 2, . . . , n. Dáı,

⟨G10, y⟩ = ⟨p,B(q, y)⟩, ⟨G01, y⟩ = ⟨p,B(q̄, y)⟩,

e a equação restrita à variedade central (2.34), fica dada por

z′ = iω0z +
1

2
G20z

2 +G11zz̄ +
1

2
G02z̄

2

+
1

2
(G21 − 2⟨p,B(q, A−1H11)⟩+ ⟨p,B(q̄, (2iω0I − A)−1H20)⟩)z2z̄ + · · · ,

(2.39)

onde
G20 = ⟨p,B(q, q)⟩, G11 = ⟨p,B(q, q̄)⟩,
G02 = ⟨p,B(q̄, q̄)⟩, G21 = ⟨p, C(q, q, q̄)⟩

(2.40)

e {
H20 = B(q, q)− ⟨p,B(q, q)⟩q − ⟨p̄, B(q, q)⟩q̄
H11 = B(q, q̄)− ⟨p,B(q, q̄)⟩q − ⟨p̄, B(q, q̄)⟩q̄.

(2.41)

Substituindo (2.40) e (2.41) em (2.39) e, usando as identidades

A−1q =
1

iω0

q, A−1q̄ =
−1

iω0

q̄, (2iω0I − A)−1q =
1

iω0

q,

(2iω0I − A)−1q̄ =
1

3iω0

q̄,

transformamos a equação (2.34) na seguinte equação

z′ = iω0z +
1

2
g20z

2 + g11zz̄ +
1

2
g02z̄

2 +
1

2
g21z

2z̄ + · · · ,

onde

g20 = ⟨p,B(q, q)⟩, g11 = ⟨p,B(q, q̄)⟩

e

g21 = ⟨p, C(q, q, q̄)⟩

−2⟨p,B(q, A−1B(q, q̄))⟩+ ⟨p,B(q̄, (2iω0I4 − A)−1B(q, q))⟩

+
1

iω0

⟨p,B(q, q)⟩⟨p,B(q, q̄)⟩

− 2

iω0

|⟨p,B(q, q)⟩|2 − 1

3iω0

|⟨p,B(q, q̄)⟩|2.

Observe que a quarta linha da equação acima é imaginário puro e, a terceira linha

é dada por g20g11. Logo, com a aplicação da fórmula

1

2ω2
0

Re(ig20g11 + ω0g21)
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dada em (2.28), obtemos (2.36) como expressão para o primeiro coeficiente de Lyapunov.

A pergunta natural que surge agora é: Será posśıvel calcular a condição de trans-

versalidade em termos dos autovetores p e q? A resposta é afirmativa e o próximo lema

nos diz como proceder tal cálculo.

Lema 2.12 (condição de transversalidade) Considere no sistema (2.30), a depen-

dência suave de A = A(α), α ∈ R, com um simples par de autovalores complexos,

λ1,2(α) = µ(α)± iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0.

Então,

µ′(0) = Re⟨p,A′(0)q⟩,

onde p, q ∈ Cn e satisfazem

A(0)q = iω0q, At(0)p = −iω0p, ⟨p, q⟩ = 1.

Prova:

A equação A(α)q(α) = λ(α)q(α) depende suavemente de α ∈ R.
Derivando de ambos os lados esta equação com relação a α, a regra do produto nos

dá

A′(α)q(α) + A(α)q′(α) = λ′(α)q(α) + λ(α)q′(α).

Fazendo o produto escalar por p de ambos os lados, temos

⟨p,A′q + Aq′⟩ = ⟨p, λ′q + λq′⟩

⟨p,A′q⟩+ ⟨p,Aq′⟩ = ⟨p, λ′q⟩+ ⟨p, λq′⟩

⟨p,A′q⟩+ ⟨Atp, q′⟩ = λ′⟨p, q⟩+ λ⟨p, q′⟩,

que dependem suavemente de α. Mas, em α = 0, temos

Atp = −iω0p, logo

⟨p,A′(0)q⟩+ iω0⟨p, q′⟩ = (µ′(0) + iω′(0))⟨p, q⟩+ iω0⟨p, q′⟩

⟨p,A′(0)q⟩ = (µ′(0) + iω′(0))⟨p, q⟩.

E como ⟨p, q⟩ = 1, da última igualdade obtemos

⟨p,A′(0)q⟩ = µ′(0) + iω′(0),

como queŕıamos.
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Note que, para a dependência suave A = A(α), F = F (α), α ∈ Rm, m > 1, no

sistema (2.30), podemos enunciar um lema semelhante ao Lema 2.12, envolvendo cada

uma das derivadas parciais e, assim checar a condição de transversalidade.

Resumidamente, mantendo a dependência suave A = A(α), F = F (α), α ∈
Rm, m > 1, no sistema (2.30), escrevemos:

• Um ponto de Hopf (x0, α0) ∈ Rn × Rm, é um ponto de equiĺıbrio de (2.30) onde

a matriz Jacobiana A tem um par de autovalores puramente imaginários λ1,2 =

±iω0, ω0 > 0, e não tem outros autovalores cŕıticos.

• Num ponto de Hopf, a variedade central bidimensional está bem definida, e é in-

variante sob o fluxo gerado por (2.30) e pode ser estendida suavemente a valores

do parâmetro numa vizinhança deste ponto.

• Um ponto de Hopf é chamado transversal se as curvas de autovalores complexos

cruzarem o eixo imaginário com derivadas não nulas.

• Numa vizinhança de um ponto de Hopf transversal com l1 ̸= 0 o comportamento

do sistema dinâmico (2.30), reduzido à famı́lia parâmetro-dependente da variedade

central, é orbitalmente topologicamente equivalente a forma normal complexa

w′ = λw + l1w|w|2,

w ∈ C, λ = µ+ iω.

• Quando l1 < 0 (l1 > 0) uma famı́lia de órbitas periódicas estável (instável) pode

ser encontrada e, esta famı́lia de órbitas periódicas, pode ser diminuida ao ponto

de equiĺıbrio no ponto de Hopf. Para mais detalhes, veja Kuznetsov [7].

A fim de exemplificar o método descrito na Seção 2.3 sobre o estudo da bifurcação

de Hopf, apresentamos como exemplo o trabalho “Bifurcation analysis of a model for

biological control”, de Sotomayor et al. 2008, em que foi estudado um sistema semelhante

a (2.30), com dependência suave A = A(α), F = F (α), α ∈ R2 e a matriz A de ordem

quatro [14].

2.4 Exemplo de bifurcação de Hopf em um modelo

de controle biológico

O controle biológico de pragas visa regular populações de espécies e vem sendo

utilizado pelo homem em seu favor. A inserção de um parasita inimigo de uma espécie
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pode controlar o ńıvel de infestação de uma praga, sucumbi-la ou nem mesmo afetá-la.

Conhecer em que condições são atingidos os objetivos desejados é o principal motivo

dos modelos de controle biológico. Em geral, os modelos presa-predador existentes na

literatura buscam provar a existência de um ponto de equiĺıbrio estável ou um ciclo limite

estável de modo a fornecer uma explicação satisfatória para uma coexistência duradoura

entre as comunidades biológicas.

Nesta seção apresentamos o artigo Bifurcation analysis of a model for biological

control de Sotomayor et al. [14], onde foi feito um estudo de um sistema de quatro

equações diferenciais ordinárias acopladas que modela a interação entre duas espécies

biológicas, cada uma apresentando duas fases em sua metamorfose, vivendo em um habitat

comum, com recursos limitados.

O artigo considera as populações divididas em compartimentos e tem como base no

modelo presa-predador de Lotka-Volterra 1925 [2]. A seguir é estuda a estabilidade dos

pontos de equiĺıbrio do sistema mostrando a existência de uma bifurcação de Hopf na

dinâmica das populações e, consequentemente, a formação de um ciclo limite instável en-

volvendo um ponto de equiĺıbrio, cujas coordenadas são todas positivas, por uma pequena

bacia atratora.

O modelo estudado em [14] descreve um estudo sobre o controle biológico envolvendo

dois tipos de mosca, o parasito, P, da folha das plantações de laranja, que é a fase de

pupa do inseto M , por seus inimigos naturais, L, que é a fase de larva do inseto G.

2.4.1 Apresentação do modelo

Consideremos P e M as densidades de pupas e adultos de fêmeas da mosca Phyl-

locnistis citrella (que, na sua fase de larva é a larva minadora dos citros), L e G as

densidades de larvas e adultos de fêmeas da mosca Galeopsomyia fausta nativas (cujas

larvas se alimentam das pupas de M). Considere também que: α1 é a taxa de pupas,

P, que originam aos adultos M ; β1 é a taxa de mortalidade de pupas P ; µ1 é a taxa de

mortalidade de indiv́ıduos adultos de M ; ϕ1 é a taxa de ovos que originam pupas P ; c1 é

a capacidade de suporte da população M ; α2 é taxa de larvas, L, que passando pela fase

de pupa, originam indiv́ıduos adultos de G; β2 é a taxa de mortalidade de larvas e pupas

de G; µ2 é a taxa de mortalidade de adultos G; ϕ2 é a taxa de oviposição do parasito

G; c2 é a capacidade de suporte da população G. Considerando um encontro aleatório

entre o adulto do parasito, G, e a pupa, P, da praga, e que desse encontro a população

de pupas tenha uma taxa de decrescimento proporcional aos encontros P − G dada por

k1PG e, a população do parasito, L, uma taxa de crescimento proporcional aos encontros

P −G dada por k2PG. Observando que todos os parâmetros são positivos e considerando
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k1 ≥ k2. A dinâmica vital do modelo fica descrita pelo seguinte sistema de EDO’s

P ′ =
dP

dt
= ϕ1(1−

M

c1
)M − (α1 + β1)P − k1PG

M ′ =
dM

dt
= α1P − µ1M

L′ =
dL

dt
= ϕ2(1−

G

c2
)G− (α2 + β2)L+ k2PG

G′ =
dG

dt
= α2L− µ2G.

(2.42)

2.4.2 Pontos de equiĺıbrios

Usando a notação

R1 =
α1ϕ1

µ1(α1 + β1)
, R2 =

α2ϕ2

µ2(α2 + β2)
,

para resolver o sistema homogêneo associado a (2.42) há quatro situações a serem anali-

sadas:

Na ausência das populações de praga e parasito, temos

A1 = (P1,M1, L1, G1) = (0, 0, 0, 0),

ponto de equiĺıbrio trivial.

Na ausência dos inimigos naturais (parasito) apenas, o sistema homogêneo associado

a (2.42) é dado por  ϕ1(1−
M

c1
)M − (α1 + β1)P − k1PG = 0

α1P − µ1M = 0.

Resolvendo para P e M, obtemos o equiĺıbrio

A2 = (P2,M2, L2, G2) =

(
c1µ1

α1

(
1− 1

R1

)
, c1

(
1− 1

R1

)
, 0, 0

)
.

Na ausência da praga, apenas, o sistema homogêneo associado a (2.42) se reduz a ϕ2(1−
G

c2
)G− (α2 + β2)L+ k2PG = 0

α2L− µ2G = 0.

Resolvendo para L e G, temos

A3 = (P3,M3, L3, G3) =

(
0, 0,

c2µ2

α2

(
1− 1

R2

)
, c2

(
1− 1

R2

))
.
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Na presença da praga e do parasito, o sistema homogêneo associado a (2.42) é dado

por 

ϕ1(1−
M

c1
)M − (α1 + β1)P − k1PG = 0

α1P − µ1M = 0

ϕ2(1−
G

c2
)G− (α2 + β2)L+ k2PG = 0

α2L− µ2G = 0.

Da segunda equação, P =
µ1

α1

M e da quarta, L =
µ2

α2

G. Substituindo estes valores na

primeira e terceira equações, respectivamente, e usando M, G > 0, o sistema se reduz a
ϕ1(1−

M

c1
)− (α1 + β1)

µ1

α1

− k1
µ1

α1

G = 0

ϕ2(1−
G

c2
)− (α2 + β2)

µ2

α2

+ k2
µ1

α1

M = 0.

Resolvendo a segunda equação deste último sistema para M e substituindo na primeira,

obtemos G como função apenas de parâmetros. Consequentemente, obtemos M, P e L

como função apenas de parâmetros e, por algumas simplificações, obtemos o ponto de

equiĺıbrio

A4 = (P4,M4, L4, G4), (2.43)

onde

P4 =
c1µ1ϕ2

α2
1ϕ1ϕ2 + µ2

1c1c2k1k2

(
α1ϕ1

(
1− 1

R1

)
− µ1c2k1

(
1− 1

R2

))
,

M4 =
c1α1ϕ2

α2
1ϕ1ϕ2 + µ2

1c1c2k1k2

(
α1ϕ1

(
1− 1

R1

)
− µ1c2k1

(
1− 1

R2

))
,

L4 =
c2µ2α1ϕ1

α2(α2
1ϕ1ϕ2 + µ2

1c1c2k1k2)

(
c1µ1k2

(
1− 1

R1

)
+ α1ϕ2

(
1− 1

R2

))
,

G4 =
c2α1ϕ1

α2
1ϕ1ϕ2 + µ2

1c1c2k1k2

(
c1µ1k2

(
1− 1

R1

)
+ α1ϕ2

(
1− 1

R2

))
.

Observação 2.4 Se R1 > 1 e R2 > 1, então os equiĺıbrios A1, A2 e A3 só terão coorde-

nadas não-negativas. Se k1 < k1max, onde

k1max =
α1ϕ1

(
1− 1

R1

)
c2µ1

(
1− 1

R2

) , (2.44)

então as coordenadas do equiĺıbrio A4 também serão não-negativas.
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2.4.3 Análise da estabilidade dos equiĺıbrios

A análise da estabilidade dos equiĺıbrios é feita pelo estudo dos autovalores da

matriz Jacobiana de (2.42) calculada nestes pontos. Em x = (P,M,L,G) ∈ R4 esta

matriz tem a seguinte forma

J(x) =


−α1 − β1 − k1G ϕ1 − 2ϕ1M

c1
0 −k1P

α1 −µ1 0 0

k2G 0 −α2 − β2 ϕ2 − 2ϕ2G
c2

+ k2P

0 0 α2 −µ2


e os seus autovalores são as ráızes do seu polinômio caracteŕıstico. Fazendo o desenvolvi-

mento de Laplace, utilizando a terceira linha de det(J(x) − λI), obtemos o polinômio

caracteŕıstico de J(x)

p(λ) = det(J(x)− λI) = Θ1Θ2 + α2(µ1 + λ)k1k2PG, (2.45)

onde

Θ1 = (µ1 + λ)(α1 + β1 + k1G+ λ)− α1

(
ϕ1 −

2ϕ1M

c1

)
e

Θ2 = (µ2 + λ)(α2 + β2 + λ)− α2

(
ϕ2 −

2ϕ2G

c2
+ k2P

)
.

Lembrando que um ponto de equiĺıbrio hiperbólico x0 é dito uma sela do tipo n− p

se a matriz jacobiana J(x0) tiver n autovalores com partes reais negativas e p autovalores

com partes reais positivas. Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Se R1 > 1, R2 > 1 e k1 < k1max, então:

1. O equiĺıbiro A1 é sela 2-2;

2. O equiĺıbiro A2 é sela 3-1;

3. O equiĺıbiro A3 é sela 3-1.

Prova:

Para qualquer um destes três pontos na matriz jacobiana, a última parcela do

polinômio caracteŕıstico (2.45), α2(µ1 + λ)k1k2PG, será nula. Dáı,

p(λ) = Θ1Θ2 = 0 ⇒ Θ1 = 0 ou Θ2 = 0.

Logo, usando Bhaskara, obtemos os autovalores da matriz jacobiana, para cada um dos

pontos.
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Os autovalores de J(A1) são

λ1 = −1
2
(α1 + β1 + µ1) +

1
2

√
(α1 + β1 + µ1)2 + 4α1ϕ1[1− 1

R1
],

λ2 = −1
2
(α1 + β1 + µ1)− 1

2

√
(α1 + β1 + µ1)2 + 4α1ϕ1[1− 1

R1
],

λ3 = −1
2
(α2 + β2 + µ2) +

1
2

√
(α2 + β2 + µ2)2 + 4α2ϕ2[1− 1

R2
],

λ4 = −1
2
(α2 + β2 + µ2)− 1

2

√
(α2 + β2 + µ2)2 + 4α2ϕ2[1− 1

R2
].

Como os parâmetros são todos positivos e R1, R2 > 1, temos

(αi + βi + µi)
2 + 4αiϕi[1−

1

Ri

] > (αi + βi + µi)
2, i = 1, 2.

Sendo assim, λi ∈ R, i = 1, 2, 3, 4 e λ1 > 0, λ2 < 0, λ3 > 0, λ4 < 0. Logo, A1 é sela do

tipo 2− 2.

Os autovalores de J(A2) são

λ1 = −1
2
(α1 + β1 + µ1) +

1
2

√
(α1 + β1 + µ1)2 − 4α1ϕ1[1− 1

R1
],

λ2 = −1
2
(α1 + β1 + µ1)− 1

2

√
(α1 + β1 + µ1)2 − 4α1ϕ1[1− 1

R1
],

λ3 = −1
2
(α2 + β2 + µ2) +

1
2

√
(α2 + β2 + µ2)2 + 4α2ϕ2[1− 1

R2
] + 4 c1α2µ1

α1
[1− 1

R1
]k2,

λ4 = −1
2
(α2 + β2 + µ2)− 1

2

√
(α2 + β2 + µ2)2 + 4α2ϕ2[1− 1

R2
] + 4 c1α2µ1

α1
[1− 1

R1
]k2.

Por uma observação semelhante a anterior, λ3 > 0, λ4 < 0. Por outro lado,

(α1 + β1 + µ1)
2 − 4α1ϕ1[1−

1

R1

] < 0 ⇒ λ1,2 ∈ C, Re(λ1,2) < 0,

e

(α1 + β1 + µ1)
2 − 4α1ϕ1[1−

1

R1

] ≥ 0 ⇒ λ1,2 ∈ R, λ1,2 < 0.

Logo, em ambos os casos, A2 é sela do tipo 3− 1.

Os autovalores de J(A3) são

λ1 = −1
2
(α1 + β1 + µ1 + c2k1[1− 1

R2
]) + 1

2

√
(α1 + β1 + µ1 + c2k1[1− 1

R2
])2 + 4α1ϕ1,

λ2 = −1
2
(α1 + β1 + µ1 + c2k1[1− 1

R2
])− 1

2

√
(α1 + β1 + µ1 + c2k1[1− 1

R2
])2 + 4α1ϕ1,

λ3 = −1
2
(α2 + β2 + µ2) +

1
2

√
(α2 + β2 + µ2)2 − 4α2ϕ2[1− 1

R2
],

λ4 = −1
2
(α2 + β2 + µ2)− 1

2

√
(α2 + β2 + µ2)2 − 4α2ϕ2[1− 1

R2
].

Por uma observação semelhante à do caso J(A1), λ1 > 0, λ2 < 0. Por outro lado,

(α2 + β2 + µ2)
2 − 4α2ϕ2[1−

1

R2

] < 0 ⇒ λ3,4 ∈ C, Re(λ3,4) < 0,
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e

(α2 + β2 + µ2)
2 − 4α2ϕ2[1−

1

R2

] ≥ 0 ⇒ λ3,4 ∈ R, λ3,4 < 0.

Logo, em ambos os casos, A3 é sela do tipo 3− 1.

Teorema 2.4 Se R1 > 1, R2 > 1 e k1 < k1max, então todos os coeficientes do polinômio

caracteŕıstico de J(A4) são positivos. Assim, se

∆ = a3a2a1 − a21 − a23a0 > 0,

onde

a3 = α1 + β1 + µ1 + α2 + β2 + µ2 + k1G4,

a2 =
α1ϕ1

c1
M4 +

α2ϕ2

c2
G4(α1 + β1 + µ1 + k1G4)(α2 + β2 + µ2),

a1 = (α1 + β1 + µ1 + k1G4)
α2ϕ2

c2
G4 + (α2 + β2 + µ2)

α1ϕ1

c1
M4 + α2k1k2P4G4,

a0 = α1α2ϕ1

(
k2

(
1− 1

R1

)
P4 +

ϕ2

c1

(
1− 1

R1

)
M4

)
,

então o sistema (2.42) tem equiĺıbrio assintoticamente estável em A4.

Se ∆ < 0, então A4 é instável.

Prova:

Em J(A4), o polinômio caracteŕıstico (2.45), fica dado por

p(λ) = [(µ1 + λ)(α1 + β1 + k1G4 + λ)− α1(ϕ1 −
2ϕ1M4

c1
)][(µ2 + λ)(α2 + β2 + λ)

−α2(ϕ2 −
2ϕ2G4

c2
+ k2P4)] + α2(µ1 + λ)k1k2P4G4.

Usando as relações

α1ϕ1

c1
M4 = α1ϕ1[1−

1

R1

]− µ1k1G4;
α2ϕ2

c2
G4 = α2ϕ2[1−

1

R2

]− µ2k2P4, (2.46)

e resolvendo os produtos, o polinômio fica dado por

p(λ) = λ4 + [α1 + β1 + µ1 + α2 + β2 + µ2 + k1G4]λ
3

+[
α1ϕ1

c1
M4 +

α2ϕ2

c2
G4 + (α1 + β1 + µ1 + k1G4)(α2 + β2 + µ2)]λ

2

+[(α1 + β1 + µ1 + k1G4)
α2ϕ2

c2
G4 + (α2 + β2 + µ2)

α1ϕ1

c1
M4 + α2k1k2P4G4]λ

+
α1ϕ1

c1
M4

α2ϕ2

c2
G4 + α2µ1k1k2P4G4.
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Observe que apenas o termo independente, a0, desta última expressão de p(λ) não coincide

com a0 do enunciado, mas aplicando novamente as relações (2.46), obtemos a expressão

de a0 como no enunciado do Teorema.

Como todas as entradas de A4 são positivas (populações não nulas), os parâmetros

envolvidos positivos e R1, R2 > 1, segue que, ai > 0, i = 0, 1, 2, 3.

Logo, aplicando o Corolário 1.1 do Caṕıtulo 1 concluimos a prova.

Até aqui, já se sabe o que acontece ao ponto de equiĺıbrio A4, quando ∆ ̸= 0 mas,

nada se pode afirmar ainda quando ∆ = 0. Para este caso, temos o seguinte Corolário.

Corolário 2.1 A matriz Jacobiana J(A4) tem um par de autovalores complexos com

partes reais nulas se, e somente se,

∆ = a23 − a1a2a3 + a21a4 = 0,

onde ai é definido no Teorema 2.4.

Prova:

Faça, no Lema 1.1 do Caṕıtulo 1, o polinômio (1.2) igual ao polinômio caracteŕıstico

de J(A4).

Dáı, lançamos mão da teoria sobre bifurcação de Hopf desenvolvida nas seções

anteriores deste caṕıtulo, para fazer um estudo da estabilidade de A4 com a condição

dada no Corolário (2.1), na tentativa de complementar a gama de validade do Teorema

2.4.

2.4.4 Bifurcação de Hopf no modelo biológico

Como toda a teoria de bifurcação de Hopf se fez considerando o equiĺıbrio na

origem, para analisar A4 devemos primeiro transladar o sistema (2.42) de modo que A4

fique na origem.
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Inicialmente, ecrevemos o sistema (2.42) como segue
P ′

M ′

L′

G′

 =


−(α1 + β1) ϕ1 0 0

α1 −µ1 0 0

0 0 −(α2 + β2) ϕ2

0 0 α2 −µ2




P

M

L

G



+


−ϕ1

c1
M2 − k1PG

0

−ϕ2

c2
G2 − k2PG

0

 = f(x), x = (P,M,L,G) ∈ R4.

Para analisar o ponto x∗ = A4 = (P4,M4, L4, G4), escrevemos

x̃ = x− x∗ = (P̃4, M̃4, L̃4, G̃4),

onde 
P̃4 = P − P4

M̃4 = M −M4

L̃4 = L− L4

G̃4 = G−G4.

Transladando o sistema para analisá-lo na origem, obtemos
P̃4

′

M̃4
′

L̃4
′

G̃4
′

 = f(x∗) + J(x∗)(x̃) +


−ϕ1

c1
M̃2 − k1P̃ G̃

0

−ϕ2

c2
G̃2 − k2P̃ G̃

0

 .

Por simplicidade de notação, escrevemos x em vez de x̃. Como x∗ é ponto de equiĺıbrio

do sistema (2.42), segue que f(x∗) = 0 e o sistema transladado acima assume a forma

x′ = Ax+ F (x), (2.47)

onde x = (P,M,L,G) ∈ R4, A = J(x∗) e

F (x) =


−ϕ1

c1
M2 − k1PG

0

−ϕ2

c2
G2 − k2PG

0

 .
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As funções multilineares B(x, y) e C(x, y, z), x, y, z ∈ R4, para o desenvolvimento

de Taylor do sistema (2.42), ficam dadas por

B(x, y) =


−2ϕ1

c1
x2y2 − k1(x1y4 + x4y1)

0

−2ϕ2

c2
x4y4 − k2(x1y4 + x4y1)

0

 ,

e

C(x, y, z) ≡ 0.

Para calcular B1(x, y), por exemplo, tomamos F1(P,M,L,G) = −ϕ1

c1
M2 − k1PG e

fazemos

∂F1

∂P
= −k1G

∂F1

∂M
= −2ϕ1

c1
M ∂F1

∂L
= 0 ∂F1

∂G
= −k1P

∂
∂P

(∂F1

∂P
) = 0 ∂

∂P
(∂F1

∂M
) = 0 ∂

∂P
(∂F1

∂L
) = 0 ∂

∂P
(∂F1

∂G
) = −k1

∂
∂M

(∂F1

∂P
) = 0 ∂

∂M
(∂F1

∂M
) = −2ϕ1

c1
∂

∂M
(∂F1

∂L
) = 0 ∂

∂M
(∂F1

∂G
) = 0

∂
∂L
(∂F1

∂P
) = 0 ∂

∂L
(∂F1

∂M
) = 0 ∂

∂L
(∂F1

∂L
) = 0 ∂

∂L
(∂F1

∂G
) = 0

∂
∂G

(∂F1

∂P
) = −k1

∂
∂G

(∂F1

∂M
) = 0 ∂

∂G
(∂F1

∂L
) = 0 ∂

∂G
(∂F1

∂G
) = 0.

Logo,

B1(x, y) = +0x1y1 +0x1y2 +0x1y3 −k1x1y4

+0x2y1 −2ϕ1

c1
x2y2 +0x2y3 +0x2y4

+0x3y1 +0x3y2 +0x3y3 +0x3y4

−k1x4y1 +0x4y2 +0x4y3 +0x4y4 = −2ϕ1

c1
x2y2 − k1(x1y4 + x4y1).

De modo análogo, calcula-se B2(x, y), B3(x, y), B4(x, y), C1(x, y, z), C2(x, y, z),

C3(x, y, z) e C4(x, y, z).

Para prosseguir a análise consideremos os valores dos parâmetros espećıficos de

acordo com a Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Parâmetros espećıficos extráıdos de [14].

α1 β1 µ1 ϕ1 c1 α2 β2 µ2 ϕ2 c2

0, 7 0, 003 0, 6 2, 3 400.000 0, 3 0, 0015 0, 4 4 100

Com os valores dos parâmetros da Tabela 2.1 o sistema (2.42) é na verdade um

sistema de equação diferenciais a dois parâmetros, k1, k2, e é escrito de forma equivalente

como

x′ = f(x, k1, k2), (2.48)
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com f(x, k1, k2) dada pelo lado direito de (2.42).

Com os valores dos parâmetros da Tabela 2.1, o equiĺıbrio A4 dado em (2.43) tem

as seguintes coordenadas

P4 =
800.000(1, 425− 64, 764k1)

4, 508 + 1, 444× 107k1k2
, M4 =

933.333, 333(1, 425− 64, 764k1)

4, 508 + 1, 444× 107k1k2
,

L4 =
444, 444(1, 216 + 85.550, 400k2)

4, 508 + 1, 444× 107k1k2
, G4 =

333, 333(1, 216 + 85.550, 400k2)

4, 508 + 1, 444× 107k1k2
,

enquanto R1, R2 e k1max , são dados por

R1 = 3, 81697, R2 = 9, 95025 e k1max = 0, 0220159. (2.49)

A partir das igualdades (2.49) e da Observação 2.4, o conjunto de parâmetros ad-

misśıveis é dado por

S = {(k1, k2)|0 < k1 < k1max = 0, 0220159 e 0 < k2 ≤ k1}, (2.50)

vide Figura 2.5.

1

1

k2

=k2

k1max

S+

S
-

Σ

0 k

k

Figura 2.5: Conjunto de parâmetros admisśıveis S e curva Σ.
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Neste conjunto S a curva Σ = ∆−1(0) é bem definida, vide restrição do Corolário 2.1, e

representa o conjunto dos parâmetros onde J(A4) tem um par de autovalores puramente

imaginários λ3,4 = ±iω0, com

ω0 =
1√
2

√
a2 −

√
a22 − 4a0. (2.51)

Teorema 2.5 Considere o sistema (2.42) com os parâmetros dados na Tabela 2.1. Se

(k1, k2) ∈ Σ então a famı́lia a dois parâmetros de equações diferenciais (2.42) tem um

ponto de Hopf transversal A4. Este ponto de Hopf, A4, é instável e para cada (k1, k2) ∈ S−,

mas perto de Σ, existe uma órbita periódica instável perto de A4 ponto de equiĺıbrio

assintoticamente estável.

Prova: [numérica]

A prova segue os passos descritos na Seção 2.3 para implementar o cálculo de

l1(k1, k2), (k1, k2) ∈ Σ, utilizando as expressões calculadas nesta subseção e os valores

da Tabela 2.1. Por serem muito longas as expressões, em [14] é indicado um endereço

eletrônico onde se encontram os principais passos da demonstração. Os cálculos são

realizados na forma de cadernos notebooks para o software Mathematica [16], mostrando

numericamente que l1(k1, k2) > 0, ∀ (k1, k2) ∈ Σ. A t́ıtulo de ilustração, em [14] é

apresentado um caso particular com os principais passos do cálculo.

Como consequência do Teorema 2.5 todos os pontos sobre a curva Σ são pontos

de Hopf de codimensão um (são pontos de Hopf e l1 ̸= 0 nos mesmos) visto que o

sinal de l1 não muda sobre Σ.

Com os valores da Tabela 2.1 no próximo teorema estudamos o comportamento da

curva Σ no conjunto de parâmetros admisśıveis S quando o parâmetro c2 cresce. Na ver-

dade, a capacidade suporte, c2, dentre vários outros fatores, tem um papel determinante

sobre as populações em estudo.

Teorema 2.6 A famı́lia a um parâmetro de curvas Σc2 = ∆−1
c2
(0) tem apenas um ponto

de tangência T com a reta k1 = k2 para c2 = 650, 41463. Para valores de c2 > 650, 41463

a curva Σc2 não intercepta S. Portanto, para valores de c2 > 650, 41463 o conjunto S+ é

vazio, S = S− e o equiĺıbrio A4 é assintoticamente estável para todos os valores k1, k2 ∈ S,

vide Figura 2.6.

Prova:
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Figura 2.6: Curva Σ intercepta S no ponto T.

A famı́lia a um parâmetro de curvas de Hopf onde a matriz J(A4) tem um par

de autovalores puramente imaginários é definida por Σc2 = {∆(k1, k2, c2) = 0}, onde
∆(k1, k2, c2) é dada pelo Corolário 2.1.

A interseção da superf́ıcie Σc2 com o plano k1 = k2 determina a curva C dada

implicitamente pela equação N(k1, c2) = ∆(k1, k1, c2) = 0.

Diferenciando implicitamente esta última equação com respeito a k1, obtemos

dc2
dk1

= −
∂N
∂k1
∂N
∂c2

= 0,
d2c2
dk2

1

< 0,

em k1 = 0, 00035 e c2 = 650, 41463. Logo, a curva C é um gráfico numa vizinhança

do ponto (k1 = 0, 00035, c2 = 650, 41463) e tem um máximo local em k1 = 0, 00035.

Numericamente este máximo é global. Assim, o ponto T = (k1, k2) = (0, 00035, 0, 00035)

pertencente a Σc2 , para c2 = 650, 41463 e, o gradiente de ∆c2 em T para c2 = 650, 41463

é encontrado paralelo ao vetor (−1, 1). Ou seja, este gradiente é normal ao plano k1 = k2.

Portanto, a curva Σc2 é tangente a reta k1 = k2 em T.

Observação 2.5 Visto que k1max depende do parâmetro c2 de acordo com a equação

dada pela Observação 2.4, o mesmo acontece com a região admisśıvel S = Sc2 . Para
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c2 = 650, 41463, temos k1max = 0, 00338491. Isto é compat́ıvel com a posição de T em

k1 = k2 = 0, 00035, conforme ilustrado na Figura 2.6.

2.4.5 Conclusões

Sob condições explicitadas na Observação 2.4, determinamos um único ponto de

equiĺıbrio A4, com coordenadas positivas, bem como, condições necessárias e suficientes

para a sua estabilidade de Lyapunov (Teorema 2.4). Porém, essa condição ∆ > 0, quando

escrita em termos dos parâmetros é uma função racional cujo denominador não desaparece

e seu numerador é um polinômio de termos muito grandes para ser colocado na impressão,

mas ainda pasśıveis de cálculos numéricos. Por esta razão o tratamento da estabilidade

de A4 é assistida por computador. A conclusão deste estudo computacional, feito no

Teorema 2.5, é a existência de órbitas periódicas obtidas pela bifurcação de Hopf, no

lado (de ∆ = 0) onde A4 é um atrator. Como l1(k1, k2) > 0, ∀ (k1, k2) ∈ Σ, mostramos

que a órbita periódica é assintoticamente instável e, envolve o ponto A4 o qual contém

uma pequena bacia atratora, mostrando que a coexistência entre as espécies é duradoura.

Lançando mão da técnica utilizada neste trabalho e da teoria desenvolvida neste

caṕıtulo, no próximo caṕıtulo faremos um estudo de um modelo proposto (por nós) para

a dinâmica do v́ırus varicela-zoster.



Caṕıtulo 3

A dinâmica do v́ırus varicela-zoster

O v́ırus varicela-zoster é o agente causador da varicela, doença popularmente co-

nhecida como catapora, e do herpes-zóster (cobreiro). Registros históricos afirmam que a

varicela foi identificada pela primeira vez pelo cientista persa Abu Bakr Mohammad Za-

kariya al-Razi (865-925) [1]. T́ıpica da infância e adolescência, é uma doença endêmica no

Brasil, com surtos mais acentuados ocorrendo com uma certa periodicidade ultimamente

e em alguns casos com óbitos [5]. Como exemplo, no ano de 2003 foram notificados quase

60.000 casos de varicela no estado de São Paulo, com um total de 60 óbitos. No mesmo

ano, a Secretaria de Estado da Saúde de São Paulo incluiu a vacina contra a varicela como

uma das medidas de controle deste agravo em creches [4]. Mesmo com essas medidas de

controle, os surtos continuam acontecendo. Em 2010, até 14 de setembro, só no estado

de São Paulo registrou-se 10.018 casos de varicela com 15 óbitos [5]. O ritmo acelerado

da vida moderna diminui a qualidade de vida das pessoas e as tornam mais vulneráveis,

contribuindo assim, com um agravo dos casos de varicela em nosso páıs. Isso é oneroso

aos cofres públicos, além da perda irreparável para quem perde a vida.

Nosso questionamento ao estudar a varicela é: sendo o homem o único hospedeiro

do v́ırus varicela-zoster, em que se baseia a dinâmica desse v́ırus para se fazer presente

por tanto tempo assim na população?

Buscando responder a esse questionamento apresentamos nas seções 3.1 a 3.3 um

estudo mais detalhado de um sistema de EDO’s com cinco equações acopladas proposto

por Vieira e Takahashi no trabalho “A Sobrevivência do Vı́rus varicela-zoster”de 2009,

[15], para modelar a dinâmica da varicela acoplada a da herpes-zóster, de uma forma mais

detalhada. A herpes-zóster é uma reativação da infecção causada pelo v́ırus varicela-

zoster, que permanece latente no organismo após a varicela, e pode ser transmitido a

pessoas sadias por uma pessoa com herpes-zóster [3].

Na seção 3.4 propomos uma alteração no modelo visando torná-lo mais realistico e

52
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na seção 3.5 verificamos a ocorrência de uma bifurcação de Hopf, utilizando as técnicas

do Caṕıtulo 2.

3.1 Apresentação do modelo

No trabalho de Vieira e Takahashi, [15], é apresentado um estudo da dinâmica da

varicela e sua relação com o herpes-zóster.

Para tal estudo, foi proposto um modelo SIR+IR, baseado na Lei da Ação das

Massas em epidemiologia (indiv́ıduos infecciosos estam homogeneamente misturados aos

suscet́ıveis em toda a população) [2], onde a população de humanos, N, é constante, di-

vidida cinco em compartimentos, as subpopulações, e grande o suficiente para considerar

cada uma das subpopulações como uma variável cont́ınua.

As subpopulações consideradas foram

• S(t) o número de pessoas sadias sujeitas à infecção caso entre em contato com

alguém infectado, por varicela ou herpes-zóster, no instante de tempo t.

• Iv(t) o número de infectados com varicela, por simplificação do modelo todos neste

compartimento podem transmitir o v́ırus varicela-zoster às pessoas sadias, no in-

stante de tempo t.

• Rv(t) o número de pessoas que desenvolveram a varicela, foram curadas e adquiri-

ram imunidade permanente à varicela, no instante de tempo t.

• Iz(t) o número de pessoas infectadas com herpes-zóster, podendo transmitir o v́ırus

varicela-zoster às pessoas suscet́ıveis, no instante de tempo t.

• Rz(t) o número de pessoas que desenvolveram herpes-zóster, foram curadas e não

a desenvoverão novamente, no instante de tempo t.

Assim, a população total fica dada por

N = S(t) + Iv(t) +Rv(t) + Iz(t) +Rz(t),

no instante de tempo t com N constante.

O modelo com dinâmica vital considera que

• λ é a taxa de natalidade;

• µ é a taxa de mortalidade natural;

• β é a taxa de transmissão da doença pelos infectados com varicela, Iv;
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• ϕ é a taxa de transmissão pelos infectados com zóster, Iz;

• γv é a taxa de recuperação da infecção por varicela;

• γz é a taxa de recuperação da infecção por herpes-zóster;

• α é a taxa em que os indiv́ıduos da subpopulação Rv desenvolvem a infecção por

herpes-zóster.

Todos os parâmetros são positivos e β > ϕ. Mais ainda, β ≈ 0, 9 de acordo com

Castiñeiras et al. em [3].

Fazendo λ = µ, população N constante, a dinâmica vital é representada pelo

seguinte diagrama de compartimentos

µN // S

βSIv

��

µS//

((QQQQQQQQQQQQQQQQQ

Iz
ϕSIz

vvmmmmmmmmmmmmmmmmm
µIz//

γzIz

��

Iv
µIvoo

γvIv

��

Rz µRz

//

RvµRv

oo

αRv

CC��������������������������

E baseado neste diagrama, temos o sistema dinâmico

S ′ =
dS

dt
= µN − µS − βSIv − ϕSIz

I ′v =
dIv
dt

= −µIv + βSIv + ϕIzS − γvIv

R′
v =

dRv

dt
= −µRv + γvIv − αRv

I ′z =
dIz
dt

= −µIz + αRv − γzIz

R′
z =

dRz

dt
= −µRz + γzIz.

(3.1)

Para maiores detalhes na descrição do modelo vide trabalho [15].
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A matriz jacobiana do sistema (3.1) em x = (S, Iv, Rv, Iz, Rz) ∈ R5 é dada por

J(x) =



−µ− βIv − ϕIz −βS 0 −ϕS 0

βIv + ϕIz −µ+ βS − γv 0 ϕS 0

0 γv −µ− α 0 0

0 0 α −µ− γz 0

0 0 0 γz −µ


e admite sempre o autovalor λ5 = −µ < 0.

Observação 3.1 Como a população total, N, é constante, uma vez conhecido os valores

de S(t), Iv(t), Rv(t) e Iz(t) podemos calcular Rz como sendo

Rz(t) = N − S(t)− Iv(t)−Rv(t)− Iz(t)

no instante t. Sendo assim, por simplicidade, podemos desconsiderar a última equação

em (3.1) e trabalhar com o sistema

S ′ =
dS

dt
= µN − µS − βSIv − ϕSIz

I ′v =
dIv
dt

= −µIv + βSIv + ϕIzS − γvIv

R′
v =

dRv

dt
= −µRv + γvIv − αRv

I ′z =
dIz
dt

= −µIz + αRv − γzIz.

(3.2)

3.2 Análise qualitativa do modelo

3.2.1 Os pontos de equiĺıbrio

Os pontos de equiĺıbrio de (3.2) são soluções do sistema
µN − µS − βSIv − ϕSIz = 0

−µIv + βSIv − γvIv + ϕIzS = 0

−µRv + γvIv − αRv = 0

−µIz + αRv − γzIz = 0.

(3.3)

Lema 3.1 O sistema (3.2) admite como pontos de equiĺıbrio Q0 = (N, 0, 0, 0) e

Q1 =

(
S∗, I∗v ,

γv
µ+ α

I∗v ,
αγv

(µ+ γz)(µ+ α)
I∗v

)
,

onde

S∗ =
(µ+ γv)

A
, I∗v =

(µN/S∗ − µ)

A
e A = β +

ϕαγv
(µ+ γz)(µ+ α)

.
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Prova:

Verificamos facilmente a existência do ponto de equiĺıbrioQ0 = (N, 0, 0, 0), chamado

o ponto de equiĺıbrio trivial, ou seja, população livre da doença e assim do v́ırus.

Suponhamos agora a existência de infecciosos com varicela na população, isto é,

que exista um valor I∗v > 0 (S∗ < N). Dáı, resolvendo a terceira equação de (3.3) para

Rv, temos

R∗
v =

γv
(µ+ α)

I∗v . (3.4)

Substituindo (3.4) na quarta equação de (3.3), e resolvendo para Iz, obtemos

I∗z =
αγv

(µ+ γz)(µ+ α)
I∗v . (3.5)

Agora substituindo (3.5) na segunda equação de (3.3), temos(
−µ+ βS − γv +

ϕαγv
(µ+ γz)(µ+ α)

S

)
I∗v = 0. (3.6)

Mas, como I∗v > 0, temos

S∗ =
(µ+ γv)

β + (ϕαγv/(µ+ γz)(µ+ α))
> 0. (3.7)

Substituindo agora os valores de (3.5) e (3.7) na primeira equação de (3.3), obtemos

I∗v =
(µN/S∗ − µ)

β + (ϕαγv/(µ+ γz)(µ+ α))
. (3.8)

Deste modo, o único ponto de equiĺıbrio não trivial do sistema (3.3), é Q1 cujas

coordenadas são dadas pelas equações (3.7), (3.8), (3.4), e (3.5).

Note que, a única condição exigida para que este ponto tenha todas as suas coor-

denadas não negativas é S∗ < N.

3.2.2 Análise da estabilidade dos pontos de equiĺıbrio

Estudaremos a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do sistema (3.2) a partir da

análise das ráızes da autoequação

det(J(x)− λI) = 0, (3.9)

onde I é a matriz identidade 4 × 4 e J(x) é a matriz jacobiana do sistema (3.2) em

x = (S, Iv, Rv, Iz) ∈ R4, dada por

J(x) =


−µ− βIv − ϕIz −βS 0 −ϕS

βIv + ϕIz −µ+ βS − γv 0 ϕS

0 γv −µ− α 0

0 0 α −µ− γz

 ,
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onde N é considerada constante.

Alguns parâmetros do modelo matemático são considerados fixos, a saber, µ− a

taxa de mortalidade natural (expectativa de vida do homem); γv− a taxa de recuperação

da infecção por varicela; γz− a taxa de recuperação da infecção por herpes-zóster; α− a

taxa em que os indiv́ıduos da subpopulação Rv desenvolvem a infecção por herpes-zóster.

Por outro lado, dos parâmetros β− a taxa de transmissão da doença pelos infecciosos

com varicela, Iv, aos sadios, S, e ϕ− a taxa de transmissão pelos infecciosos com zóster,

Iz, aos sadios, S, sabemos apenas que β é bem maior que ϕ e, β ≈ 0, 9 [3].

Sendo assim, para a prova assistida por computador, usaremos os valores de pa-

râmetros dados na Tabela 3.1 para reduzir o número de variáveis ficando apenas β e ϕ

variando.

Tabela 3.1: Parâmetros espećıficos extráıdos de [15]. Vale ressaltar que µ, α, γv, γz

possuem dimensão de tempo dia−1.

µ α γv γz
1

71×360
1

50×360
1
7

1
21

Lembremos que um polinômio p é sela n − q se p tem n ráızes com partes reais

negativas e q ráızes com partes reais positivas. Um ponto de equiĺıbrio é chamado sela

n− q se o polinômio caracteŕıstico da matriz jacobiana do sistema é sela n− q.

Lema 3.2 Seja p = λ3 + a2λ
2 + a1λ + a0 um polinômio com coeficientes reais. Se a1 e

a0 são negativos então p é uma sela 2− 1.

Prova:

Como o coeficiente dominante de p é positivo e p(0) = a0 < 0 existe b > 0 tal que

p(b) = 0. Sejam b1, b2 ∈ C as outras duas ráızes de p. Como −bb1b2 = a0 < 0 segue que

b1b2 > 0. Além disso, b(b1+ b2)+ b1b2 = a1 < 0, o que mostra que b1+ b2 < 0. Logo, se b1

e b2 são reais então b1 < 0 e b2 < 0 e se b1 e b2 não são reais então b2 = b1 e b1 + b2 = 2a,

sendo a a parte real de b1, concluindo a demonstração.

Teorema 3.1 O equiĺıbrio Q0 é uma sela 3− 1.

Prova:

Substituindo as coordenadas do ponto Q0 na equação (3.9), obtemos como equação

caracteŕıstica

p = (µ+ λ)p1 = 0
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onde p1 = λ3 + a2λ
2 + a1λ+ a0,

a0 = (µ+ γv − βN)(µ+ α)(µ+ γz)− αγvϕN, e

a1 = (µ+ γv − βN)(2µ+ α+ γz) + (µ+ γv)(µ+ γz).

Como o tamanho da população é suficientemente grande, em relação aos parâmetros

considerados e β ≈ 0, 9, [3], segue que a0 < 0 e a1 < 0. Pelo Lema 3.2, p1 é sela 2− 1 e,

portanto, p é sela 3− 1.

Teorema 3.2 Considerando os valores da Tabela 3.1, o ponto de equiĺıbrio Q1 é assin-

toticamente estável.

Prova:

Substituindo o ponto Q1 = (S∗, I∗v , R
∗
v, I

∗
z ), na equação (3.9), obtemos

λ4 + b3λ
3 + b2λ

2 + b1λ+ b0 = 0,

onde

b3 = 4µ+ α+ γv + γz + βI∗v + ϕI∗z − βS∗,

b2 = (2µ+ α+ γz)(2µ+ βI∗v + ϕI∗z + γv − βS∗) + (µ+ α)(µ+ γz)

+(µ+ βI∗v + ϕI∗z )(µ+ γv − βS∗) + βS∗(βI∗v + ϕI∗z ),

b1 = (2µ+ α+ γz)

[
(µ+ γv)(βI

∗
v + ϕI∗z ) +

µ(µ+ γv)(A− β)

A

]
+(µ+ α)(µ+ γz)(µ+ βI∗v + ϕI∗z ),

b0 = (µ+ α)(µ+ γv)(µ+ γz)(βI
∗
v + ϕI∗z ).

Como

µ+ γv − βS∗ =
(µ+ γv)(A− β)

A
,

e A > β, segue que, b1 > 0 e µ + γv − βS∗ > 0. Dáı, b2, b3 > 0. Logo, bi > 0, i =

0, . . . , 3. Utilizando o software Mathematica [16] e os valores de parâmetros da Tabela 3.1

mostramos que G = G(β, ϕ) = b3b2b1−b21−b0b
2
3 > 0, para todos os pares (β, ϕ) ∈ B, onde

B é a região no primeiro quadrante do plano βϕ acima da reta com inclinação negativa,

sobre a qual, S∗ = N. Ou seja, a região onde o ponto Q1 tem todas as coordenadas

não negativas, vide Figura 3.1. Assim, a conclusão da prova segue do Corolário 1.1 do

Caṕıtulo 1.
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Figura 3.1: Utilizando o software Mathematica [16] e os valores de parâmetros da Tabela

3.1 temos G = G(β, ϕ) = b3b2b1 − b21 − b0b
2
3 > 0, para todos os pares (β, ϕ) ∈ B, onde

B é a região no primeiro quadrante do plano βϕ acima da reta com inclinação negativa,

sobre a qual, S∗ = N. Ou seja, a região onde o ponto Q1 tem todas as coordenadas não

negativas.

A Figura 3.2 (extraida de [15] e) obtida por simulações numéricas usando o pacote

Ode23 do software Matlab. Foram utilizados, os valores da Tabela 3.1 convertidos para a

escala de tempo 71 anos, β = 0, 899, ϕ = 9, 99× 10−5 e N = 1, ou seja, na região acima

da reta onde S∗ = N.

Na Figura 3.2 temos surtos periódicos de varicela, descritos pelas oscilações da po-

pulação de infecciosos por varicela, Iv, convergindo para um valor não nulo, como era de

se esperar uma vez que mostramos que o ponto de equiĺıbrio Q0 (o trivial) é sela e Q1 (o

não trivial) é assintoticamente estável. Estes pulsos da população de infecciosos é t́ıpico

em sistemas que descrevem epidemias, vide referências em [15] e, no caso da varicela,

os dados estat́ısticos também mostram tal oscilação1. Note que, de acordo com esta

simulação, temos o estabelecimento da doença, ou seja, ela sempre estará presente nesta

população, não tão forte como no seu surgimento, mas periodicamente teremos surtos de

varicela, que no caso está em torno de um peŕıodo de 4 anos o que está de acordo com a

literatura (surtos mais intensos a cada 4 anos), até chegarmos a uma quantidade limiar,

que pode ser calculada por meio da expressão do ponto Q1. Lembremos em 2003 foram

60.000 casos e em 2010 até 14 de setembro foram 10.018 casos.

1http://www.cve.saude.sp.gov.br/htm/resp/vari tab.htm (02/11/2010)
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Figura 3.2: Surtos periódicos de varicela, descritos pelas oscilações da população de in-

fecciosos por varicela, Iv (Iv–curva que oscila), e presença da subpopulação de infecciosos

zóster, Iz (Iz–curva que inicia em 1 e termina entre 0 e 1), responsável por causar tais

surtos. Foram utilizados os valores da Tabela 3.1 convertidos para a escala de tempo 71

anos, β = 0, 899, ϕ = 9, 99× 10−5, N = 1.

Na seção abaixo descrevemos a situação sem a presença do zóster.

3.3 Se não tivesse o herpes-zóster (cobreiro)

Destacamos agora que se desconsiderarmos o zóster, o sistema (3.1) se reduz ao

modelo SIR acrescido das taxas de mortalidade e natalidade, como segue

S ′ =
dS

dt
= µN − µS − βSIv

I ′v =
dIv
dt

= −µIv + βSIv − γvIv

R′
v =

dRv

dt
= −µRv + γvIv.

(3.10)

Neste caso temos

P0 = (N, 0, 0) e P∗ =

(
µ+ γv

β
,
µ(βN − µ− γv)

β(µ+ γv)
,
γv(βN − µ− γv)

β(µ+ γv)

)
pontos de equiĺıbrio deste sistema, ambos com entradas não negativas.

Sendo N constante a matriz jacobiana do sistema (3.10) em x = (S, Iv, Rv) ∈ R3 é
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dada por

J(x) =


−µ− βIv −βS 0

βIv −µ− γv + βS 0

0 γv −µ

 .

Em x = P0 ela admite λ1,3 = −µ < 0 e λ2 = −µ+ βN − γv > 0 como autovalores,

portanto, P0 é ponto de sela.

Em x = P∗ ela admite λ3 = −µ < 0 como autovalor e ainda as duas outras ráızes

de

λ2 − (−2µ+ β(S∗ − I∗v )− γv)λ+ (−µ− βI∗v )(−µ+ βS∗ − γv) + β2S∗I∗v = 0,

ou seja,

λ1,2 =
(−2µ+ β(S∗ − I∗v )− γv)±

√
(−2µ+ β(S∗ − I∗v )− γv)2 − 4∆

2
,

onde ∆ = (−µ− βI∗v )(−µ+ βS∗ − γv) + β2S∗I∗v .

Observando que

β(S∗ − I∗v ) = 2µ+ γv −
µβN

µ+ γv
e βS∗ = µ+ γv,

podemos escrever,

λ1,2 =

− µβN

µ+ γv
±

√(
µβN

µ+ γv

)2

− 4β2S∗I∗v

2
.

Como √(
µβN

µ+ γv

)2

− 4β2S∗I∗v ≤ µβN

µ+ γv
,

não é posśıvel ter uma raiz real positiva para a equação. Sendo assim, ou teremos

λ1,2 ∈ R, λ1,2 < 0 ou teremos Re(λ1,2) < 0. Portanto, P∗ é assintoticamente estável.

As Figuras 3.3 e 3.4 foram extráıdas do artigo [15], obtidas por simulações numéricas

usando o pacote Ode23 do software Matlab com os valores da Tabela 3.1 e β = 0, 899 e

N = 1, mas com a escala de tempo 71 anos.

Assim, pela simulação cujos resultados são exibidos nas Figuras 3.3 e 3.4, a varicela

se espalha rapidamente e consegue infectar praticamente toda a população, mas com o

passar do tempo, a renovação pela mortalidade e natalidade, a subpopulação de suscet́ıveis

cresce e chega a sua capacidade suporte, enquanto que a de infecciosos e removidos di-

minuem até a extinção, ou seja, depois que a doença se espalha causando a epidemia o

v́ırus “morre”com a subpopulação de removidos. Mas, sabemos que isso não é real, pois
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Figura 3.3: No ińıcio com o surgimento

de infecciosos na população, original-

mente suscet́ıvel, a subpopulação de Iv

cresce rapidamente seguida pela sub-

população de removidos, Rv, enquanto

que a suscet́ıveis, S, cai. Simulação com

dados da Tabela 3.1, β = 0, 899, N = 1,

escala de tempo 71 anos e condição ini-

cial: (S, Iv, Rv) = (0, 99, 0, 01, 0).
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Figura 3.4: Após a epidemia provocada

pelo surgimento de infecciosos na po-

pulação, a subpopulação de suscet́ıveis,

S, se recupera chegando a sua capaci-

dade máxima enquanto que a de infec-

ciosos e removidos cai até a extinção,

mostrando assim, que sem o zóster não

teŕıamos mais varicela. Simulação com

dados da Tabela 3.1, β = 0, 899, N = 1,

escala de tempo 71 anos e condição ini-

cial: (S, Iv, Rv) = (0, 99, 0, 01, 0).

todos os anos ocorrem surtos de varicela, principalmente no inverno, em nosso páıs, vide

referências de [15]. Assim, não devemos desconsiderar o zóster.

Até agora só tivemos pontos de equiĺıbrio hiperbólicos e, sendo assim não temos

bifurcação.

3.4 Modelo com suporte em Iv

Ressaltamos que no modelo apresentado na Seção 3.1, sistema de EDO’s (3.1), a

varicela surge numa população saudável permitindo que a subpopulação de infectados Iv

cresça podendo até mesmo ser toda a população de humanos em questão. No entanto, de

acordo com a literatura, o que temos são pequenos surtos de varicela todos os anos e um

número pequeno de pessoas com herpes-zóster [15]. Observa-se também que a medida

que as subpopulações Iv e Iz aumentam a “rotina”da população muda, ela toma atitudes

para se conter a propagação da doença (crescimento de Iv) como, por exemplo, isolar as

pessoas infecciosas, com varicela e, ou, com herpes-zóster. Temos ainda o uso, em pessoas
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infectadas, de imunoglobulina espećıfica para a varicela (VZIG) e a vacinação, estas são

práticas que além de evitar a infecção podem atenuar as manifestações da doença, e

consequentemente que estas pessoas venham a desenvolver a herpes-zóster [3], isto na

dinâmica pode ser descrito pela remoção de indiv́ıduos em Iv para Rz. Temos também

que ném todos os indiv́ıduos da subpopulação Iv serão capazes de desenvolver a herpes-

zóster. Assim, propomos alterações no modelo (3.1), visando inserir parte das informações

acima, consequentemente obtemos uma descrição mais reaĺıstica para a dinâmica da

varicela. Para isso inserimos os termos −βS
I2v
c1

e −ϕS
I2z
c2

na dinâmica da subpopulação Iv,

segunda equação do sistema (3.1), que representam a sáıda dos indiv́ıduos de Iv que não

serão capazes de desenvolver o herpes-zóster e os inserimos na dinâmica da subpopulação

Rz, acrescentando os termos +βS
I2v
c1

e +ϕS
I2z
c2
, na quinta equação do sistema (3.1), e

mantemos todas as demais hipóteses e parâmetros. Obtemos, desta forma, o modelo



S ′ =
dS

dt
= µ(N − S)− βSIv − ϕSIz

I ′v =
dIv
dt

= −(µ+ γv)Iv + βS(1− Iv
c1
)Iv + ϕS(1− Iz

c2
)Iz

R′
v =

dRv

dt
= −µRv + γvIv − αRv

I ′z =
dIz
dt

= −µIz + αRv − γzIz

R′
z =

dRz

dt
= −µRz + γzIz + βS

I2v
c1

+ ϕS
I2z
c2
,

(3.11)

onde c1 e c2 são os suportes populacionais de Iv e Iz, respectivamente, na dinâmica da

subpopulação Iv, que dependem de caracteŕısticas da população.

Por uma observação análoga à Observação (3.1) da Seção 3.1 deste Caṕıtulo,

podemos trabalhar com o sistema



S ′ =
dS

dt
= µ(N − S)− βSIv − ϕSIz

I ′v =
dIv
dt

= −(µ+ γv)Iv + βS(1− Iv
c1
)Iv + ϕS(1− Iz

c2
)Iz

R′
v =

dRv

dt
= −µRv + γvIv − αRv

I ′z =
dIz
dt

= −µIz + αRv − γzIz.

(3.12)
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3.5 Análise qualitativa do modelo com suporte

3.5.1 Os pontos de equiĺıbrio

Os pontos de equiĺıbrio do sistema (3.12) são as soluções do sistema

µ(N − S)− βSIv − ϕSIz = 0

−(µ+ γv)Iv + βS(1− Iv
c1
)Iv + ϕS(1− Iz

c2
)Iz = 0

−µRv + γvIv − αRv = 0

−µIz + αRv − γzIz = 0.

(3.13)

Lema 3.3 O sistema (3.12) admite como pontos de equiĺıbrio Q̃0 = (N, 0, 0, 0) e

Q̃1 = (S∗, I∗v , I
∗
z , R

∗
v) =

(
S∗, I∗v ,

γv
µ+ α

I∗v ,
αγv

(µ+ γz)(µ+ α)
I∗v

)
,

onde

S∗ =

(µ+ γv)A+ µN

(
β

c1
+

(A− β)2

ϕc2

)
A2 + µ

(
β

c1
+

(A− β)2

ϕc2

) , I∗v =
µ(N − S∗)

S∗A
e A = β +

ϕαγv
(µ+ γz)(µ+ α)

.

Prova:

O ponto Q̃0 = (N, 0, 0, 0) ∈ R4, é uma solução, chamado ponto de equiĺıbrio

trivial deste sistema, ou seja, população livre da doença.

Suponhamos agora a existência de infecciosos com varicela na população, isto é,

que exista um valor I∗v > 0. Dáı, resolvendo a terceira equação de (3.13) para Rv, temos

R∗
v =

γv
(µ+ α)

I∗v . (3.14)

Substituindo (3.14) na quarta equação de (3.13), e resolvendo para Iz, obtemos

I∗z =
αγv

(µ+ γz)(µ+ α)
I∗v . (3.15)

Agora substituindo (3.15) na segunda equação de (3.13), obtemos

−(µ+ γv) + AS∗ = (
β

c1
+

(A− β)2

ϕc2
)S∗I∗v , (3.16)

onde

A = β +
ϕαγv

(µ+ γz)(µ+ α)
.

Substituindo agora os valores de (3.15) na primeira equação de (3.13), segue que

I∗v =
µ(N − S∗)

S∗A
. (3.17)
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E finalmente substituindo (3.17) em (3.16) e resolvendo para S, resulta

S∗ =

(µ+ γv)A+ µN

(
β

c1
+

(A− β)2

ϕc2

)
A2 + µ

(
β

c1
+

(A− β)2

ϕc2

) . (3.18)

Deste modo, o único ponto de equiĺıbrio não trivial do sistema (3.13) é Q̃1.

3.5.2 Análise da estabilidade dos pontos de equiĺıbrio

Estudamos a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do sistema (3.12) a partir da

análise das ráızes da autoequação

det(J(x)− λI) = 0, (3.19)

onde I é a matriz identidade 4 × 4 e J(x) é a matriz jacobiana do sistema (3.12) em

x = (S, Iv, Rv, Iz) ∈ R4 dada por

J(x) =


−µ− βIv − ϕIz −βS 0 −ϕS

β(1− Iv
c1
)Iv + ϕ(1− Iz

c2
)Iz −(µ+ γv) + βS(1− 2Iv

c1
) 0 ϕS(1− 2Iz

c2
)

0 γv −(µ+ α) 0

0 0 α −(µ+ γz)

 .

Para o ponto Q̃0 = (N, 0, 0, 0) na autoequação (3.19) estamos nas condições do

Teorema 3.1, Seção 3.2. Logo, Q̃0 = (N, 0, 0, 0) é uma sela 3− 1.

Substituindo em (3.19) o ponto Q̃1 = (S∗, I∗v , R
∗
v, I

∗
z ), obtemos a seguinte equação

caracteŕıstica

λ4 + d3λ
3 + d2λ

2 + d1λ+ d0 = 0,
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onde

d3 = 4µ+ α+ γv + γz + βI∗v + ϕI∗z − βS∗(1− 2I∗v
c1
),

d2 = (µ+ α)(µ+ γz) + (µ+ βI∗v + ϕI∗z )(µ+ γv − βS∗(1− 2I∗v
c1
)) + β2S∗(1− I∗v

c1
)I∗v

+βϕS∗(1− I∗z
c2
)I∗z + (2µ+ α+ γz)(2µ+ βI∗v + ϕI∗z + γv − βS∗(1− 2I∗v

c1
)),

d1 = −αγvϕS
∗(1− 2I∗z

c2
) + (2µ+ α+ γz)(β

2S∗(1− I∗v
c1
)I∗v + βϕS∗(1− I∗z

c2
)I∗z )

+(2µ+ α+ γz)(µ+ βI∗v + ϕI∗z )(µ+ γv − βS∗(1− 2I∗v
c1
))

+(µ+ α)(µ+ γz)(2µ+ βI∗v + ϕI∗z + γv − βS∗(1− 2I∗v
c1
)),

d0 = αγvϕS
∗[β(1− I∗v

c1
)I∗v + ϕ(1− I∗z

c2
)I∗z +

ϕI∗z
2

c2
− (1− 2I∗z

c2
)(µ+ βI∗v )]

+(µ+ α)(µ+ γz)(µ+ βI∗v + ϕI∗z )(µ+ γv − βS∗(1− 2I∗v
c1
))

+(µ+ α)(µ+ γz)(β
2S∗(1− I∗v

c1
)I∗v + βϕS∗(1− I∗z

c2
)I∗z ).

(3.20)

Queremos saber se di > 0, i = 0, 1, 2, 3 em alguma região onde faça sentido estudar

a dinâmica da doença, ou seja, onde as coordenadas do ponto Q̃1 são não negativas

(S∗ < N). Como as expressões de di, i = 0, 1, 2, 3 não são facilmente manipuláveis,

tomamos valores euŕısticos para c1 e c2, consideramos a Tabela 3.1 e 0 ≤ ϕ < β, β ≈ 0, 9,

vide subseção 3.2.2. Assim escrevemos di = di(β, ϕ), i = 0, 1, 2, 3, como funções das

variáveis β e ϕ, no primeiro quadrante do plano βϕ, nas proximidades de β = 0, 9 e,

desta forma estudamos os sinais dos mesmos.

Na Tabela 3.2 admitimos que se tenha até 1% da população infectada com varicela

num instante de tempo t e até 0, 01% com herpes-zóster num instante de tempo t.

Tabela 3.2: Parâmetros espećıficos dados na Tabela 3.1 e valores euŕısticos de c1 e c2.

N µ α γv γz c1 c2

100.000 1
71×360

1
50×360

1
7

1
21

10−2N 10−4N

Utilizando o software Mathematica [16] plotamos di = di(β, ϕ), i = 0, 1, 2, 3, nas

proximidades de β = 0, 9 vide Figura 3.5. Observamos que o único deles a trocar de sinal

perto de β = 0, 9 é d1. Definimos assim, um subconjunto no primeiro quadrante do plano

βϕ no qual o ponto Q̃1 está definido e, neste conjunto, temos ferramentas para detectar

inclusive a ocorrência de uma posśıvel bifurcação de Hopf.

Definição 3.1 U = {(β, ϕ) ∈ R2; 0, 8 ≤ β ≤ 0, 98 e di(β, ϕ) > 0, i = 0, 1, 2, 3, 4}
denominamos o conjunto de parâmetros admisśıveis.
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Figura 3.5: Nesta figura o conjunto U de parâmetros admisśıveis é delimitado por ϕ =

0, β = 0, 8, β = 0, 98 e acima por d1 = 0 pois, este é o único a mudar de sinal perto

de β = 0, 9. Simulação utilizando os parâmetros da Tabela 3.2 e utilizando o software

Mathematica [16] para plotar di = di(β, ϕ), i = 0, 1, 2, 3, nas proximidades de β = 0, 9.

Note que, na Figura 3.5, não aparece a reta com inclinação negativa, sobre a qual,

S∗ = N. Isto se deve ao fato de tal reta passar abaixo do cojunto U.

Teorema 3.3 Sejam (β, ϕ) ∈ U, F = d3d2d1 − d1
2 − d3

2d0, e os parâmetros da Tabela

3.2. Se F > 0, então Q̃1 é assintoticamente estável. Se F < 0, então Q̃1 é instável.

Prova:

Como (β, ϕ) ∈ U e os parâmetros são da Tabela 3.2, temos di > 0, i = 0, 1, 2, 3.

Sendo a equação caracteŕıstica para Q̃1 de quarto grau, a prova segue do Corolário 1.1

do Caṕıtulo 1.

Respondemos, assim, o que ocorre quando F ̸= 0 em U, mas, se F = 0, o que

ocorre? Para responder esta pergunta lançamos mão da Teoria de Bifurcações. No que

segue, descrevemos a existência de uma bifurcação de Hopf para o caso F = 0.

3.5.3 Condição de Hopf

Como vimos na subseção 3.5.2, a matriz jacobiana do sistema (3.12) calculada no

ponto Q̃1 = (S∗, I∗v , R
∗
v, I

∗
z ), tem como equação caracteŕıstica de quarto grau

λ4 + d3λ
3 + d2λ

2 + d1λ+ d0 = 0,

cujos coeficientes são dados pela equação (3.20).

Logo, a curva Σ = F−1(0) separa a região U de tal modo que U = U+ ∪ Σ ∪ U− e,

para (β, ϕ) ∈ Σ, a matriz jacobiana do sistema (3.12) calculada em Q̃1 possuirá um par

de autovalores puramente imaginários e não possui outros autovalores cŕıticos. Ou seja,

a curva Σ = F−1(0) é uma curva de Hopf [7].
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Figura 3.6: A curva Σ = F−1(0) divide U de modo que U = U+∪Σ∪U−. Para (β, ϕ) ∈ Σ,

a matriz jacobiana do sistema (3.12) calculada em Q̃1 possuirá um par de autovalores

puramente imaginários. Utilizamos o software Mathematica [16] com os parâmetros da

Tabela 3.2.

Pelo Lema 1.1 do Caṕıtulo 1 sabemos que os pontos da forma Q̃1 = Q̃1(β, ϕ),

(β, ϕ) ∈ Σ, são pontos de Hopf. Porém, não temos garantia se haverá formação de ciclo

limite nas proximidades de Q̃1 e, muito menos, se este será ou não estável.

Nosso modelo em estudo, sistema (3.11), tem dimensão maior que dois. Logo, para

a análise de seus pontos de Hopf, utilizamos as ferramentas da Seção 2.3 do Caṕıtulo 2.

No que segue determinamos as expressões a serem utilizadas na implementação

computacional do cálculo do primeiro coeficiente de Lyapunov. Se este resultar diferente

de zero em Q̃1, pela simples observação do seu sinal teremos a resposta sobre a formação

e a estabilidade (ou instabilidade) do ciclo limite que bifurca.

3.5.4 Cálculo do primeiro coeficiente de Lyapunov

Lembremos inicialmente que, na dedução da expressão do primeiro coeficiente de

Lyapunov, o ponto de equiĺıbrio foi considerado na origem. Mas, podemos escrever o



Análise qualitativa do modelo com suporte 69

sistema (3.12) como segue
S ′

I ′v

R′
v

I ′z

 =


µN

0

0

0

+


−µ 0 0 0

0 −(µ+ γv) 0 0

0 γv −(µ+ α) 0

0 0 α −(µ+ γz)




S

Iv

Rv

Iz



+


−βSIv − ϕSIz

βS(1− Iv
c1
)Iv + ϕS(1− Iz

c2
)Iz

0

0

 = f(x), x = (S, Iv, Rv, Iz) ∈ R4.

Para analisar o ponto x∗ = Q̃1 = (S∗, I∗v , R
∗
v, I

∗
z ), escrevemos

x̃ = x− x∗ = (S̃, Ĩv, R̃v, Ĩz),

onde 
S̃ = S − S∗

Ĩv = Iv − I∗v

R̃v = Rv −R∗
v

Ĩz = Iz − I∗z .

Assim, transladando o sistema para analisá-lo na origem, obtemos
S̃ ′

Ĩv
′

R̃v
′

Ĩz
′

 = f(x∗) + J(x∗)(x̃) +


−βS̃Ĩv − ϕS̃Ĩz

(⋆)

0

0

 ,

onde

(⋆) = − β

c1
(2S̃ĨvI

∗
v + S∗Ĩv

2
)− ϕ

c2
(2S̃ĨzI

∗
z + S∗Ĩz

2
) + βS̃(1− Ĩv

c1
)Ĩv + ϕS̃(1− Ĩz

c2
)Ĩz.

Por simplicidade de notação, vamos escrever x em vez de x̃. Como x∗ é ponto de

equiĺıbrio do sistema (3.12), segue que f(x∗) = 0 e nosso sistema transladado acima

assume a forma

x′ = Ax+ F (x), (3.21)

onde x = (S, Iv, Rv, Iz) ∈ R4, A = J(x∗) e

F (x) =


−βSIv − ϕSIz

− β

c1
(2SIvI

∗
v + S∗I2v )−

ϕ

c2
(2SIzI

∗
z + S∗I2z ) + βS(1− Iv

c1
)Iv + ϕS(1− Iz

c2
)Iz

0

0

 .
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Para os autovetores envolvidos na expressão do primeiro coeficiente de Lyapunov,

sendo q = (x1, x2, x3, x4) ∈ C4 o autovetor associado ao autovalor iω0 e escrevendo a

equação vetorial Aq = iω0q, temos

Aq =


(−µ− βI∗v − ϕI∗z )x1 − βS∗x2 − ϕS∗x4

(⋆⋆)

γvx2 − (µ+ α)x3

αx3 − (µ+ γz)x4

 =


iω0x1

iω0x2

iω0x3

iω0x4

 ,

onde

(⋆⋆) = (β(1− I∗v
c1
)I∗v + ϕ(1− I∗z

c2
)I∗z )x1 + (−(µ+ γv) + βS∗(1− 2I∗v

c1
))x2 + ϕS∗(1− 2I∗z

c2
)x4.

Como q é um autovetor, podemos tomar qualquer múltiplo de q na equação vetorial

acima. Por simplicidade, façamos x4 = 1. Assim, as componentes de q são dadas por

x1 = −βS∗(µ+ α+ iω0)(µ+ γz + iω0)− ϕS∗αγv
αγv(µ+ βI∗v + ϕI∗z + iω0)

,

x2 =
(µ+ α+ iω0)(µ+ γz + iω0)

αγv
,

x3 =
(µ+ γz + iω0)

α
,

x4 = 1.

Analogamente, sendo p = (y1, y2, y3, y4) ∈ C4 o autovetor associado a −iω0 e resol-

vendo a equação vetorial Atp = −iω0p, temos

y1 =

(
1− 2I∗z

c2

)
y2 +

iω0 − µ− γz
ϕS∗ ,

y2 =

αγv
iω0 − µ− α

+
β(iω0 − µ− γz)

ϕ

−βS∗
(
1− 2I∗z

c2

)
− (µ+ γv) + βS∗

(
1− 2I∗v

c1

)
+ iω0

,

y3 =
α

−iω0 + µ+ α
,

y4 = 1.

No lema abaixo apresentamos as funções multilineares envolvidas na expressão do

primeiro coeficiente de Lyapunov.
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Lema 3.4 As funções multilineares B(x, y) e C(x, y, z), x, y, z ∈ R4, para o sistema

(3.21) são dadas por

B(x, y) =


−β(x1y2 + x2y1)− ϕ(x1y4 + x4y1)

B2(x, y)

0

0

 ,

onde

B2(x, y) =

(
−2βI∗v

c1
+ β

)
(x1y2+x2y1)+

(
−2ϕI∗z

c2
+ ϕ

)
(x1y4+x4y1)−

2βI∗v
c1

x2y2−
2ϕS∗

c2
x4y4

e

C(x, y, z) =


0

−2β

c1
(x1y2z2 + x2y1z2 + x2y2z1)−

2ϕ

c2
(x1y4z4 + x4y1z4 + x4y4z1)

0

0

 .

Prova:

Em x = (S, Iv, Rv, Iz) as funções B e C são dadas por

B(x, x) =


−2βSIv − 2ϕSIz

2

(
−2βI∗v

c1
+ β

)
SIv + 2

(
−2ϕI∗z

c2
+ ϕ

)
SIz −

2βI∗v
c1

I2v −
2ϕS∗

c2
I2z

0

0


e

C(x, x, x) =


0

−6β

c1
SI2v −

6ϕ

c2
SI2z

0

0

 .

Logo, satisfazem à fórmula

F (x) =
1

2
B(x, x) +

1

6
C(x, x, x) +O(∥ x ∥4).

Da Seção 2.3 do Caṕıtulo 2, calculamos as coordenadas das funções B e C pelas fórmulas

Bi(x, y) =
4∑

j,k=1

∂2Fi(ξ)

∂ξj∂ξk

∣∣∣
ξ=0

xjyk, i = 1, 2, 3, 4;
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e

Ci(x, y, z) =
4∑

j,k,l=1

∂3Fi(ξ)

∂ξj∂ξk∂ξl

∣∣∣
ξ=0

xjykzl, i = 1, 2, 3, 4.

Para calcular B1(x, y), por exemplo, tomamos F1(S, Iv, Rv, Iz) = −βSIv − ϕSIz, e

fazemos

∂F1

∂S
= −βIv − ϕIz

∂F1

∂Iv
= −βS ∂F1

∂Rv
= 0 ∂F1

∂Iz
= −ϕS

∂
∂S
(∂F1

∂S
) = 0 ∂

∂S
(∂F1

∂Iv
) = −β ∂

∂S
( ∂F1

∂Rv
) = 0 ∂

∂S
(∂F1

∂Iz
) = −ϕ

∂
∂Iv

(∂F1

∂S
) = −β ∂

∂Iv
(∂F1

∂Iv
) = 0 ∂

∂Iv
( ∂F1

∂Rv
) = 0 ∂

∂Iv
(∂F1

∂Iz
) = 0

∂
∂Rv

(∂F1

∂S
) = 0 ∂

∂Rv
(∂F1

∂Iv
) = 0 ∂

∂Rv
( ∂F1

∂Rv
) = 0 ∂

∂Rv
(∂F1

∂Iz
) = 0

∂
∂Iz

(∂F1

∂S
) = −ϕ ∂

∂Iz
(∂F1

∂Iv
) = 0 ∂

∂Iz
( ∂F1

∂Rv
) = 0 ∂

∂Iz
(∂F1

∂Iz
) = 0.

Logo,

B1(x, y) = 0x1y1 −βx1y2 +0x1y3 −ϕx1y4

−βx2y1 +0x2y2 +0x2y3 +0x2y4

+0x3y1 +0x3y2 +0x3y3 +0x3y4

−ϕx4y1 +0x4y2 +0x4y3 +0x4y4 = −β(x1y2 + x2y1)− ϕ(x1y4 + x4y1).

De modo análogo, calculamos B2(x, y), B3(x, y), B4(x, y), C1(x, y, z), C2(x, y, z),

C3(x, y, z) e C4(x, y, z), o que completa a nossa prova.

Deste modo, calculamos todas as componentes envolvidas na expressão do primeiro

coeficiente de Lyapunov transcrita abaixo

l1 =
1

2ω0

Re⟨p, C(q, q, q) +B(q, (2iω0I − A)−1B(q, q))− 2B(q, A−1B(q, q))⟩. (3.22)

Nosso objetivo é saber o sinal de l1 sobre a curva Σ, vide Figura 3.6, pois, de acordo

com o Caṕıtulo 2, se l1 for diferente de zero em Q̃1, pela simples observação do seu sinal

teremos a resposta sobre a formação e a estabilidade (ou instabilidade) do ciclo limite que

bifurca. Mas, devido ao tamanho das expressões envolvidas na expressão de l1, essa tarefa

é algebricamente dif́ıcil. Assim, lançamos mão de ajuda computacional na determinação

do sinal de l1 sobre a curva Σ.

Utilizando os dados da Tabela 3.2 escrevemos l1 = l1(β, ϕ), (β, ϕ) ∈ U. Dáı, uti-

lizando o software Mathematica [16], observamos que a curva l1(β, ϕ) = 0 não intercepta

a curva Σ em U, ou seja, l1(β, ϕ) ̸= 0, ∀(β, ϕ) ∈ Σ∩U. Logo, de acordo com os resultados

do Caṕıtulo 2, ∀(β, ϕ) ∈ Σ, Q̃1(β, ϕ) é ponto de Hopf de codimensão um.

A seguir apresentamos alguns valores de Q̃1, λ1, λ2, λ3,4 e l1, calculados em pontos

(β, ϕ) ∈ Σ.
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β = 0, 8; ϕ = 0, 19951718654675932

Q̃1 = (0, 308825, 11, 0072, 16608, 3, 19, 3604)

λ1 = −12, 5692, λ2 = −0, 0483587, λ3,4 = ±0, 00578159i

l1 = 434, 012

β = 0, 85; ϕ = 0, 21198720270066

Q̃1 = (0, 290659, 11, 0072, 16608, 3, 19, 3604)

λ1 = −13, 361, λ2 = −0, 0483584, λ3,4 = ±0, 00578027i

l1 = 444, 744

β = 0, 9; ϕ = 0, 2244572183962516

Q̃1 = (0, 274511, 11, 0072, 16608, 3, 19, 3604)

λ1 = −14, 1528, λ2 = −0, 0483581, λ3,4 = ±0, 0057791i

l1 = 455, 931

β = 0, 95; ϕ = 0, 23692723370637003

Q̃1 = (0, 260063, 11, 0072, 16608, 3, 19, 3604)

λ1 = −14, 9446, λ2 = −0, 0483578, λ3,4 = ±0, 00577805i

l1 = 467, 567

β = 0, 98; ϕ = 0, 24440924273211337

Q̃1 = (0, 252102, 11, 0072, 16608, 3, 19, 3604)

λ1 = −15, 519, λ2 = −0, 0483576, λ3,4 = ±0, 00577747i

l1 = 474, 763

Note que, l1(β, ϕ) > 0 em todos os pontos calculados. Há evidências que indicam

ser l1(β, ϕ) > 0, ∀(β, ϕ) ∈ Σ. De acordo com os resultados do Caṕıtulo 2, há formação

de uma órbita periódica instável para (β, ϕ) ∈ U− próximos a Σ, de tal modo, a envolver

por uma pequena bacia atratora, o ponto Q̃1, sendo Q̃1 um atrator local.

Na dedução da expressão de l1, na Seção 2.2 do Caṕıtulo 2, usamos que a parte real

de

λ(β, ϕ) = µ(β, ϕ)± iω(β, ϕ), (β, ϕ) ∈ Σ

intersecta o eixo imaginário do plano complexo com alguma inclinação não vertical, ou

seja, usamos que
∂µ

∂β

∣∣∣
Σ
̸= 0 e

∂µ

∂ϕ

∣∣∣
Σ
̸= 0.

Em outras palavras, usamos que a curva de Hopf, Σ, é transversal.
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A seguir, apresentamos as expressões envolvidas nos cálculos computacionais da

condição de transversalidade como na Seção 2.3 do Caṕıtulo 2.

3.5.5 Condição de transversalidade

Queremos saber se a parte real de

λ(β, ϕ) = µ(β, ϕ)± iω(β, ϕ), (β, ϕ) ∈ U

intersecta o eixo imaginário do plano complexo com alguma inclinação não vertical. Mas,

pelo Lema 2.12 do Caṕıtulo 2, devemos saber se as derivadas parciais são sempre diferentes

de zero em Σ.

Mostremos, por exemplo, que

∂µ

∂β

∣∣∣
Σ
̸= 0.

Do Lema 2.12 do Caṕıtulo 2, resulta que

∂µ

∂β
(β, ϕ) = ⟨p(β, ϕ), ∂

∂β
A(β, ϕ)q(β, ϕ)⟩.

Tomando a matriz A do sistema transladado (3.21), mantendo a dependência

A = A(β, ϕ) e derivando com relação a β temos

∂

∂β
A(β, ϕ) =

∂

∂β
(−βI∗v − ϕI∗z )

∂

∂β
(−βS∗) 0 −ϕ

∂

∂β
S∗

∂

∂β
(β(1− I∗v

c1
)I∗v + ϕ(1− I∗z

c2
)I∗z )

∂

∂β
(βS∗(1− 2I∗v

c1
)) 0 ϕ

∂

∂β
(S∗(1− 2I∗z

c2
))

0 0 0 0

0 0 0 0


.

Utilizando o software Mathematica [16], com os valores da Tabela 3.2, verificamos

que o ńıvel zero de

∂µ

∂β
(β, ϕ) = ⟨p(β, ϕ), ∂

∂β
A(β, ϕ)q(β, ϕ)⟩, (β, ϕ) ∈ U,

ou seja,
∂µ

∂β
(β, ϕ) = 0 não intercepta a curva Σ. Em outras palavras, para (β, ϕ) ∈ Σ

temos sempre
∂µ

∂β
(β, ϕ) ̸= 0 como queŕıamos.

De modo análogo, mostramos também que
∂µ

∂β
(β, ϕ) ̸= 0 em Σ. Logo, a curva de

Hopf, Σ, definida anteriormente em U é transversal.
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Tabela 3.3: Alguns valores de
∂µ

∂β
e
∂µ

∂ϕ
em (β, ϕ) ∈ Σ.

β ϕ
∂µ

∂β

∂µ

∂ϕ

0, 8 0, 19951718654675932 −0, 167696 0, 670563

0, 85 0, 21198720270066 −0, 157747 0, 630884

0, 9 0, 2244572183962516 −0, 148913 0, 595638

0, 95 0, 23692723370637003 −0, 141016 0, 564123

0, 98 0, 24440924273211337 −0, 136667 0, 546765

Acompanhe na Tabela 3.3 os valores de
∂µ

∂β
e
∂µ

∂ϕ
para alguns pares (β, ϕ) ∈ Σ.

Resumidamente, de acordo com o Caṕıtulo 2, para o sistema (3.12), escrevemos:

• Para todo (β, ϕ) ∈ Σ, o ponto de equiĺıbrio do sistema (3.12), Q̃1(β, ϕ), é um ponto

de Hopf.

• Neste ponto de Hopf, Q̃1(β, ϕ), a variedade central bidimensional está bem definida,

e é invariante sob o fluxo gerado por (3.12) e pode ser estendida suavemente a valores

dos parâmetros numa vizinhança deste ponto.

• Este ponto de Hopf, Q̃1(β, ϕ), é transversal.

• Numa vizinhança deste ponto de Hopf transversal, Q̃1(β, ϕ), l1(β, ϕ) > 0, o com-

portamento do sistema dinâmico (3.12), reduzido à famı́lia parâmetro-dependente

da variedade central, é orbitalmente topologicamente equivalente a forma normal

complexa

w′ = λw + l1w|w|2,

w ∈ C, λ = µ+ iω.

• Como l1(β, ϕ) > 0 uma famı́lia de órbitas periódicas instável pode ser encontrada

e, esta famı́lia de órbitas periódicas, pode ser diminuida ao ponto de equiĺıbrio no

ponto de Hopf.

As principais rotinas do software Mathematica utilizadas nas demonstrações numéricas

deste Caṕıtulo são apresentadas nos anexos I, II e III deste trabalho.

3.6 Conclusão

Refizemos a análise de estabilidade dos equiĺıbrios do modelo matemático descrito

pelo sistema apresentado por Vieira e Takahashi, em [15]. Em seguida propomos uma
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alteração no modelo em [15] considerando o fato de que nem todas as pessoas infectadas,

com varicela, irão desenvolver a herpes-zóster.

Assim, estudamos três situações diferentes para o modelo da varicela, sistema (3.1)

da Seção 3.1. Num primeiro momento, estudamos o modelo sem considerar suporte nas

subpopulações e, neste caso, o ponto de equiĺıbrio não trivial (de coexistência) é sempre

um atrator. Num segundo momento, desconsiderando o herpes-zóster, vimos que a po-

pulação de humanos fica livre do v́ırus. E, por último, estudamos um modelo da varicela

com a presença de suporte na dinâmica da subpopulação de infectados por varicela, Iv.

Neste caso, devido ao grande número de parâmetros envolvidos e à complexidade das

expressões, em grande parte das demonstrações utilizamos o software Mathematica [16]

com parâmetros fixados pela Tabela 3.2. Nas simulações consideramos três tamanhos de

população, N, de humanos: pequena (N = 10.000), média (N = 100.000) e grande (N =

1.000.000). As contas apresentadas aqui como exemplo foram feitas usando a população

média. Estudamos apenas um pequeno pedaço da curva F = 0 nas proximidades de

β = 0, 9. Definimos o conjunto de parâmetros admisśıveis e, constatamos:

• Se (β, ϕ) ∈ U−, então Q̃1(β, ϕ) é um atrator local.

• Existe uma vizinhança V de Σ tal que

a) (β, ϕ) ∈ V+ = V ∩ U+ ⇒ Q̃1(β, ϕ) é uma sela 2− 2.

b) (β, ϕ) ∈ V− = V ∩ U− ⇒ Q̃1(β, ϕ) é um atrator local e há formação de ciclo

limite instável.

Este ciclo limite envolve o ponto de equiĺıbrio com coordenadas positivas, Q̃1, por

uma pequena bacia atratora, mostrando assim, que a persistência de infecciosos com

varicela na população de humanos é duradoura.
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Considerações Finais

Neste trabalho, estudamos a dinâmica da varicela na população humana, onde

os principais trabalhos utilizados foram os artigos: “A sobrevivência do v́ırus varicela-

zoster”de Vieira e Takahashi, 2009, [15] e “Bifurcation analysis of a model for biological

control”de Sotomayor et al., 2008, [14], e o livro “Elements of Applied Bifurcation The-

ory”de Kuznetsov, 2004, [7].

Refizemos a análise do modelo do artigo [15] e obtivemos resultados mais gerais

como, por exemplo, a determinação de uma região no plano βϕ, onde o ponto de equiĺıbrio

não trivial é estável.

Ao prosseguirmos com o estudo da dinâmica da varicela vimos que as subpopulações

de infectados por varicela, Iv, e os infectados por zoster, Iz, não podiam crescer muito.

Assim, propomos um novo modelo descrito pelo sistema dinâmico (3.11), onde c1 e c2

são os suportes populacionais de Iv e Iz, respectivamente, na dinâmica da subpopulação

Iv. Neste novo modelo ao realizarmos o seu estudo qualitativo verificamos que o ponto

de equiĺıbrio trivial, que corresponde a população livre da doença, se mantinha como no

artigo [15], ou seja, instável. No entanto, o ponto de equiĺıbrio não trivial que corresponde

ao estabelecimento da varicela, coexistência, era não hiperbólico sobre Σ ⊂ U , onde U é o

conjunto de parâmetros admisśıveis no plano βϕ. Pudemos então determinar que, com os

valores dos parâmetros no plano βϕ, abaixo de Σ, o ponto não trivial é assintoticamente

estável, enquanto que acima de Σ, em uma vizinhança de Σ, ele é uma sela 2 − 2 [11].

Para os parâmetros sobre a curva Σ este ponto foi então analisado à luz da seção 2.3

e Kuznetsov [7]. E assim, verificamos que nele as condições de não-degenerescência,

vide subseção 3.5.4, e de transversalidade, vide subseção 3.5.5, são satisfeitas. Portanto,

segundo a teoria desenvolvida, seção 2.3, há formação de óbitas periódicas para (β, ϕ) ∈
U− ∩ V, V uma vizinhança de Σ, envolvendo o equiĺıbrio não-trivial, Q̃1(β, ϕ), por uma

pequena bacia atratora. Assim, vemos que nestas condições a coexistência é duradoura.

77
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Desta forma, caso não haja interferência nesta dinâmica como, por exemplo, vaci-

nação, a população não se verá livre da varicela.

4.1 Trabalhos futuros

Algumas sugestões para o desenvolvimento de novos trabalhos nesta linha, são:

• considerar também as taxas de mortalidade por varicela e zóster no modelo com

suporte populacional;

• exibir as órbitas periódicas garantidas pela bifurcação de Hopf;

• analisar as implicações biológicas das regiões do plano βϕ onde F < 0 e d1 < 0;

• justificar que l1(β, ϕ) > 0, ∀(β, ϕ) ∈ Σ.
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Euclides-IMPA, (1979).

[14] SOTOMAYOR TELLO, J. M., MELLO, L. F., SANTOS, D. B., BRAGA, D. C.,

Bifurcation analysis of a model for biological control, Mathematical and Computer

Modelling , v. 48, p. 375-387, (2008).

[15] VIEIRA, A. L. e TAKAHASHI, L. T., A Sobrevivência do Vı́rus varicela-zoster,
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Anexo I - Notebook do Software Mathematica

utilizado na prova do Teorema 3.2.

<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀

Context[$]Context[$]Context[$]

System̀

Parâmetros: u = γv; v = γz; c = α; k = β; k′ = ϕ;S;L = Iv;R = Rv;M = Iz.Parâmetros: u = γv; v = γz; c = α; k = β; k′ = ϕ;S;L = Iv;R = Rv;M = Iz.Parâmetros: u = γv; v = γz; c = α; k = β; k′ = ϕ;S;L = Iv;R = Rv;M = Iz.

u = 1
7

u = 1
7u = 1
7

v = 1
21

v = 1
21v = 1
21

c = 1
50∗360c = 1
50∗360c = 1
50∗360

µ = 1
71∗360µ = 1
71∗360µ = 1
71∗360

Sistema de EDO’s:Sistema de EDO’s:Sistema de EDO’s:

f1[S ,L ,R ,M ]:=µ− µ ∗ S − k ∗ S ∗ L− k′ ∗ S ∗Mf1[S ,L ,R ,M ]:=µ− µ ∗ S − k ∗ S ∗ L− k′ ∗ S ∗Mf1[S ,L ,R ,M ]:=µ− µ ∗ S − k ∗ S ∗ L− k′ ∗ S ∗M
f2[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗ L+ k ∗ S ∗ L− u ∗ L+ k′ ∗ S ∗Mf2[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗ L+ k ∗ S ∗ L− u ∗ L+ k′ ∗ S ∗Mf2[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗ L+ k ∗ S ∗ L− u ∗ L+ k′ ∗ S ∗M
f3[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗R + u ∗ L− c ∗Rf3[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗R + u ∗ L− c ∗Rf3[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗R + u ∗ L− c ∗R
f4[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗M + c ∗R− v ∗Mf4[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗M + c ∗R− v ∗Mf4[S ,L ,R ,M ]:=− µ ∗M + c ∗R− v ∗M

Equiĺıbrio Q1Equiĺıbrio Q1Equiĺıbrio Q1 :

Q1 =


(µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)

,

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

,

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

∗ u
µ+c

,Q1 =


(µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)

,

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

,

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

∗ u
µ+c

,Q1 =


(µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)

,

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

,

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

∗ u
µ+c

,

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

∗ u∗c
(µ+c)∗(µ+v)


;

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

∗ u∗c
(µ+c)∗(µ+v)


;

 µ (µ+u)

k+ k′∗c∗u
(µ+v)∗(µ+c)


−µ


k+ k′∗c∗u

(µ+v)∗(µ+c)

∗ u∗c
(µ+c)∗(µ+v)


;

Matriz jacobiana:Matriz jacobiana:Matriz jacobiana:

A[{S ,L ,R ,M }]:= {{−kL− µ−Mk′,−kS, 0,−Sk′} , {kL+Mk′, kS − u− µ, 0, Sk′} ,A[{S ,L ,R ,M }]:= {{−kL− µ−Mk′,−kS, 0,−Sk′} , {kL+Mk′, kS − u− µ, 0, Sk′} ,A[{S ,L ,R ,M }]:= {{−kL− µ−Mk′,−kS, 0,−Sk′} , {kL+Mk′, kS − u− µ, 0, Sk′} ,
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{0, u,−c− µ, 0}, {0, 0, c,−v − µ}}{0, u,−c− µ, 0}, {0, 0, c,−v − µ}}{0, u,−c− µ, 0}, {0, 0, c,−v − µ}}

Polinômio caracteŕıstico:Polinômio caracteŕıstico:Polinômio caracteŕıstico:

p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]

cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]

Simplify[A[Q1]];Simplify[A[Q1]];Simplify[A[Q1]];

Polinômio caracteŕıstico em Q1:Polinômio caracteŕıstico em Q1:Polinômio caracteŕıstico em Q1:

Simplify[p[λ,Q1]];Simplify[p[λ,Q1]];Simplify[p[λ,Q1]];

Simplify[cc[0,Q1]];Simplify[cc[0,Q1]];Simplify[cc[0,Q1]];

Simplify[cc[1,Q1]];Simplify[cc[1,Q1]];Simplify[cc[1,Q1]];

Simplify[cc[2,Q1]];Simplify[cc[2,Q1]];Simplify[cc[2,Q1]];

Simplify[cc[3,Q1]];Simplify[cc[3,Q1]];Simplify[cc[3,Q1]];

Simplify[cc[4,Q1]];Simplify[cc[4,Q1]];Simplify[cc[4,Q1]];

Condição de Routh− Hurwitz:Condição de Routh− Hurwitz:Condição de Routh− Hurwitz:

G = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2]G = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2]G = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2]

(227277573188776215920038352575729345264907013k4

(−185243477589793673 + 1295026004382225066k + 29918478567348000k2) +

1169252121312245191987288503607k2

(−33151688275426963594690770781985822+231163768078747727945621150795211003k+

8890151925827032734887500419021600k2 + 61372912985081606626781837760000k3) k′+

80460899227412205111325991k(−3389087942126241466185580764560250136229 +

35586309997789861180087227437612187047640k +

795760695165940019695580794952805792000

k2 + 3921729139746714663451359432864000000k3) (k′)2+990650554217735218741062360

(1282413563518425680541724981060069663 +

7634358158653506559586916957466131942120k +

162436689126228875140530366926461056000k2 +

746996026618421840657401796736000000k3)

(k′)3+1202493300331155101392090879296000(4919302194247620875326075684864847+

153011997147624867753004067824400k + 811811018321185272841029600000k2)
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(k′)4 + 1177320325136275349553182364105523200000

(67669127588520140296543417 + 583365204312435522306000k) (k′)5 +

201336019252260519872498293410102619611243891667255296000000000 (k′)6
)/

(231829915292198823604008914953699408858230269760000000000

(1031767k + 1814760k′)3
)

Plotagem do ńıvel zero de G e da reta sobre a qual S = N :Plotagem do ńıvel zero de G e da reta sobre a qual S = N :Plotagem do ńıvel zero de G e da reta sobre a qual S = N :

ImplicitPlot
[{
G == 0, 26379186889

324696859200
− 1031767

1814760
∗ k == k′} , {k, 0, 0.2},ImplicitPlot

[{
G == 0, 26379186889

324696859200
− 1031767

1814760
∗ k == k′} , {k, 0, 0.2},ImplicitPlot

[{
G == 0, 26379186889

324696859200
− 1031767

1814760
∗ k == k′} , {k, 0, 0.2},

{k′, 0.00000000000000001, 0.2}]{k′, 0.00000000000000001, 0.2}]{k′, 0.00000000000000001, 0.2}]

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

0.02

0.04

0.06

0.08

−Graphics−

Reduce[G == 0&&k′ > 0&&k > 0.1428962665, k′]Reduce[G == 0&&k′ > 0&&k > 0.1428962665, k′]Reduce[G == 0&&k′ > 0&&k > 0.1428962665, k′]

Reduce::ratnz : Reduce was unable to solve the system with inexact coefficients.

The answer was obtained by solving a corresponding

exact system and numericizing the result. More. . .

False

Plotagem em 3D de G no primeiro quadrante do plano βϕ = kk′ :Plotagem em 3D de G no primeiro quadrante do plano βϕ = kk′ :Plotagem em 3D de G no primeiro quadrante do plano βϕ = kk′ :

Plot3D[Plot3D[Plot3D[

(227277573188776215920038352575729345264907013k4(227277573188776215920038352575729345264907013k4(227277573188776215920038352575729345264907013k4

(−185243477589793673 + 1295026004382225066k + 29918478567348000k2)+(−185243477589793673 + 1295026004382225066k + 29918478567348000k2)+(−185243477589793673 + 1295026004382225066k + 29918478567348000k2)+

1169252121312245191987288503607k21169252121312245191987288503607k21169252121312245191987288503607k2

(−33151688275426963594690770781985822 + 231163768078747727945621150795211003k+(−33151688275426963594690770781985822 + 231163768078747727945621150795211003k+(−33151688275426963594690770781985822 + 231163768078747727945621150795211003k+
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8890151925827032734887500419021600k2 + 61372912985081606626781837760000k3) k′+8890151925827032734887500419021600k2 + 61372912985081606626781837760000k3) k′+8890151925827032734887500419021600k2 + 61372912985081606626781837760000k3) k′+

80460899227412205111325991k80460899227412205111325991k80460899227412205111325991k

(−3389087942126241466185580764560250136229+(−3389087942126241466185580764560250136229+(−3389087942126241466185580764560250136229+

35586309997789861180087227437612187047640k+35586309997789861180087227437612187047640k+35586309997789861180087227437612187047640k+

795760695165940019695580794952805792000k2+795760695165940019695580794952805792000k2+795760695165940019695580794952805792000k2+

3921729139746714663451359432864000000k3)3921729139746714663451359432864000000k3)3921729139746714663451359432864000000k3)

(k′)2 + 990650554217735218741062360(k′)2 + 990650554217735218741062360(k′)2 + 990650554217735218741062360

(1282413563518425680541724981060069663+(1282413563518425680541724981060069663+(1282413563518425680541724981060069663+

7634358158653506559586916957466131942120k+7634358158653506559586916957466131942120k+7634358158653506559586916957466131942120k+

162436689126228875140530366926461056000k2+162436689126228875140530366926461056000k2+162436689126228875140530366926461056000k2+

746996026618421840657401796736000000k3)746996026618421840657401796736000000k3)746996026618421840657401796736000000k3)

(k′)3 + 1202493300331155101392090879296000(k′)3 + 1202493300331155101392090879296000(k′)3 + 1202493300331155101392090879296000

(4919302194247620875326075684864847 + 153011997147624867753004067824400k+(4919302194247620875326075684864847 + 153011997147624867753004067824400k+(4919302194247620875326075684864847 + 153011997147624867753004067824400k+

811811018321185272841029600000k2) (k′)4 +811811018321185272841029600000k2) (k′)4+811811018321185272841029600000k2) (k′)4+

117732032513627534955318236410552320000011773203251362753495531823641055232000001177320325136275349553182364105523200000

(67669127588520140296543417 + 583365204312435522306000k) (k′)5+(67669127588520140296543417 + 583365204312435522306000k) (k′)5 +(67669127588520140296543417 + 583365204312435522306000k) (k′)5+

201336019252260519872498293410102619611243891667255296000000000 (k′)6
)/

201336019252260519872498293410102619611243891667255296000000000 (k′)6
)/

201336019252260519872498293410102619611243891667255296000000000 (k′)6
)/

(231829915292198823604008914953699408858230269760000000000(231829915292198823604008914953699408858230269760000000000(231829915292198823604008914953699408858230269760000000000

(1031767k + 1814760k′)3
)
,(1031767k + 1814760k′)3
)
,(1031767k + 1814760k′)3
)
,

{k, 0, 5000}, {k′, 0.00000000000000001, 2000},Mesh → False,FaceGrids → All,{k, 0, 5000}, {k′, 0.00000000000000001, 2000},Mesh → False,FaceGrids → All,{k, 0, 5000}, {k′, 0.00000000000000001, 2000},Mesh → False,FaceGrids → All,
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−Surface Graphics−
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Anexo II - Notebook do Software Mathematica

utilizado no cálculo do primeiro coeficiente

de Lyapunov.

<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀

Context[$]Context[$]Context[$]

System̀

Parâmetros: γv = u, γz = v, β = k, ϕ = k′, c1 = suporte de L, c2 = suporte de M,Parâmetros: γv = u, γz = v, β = k, ϕ = k′, c1 = suporte de L, c2 = suporte de M,Parâmetros: γv = u, γz = v, β = k, ϕ = k′, c1 = suporte de L, c2 = suporte de M,

P = população total, S = pop. suscet́ıvel, L = Iv, R = Rv, M = Iz.P = população total, S = pop. suscet́ıvel, L = Iv, R = Rv, M = Iz.P = população total, S = pop. suscet́ıvel, L = Iv, R = Rv, M = Iz.

u = 1
7

u = 1
7u = 1
7

v = 1
21

v = 1
21v = 1
21

α = 1
50∗360α = 1
50∗360α = 1
50∗360

µ = 1
71∗360µ = 1
71∗360µ = 1
71∗360

P = 10∧5P = 10∧5P = 10∧5

c1 = 0.01 ∗ Pc1 = 0.01 ∗ Pc1 = 0.01 ∗ P
c2 = 0.0001 ∗ Pc2 = 0.0001 ∗ Pc2 = 0.0001 ∗ P

Sistema de EDO’s.Sistema de EDO’s.Sistema de EDO’s.

f1[S ,L ,R ,M ]:=µ ∗ P − µ ∗ S − k ∗ S ∗ L− k′ ∗ S ∗Mf1[S ,L ,R ,M ]:=µ ∗ P − µ ∗ S − k ∗ S ∗ L− k′ ∗ S ∗Mf1[S ,L ,R ,M ]:=µ ∗ P − µ ∗ S − k ∗ S ∗ L− k′ ∗ S ∗M
f2[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ u) ∗ L+ k ∗ S ∗

(
1− L

c1

)
∗ L+ k′ ∗ S ∗

(
1− M

c2

)
∗Mf2[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ u) ∗ L+ k ∗ S ∗

(
1− L

c1

)
∗ L+ k′ ∗ S ∗

(
1− M

c2

)
∗Mf2[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ u) ∗ L+ k ∗ S ∗

(
1− L

c1

)
∗ L+ k′ ∗ S ∗

(
1− M

c2

)
∗M

f3[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ α) ∗R + u ∗ Lf3[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ α) ∗R + u ∗ Lf3[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ α) ∗R + u ∗ L
f4[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ v) ∗M + α ∗Rf4[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ v) ∗M + α ∗Rf4[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ v) ∗M + α ∗R

Equiĺıbrio Q1 = Q̃1 :Equiĺıbrio Q1 = Q̃1 :Equiĺıbrio Q1 = Q̃1 :

Q1 =

{
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2 ,Q1 =

{
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2 ,Q1 =

{
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2 ,((

µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)((
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)((
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
((

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
,

((
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
,

((
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
,(

u

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
u

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
u

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
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(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
,

(
(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
,

(
(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
,(

uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))}
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))}
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))}
;

Matriz jacobiana:Matriz jacobiana:Matriz jacobiana:

A[{S ,L ,R ,M }]:=A[{S ,L ,R ,M }]:=A[{S ,L ,R ,M }]:=
{{−kL− µ−Mk′,−kS, 0,−Sk′} ,{{−kL− µ−Mk′,−kS, 0,−Sk′} ,{{−kL− µ−Mk′,−kS, 0,−Sk′} ,{
kL
(
1− L

c1

)
+M

(
1− M

c2

)
k′,−kLS

c1
+ k

(
1− L

c1

)
S − u− µ, 0, S

(
1− M

c2

)
k′ − MSk′

c2

}
,

{
kL
(
1− L

c1

)
+M

(
1− M

c2

)
k′,−kLS

c1
+ k

(
1− L

c1

)
S − u− µ, 0, S

(
1− M

c2

)
k′ − MSk′

c2

}
,

{
kL
(
1− L

c1

)
+M

(
1− M

c2

)
k′,−kLS

c1
+ k

(
1− L

c1

)
S − u− µ, 0, S

(
1− M

c2

)
k′ − MSk′

c2

}
,

{0, u,−α− µ, 0}, {0, 0, α,−v − µ}}{0, u,−α− µ, 0}, {0, 0, α,−v − µ}}{0, u,−α− µ, 0}, {0, 0, α,−v − µ}}

Polinômio caracteŕıstico:Polinômio caracteŕıstico:Polinômio caracteŕıstico:

p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]

cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]

Simplify[A[Q1]];Simplify[A[Q1]];Simplify[A[Q1]];

Polinômio caracteŕıstico em Q1:Polinômio caracteŕıstico em Q1:Polinômio caracteŕıstico em Q1:

Simplify[p[λ,Q1]];Simplify[p[λ,Q1]];Simplify[p[λ,Q1]];

Simplify[cc[0,Q1]];Simplify[cc[0,Q1]];Simplify[cc[0,Q1]];

Simplify[cc[1,Q1]];Simplify[cc[1,Q1]];Simplify[cc[1,Q1]];

Simplify[cc[2,Q1]];Simplify[cc[2,Q1]];Simplify[cc[2,Q1]];

Simplify[cc[3,Q1]];Simplify[cc[3,Q1]];Simplify[cc[3,Q1]];

Simplify[cc[4,Q1]];Simplify[cc[4,Q1]];Simplify[cc[4,Q1]];

Condição de Hopf: F = Σ = ∆−1(0) :Condição de Hopf: F = Σ = ∆−1(0) :Condição de Hopf: F = Σ = ∆−1(0) :

F = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2];F = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2];F = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2];

Componentes do autovetor q:Componentes do autovetor q:Componentes do autovetor q:
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x1 =x1 =x1 =(
−

k(v+µ+i∗ω0)(α+µ+i∗ω0)
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2 −

(
−

k(v+µ+i∗ω0)(α+µ+i∗ω0)
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2 −

(
−

k(v+µ+i∗ω0)(α+µ+i∗ω0)
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2 −

uαk′
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

)/
uαk′

(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

)/
uαk′

(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

)/
(uα(uα(uα

(µ+ i ∗ ω0+(µ+ i ∗ ω0+(µ+ i ∗ ω0+(
k

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
((

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
+

((
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
+

((
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
+(

uαk′
(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
uαk′

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
uαk′

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))
;

x2 = (v+µ+i∗ω0)(α+µ+i∗ω0)
uα

;x2 = (v+µ+i∗ω0)(α+µ+i∗ω0)
uα

;x2 = (v+µ+i∗ω0)(α+µ+i∗ω0)
uα

;

x3 = x4(v+µ+i∗ω0)
α

;x3 = x4(v+µ+i∗ω0)
α

;x3 = x4(v+µ+i∗ω0)
α

;

x4 = 1;x4 = 1;x4 = 1;

Autovetor q:Autovetor q:Autovetor q:

q = {x1, x2, x3, x4};q = {x1, x2, x3, x4};q = {x1, x2, x3, x4};

Autovetor qb = \bar q :Autovetor qb = \bar q :Autovetor qb = \bar q :

qb = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate[q]], k ∈ Reals&&k′ ∈ Reals&&qb = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate[q]], k ∈ Reals&&k′ ∈ Reals&&qb = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate[q]], k ∈ Reals&&k′ ∈ Reals&&

ω0 ∈ Reals&&k > 0&&k′ > 0&&ω0 > 0]];ω0 ∈ Reals&&k > 0&&k′ > 0&&ω0 > 0]];ω0 ∈ Reals&&k > 0&&k′ > 0&&ω0 > 0]];

Autovetor p:Autovetor p:Autovetor p:

Simplify[Transpose[A[Q1]].{y1, y2, y3, y4}+ I ∗ ω0 ∗ {y1, y2, y3, y4}];Simplify[Transpose[A[Q1]].{y1, y2, y3, y4}+ I ∗ ω0 ∗ {y1, y2, y3, y4}];Simplify[Transpose[A[Q1]].{y1, y2, y3, y4}+ I ∗ ω0 ∗ {y1, y2, y3, y4}];

Componentes do autovetor p:Componentes do autovetor p:Componentes do autovetor p:
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y1 =
(−v−µ+i∗ω0)

(
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2
)

k′
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
) +y1 =

(−v−µ+i∗ω0)
(
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2
)

k′
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
) +y1 =

(−v−µ+i∗ω0)
(
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2
)

k′
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
) +

y2y2y2(
1−

(
2uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
;

y2 =
(

uα
−α−µ+i∗ω0 +

k(−v−µ+i∗ω0)
k′

)/
y2 =

(
uα

−α−µ+i∗ω0 +
k(−v−µ+i∗ω0)

k′

)/
y2 =

(
uα

−α−µ+i∗ω0 +
k(−v−µ+i∗ω0)

k′

)/
(−u− µ+ i ∗ ω0+(−u− µ+ i ∗ ω0+(−u− µ+ i ∗ ω0+(
k
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))(
k
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))(
k
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
(
1−

(
2

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))/
(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
−

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
−

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
−(

k
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))(
k
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))(
k
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
(
1−

(
2uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))))/
(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2))
;

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2))
;

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2))
;

y3 = y4α
α+µ−i∗ω0 ;y3 = y4α
α+µ−i∗ω0 ;y3 = y4α
α+µ−i∗ω0 ;

y4 = 1;y4 = 1;y4 = 1;

Autovetor p:Autovetor p:Autovetor p:

p = {y1, y2, y3, y4};p = {y1, y2, y3, y4};p = {y1, y2, y3, y4};
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Autovetor pb = \bar p :Autovetor pb = \bar p :Autovetor pb = \bar p :

pb = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate[p]], k ∈ Reals&&k′ ∈ Reals&&pb = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate[p]], k ∈ Reals&&k′ ∈ Reals&&pb = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate[p]], k ∈ Reals&&k′ ∈ Reals&&

ω0 ∈ Reals&&k > 0&&k′ > 0&&ω0 > 0]];ω0 ∈ Reals&&k > 0&&k′ > 0&&ω0 > 0]];ω0 ∈ Reals&&k > 0&&k′ > 0&&ω0 > 0]];

Fator de normalização:Fator de normalização:Fator de normalização:

rb = Simplify[1/(pb.q)];rb = Simplify[1/(pb.q)];rb = Simplify[1/(pb.q)];

Autovetor normalizado pb = \bar p :Autovetor normalizado pb = \bar p :Autovetor normalizado pb = \bar p :

pb = Simplify[rb ∗ pb];pb = Simplify[rb ∗ pb];pb = Simplify[rb ∗ pb];

Matriz AI = Inversa de A :Matriz AI = Inversa de A :Matriz AI = Inversa de A :

AI = Simplify[Inverse[A[Q1]]];AI = Simplify[Inverse[A[Q1]]];AI = Simplify[Inverse[A[Q1]]];

Matriz D2 = i ∗ 2 ∗ ω0 ∗ I :Matriz D2 = i ∗ 2 ∗ ω0 ∗ I :Matriz D2 = i ∗ 2 ∗ ω0 ∗ I :

D2 = I ∗ 2 ∗ ω0 ∗ IdentityMatrix[4];D2 = I ∗ 2 ∗ ω0 ∗ IdentityMatrix[4];D2 = I ∗ 2 ∗ ω0 ∗ IdentityMatrix[4];

Matriz DA = D2− A[Q1] :Matriz DA = D2− A[Q1] :Matriz DA = D2− A[Q1] :

DA = Simplify[D2− A[Q1]];DA = Simplify[D2− A[Q1]];DA = Simplify[D2− A[Q1]];

Matriz DAI = (2 ∗ i ∗ ω0 ∗ I − A)∧ − 1 :Matriz DAI = (2 ∗ i ∗ ω0 ∗ I − A)∧ − 1 :Matriz DAI = (2 ∗ i ∗ ω0 ∗ I − A)∧ − 1 :

DAI = Inverse[DA];DAI = Inverse[DA];DAI = Inverse[DA];

Função b = B[x, y] :Função b = B[x, y] :Função b = B[x, y] :

b[{u1 , u2 , u3 , u4 }, {v1 , v2 , v3 , v4 }]:=b[{u1 , u2 , u3 , u4 }, {v1 , v2 , v3 , v4 }]:=b[{u1 , u2 , u3 , u4 }, {v1 , v2 , v3 , v4 }]:=
{−k(u2v1 + u1v2)− (u4v1 + u1v4)k′,{−k(u2v1 + u1v2)− (u4v1 + u1v4)k′,{−k(u2v1 + u1v2)− (u4v1 + u1v4)k′,

−
2u4v4k′

(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
c2

(
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2) −−

2u4v4k′
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
c2

(
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2) −−

2u4v4k′
(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
c2

(
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2) −(

2ku2v2

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
2ku2v2

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
2ku2v2

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
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(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
+

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
+

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)))
+

(u2v1 + u1v2)(u2v1 + u1v2)(u2v1 + u1v2)(
k −

(
2k

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k −

(
2k

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k −

(
2k

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
+

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
+

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
+

(u4v1 + u1v4)(u4v1 + u1v4)(u4v1 + u1v4)(
k′ −

(
2uαk′

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k′ −

(
2uαk′

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k′ −

(
2uαk′

(
µ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

)(
Pµ

(
k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)

(
k+ uαk′

(v+µ)(α+µ)

))
µ
(

k
c1

+ u2α2k′
c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k+ uαk′

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
, 0, 0

}
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
, 0, 0

}
;

(
Pµ
(

k
c1
+ u2α2k′

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k + uαk′

(v+µ)(α+µ)

))))
, 0, 0

}
;

Função c = C[x, y, z] :Função c = C[x, y, z] :Função c = C[x, y, z] :

c[{u1 , u2 , u3 , u4 }, {v1 , v2 , v3 , v4 }, {w1 ,w2 ,w3 ,w4 }]:=c[{u1 , u2 , u3 , u4 }, {v1 , v2 , v3 , v4 }, {w1 ,w2 ,w3 ,w4 }]:=c[{u1 , u2 , u3 , u4 }, {v1 , v2 , v3 , v4 }, {w1 ,w2 ,w3 ,w4 }]:={
0, −2∗k

c1
∗ (u1 ∗ v2 ∗ w2 + u2 ∗ v1 ∗ w2 + u2 ∗ v2 ∗ w1)−

{
0, −2∗k

c1
∗ (u1 ∗ v2 ∗ w2 + u2 ∗ v1 ∗ w2 + u2 ∗ v2 ∗ w1)−

{
0, −2∗k

c1
∗ (u1 ∗ v2 ∗ w2 + u2 ∗ v1 ∗ w2 + u2 ∗ v2 ∗ w1)−

2∗k′
c2

∗ (u1 ∗ v2 ∗ w2 + u2 ∗ v1 ∗ w2 + u2 ∗ v2 ∗ w1), 0, 0
}
;2∗k′

c2
∗ (u1 ∗ v2 ∗ w2 + u2 ∗ v1 ∗ w2 + u2 ∗ v2 ∗ w1), 0, 0

}
;2∗k′

c2
∗ (u1 ∗ v2 ∗ w2 + u2 ∗ v1 ∗ w2 + u2 ∗ v2 ∗ w1), 0, 0

}
;

Vetor complexo h11:Vetor complexo h11:Vetor complexo h11:

h11 = −AI.b[q, qb];h11 = −AI.b[q, qb];h11 = −AI.b[q, qb];

Vetor complexo h20:Vetor complexo h20:Vetor complexo h20:

h20 = DAI.b[q, q];h20 = DAI.b[q, q];h20 = DAI.b[q, q];

Número complexo l11:Número complexo l11:Número complexo l11:

l11 = pb.b[q, h11];l11 = pb.b[q, h11];l11 = pb.b[q, h11];

Parte real do número complexo l11:Parte real do número complexo l11:Parte real do número complexo l11:

ans = Simplify[l11];ans = Simplify[l11];ans = Simplify[l11];

dans = Denominator[ans];dans = Denominator[ans];dans = Denominator[ans];

nans = Numerator[ans];nans = Numerator[ans];nans = Numerator[ans];



Anexo II 92

cc = Simplify[Expand[Re[dans]]];cc = Simplify[Expand[Re[dans]]];cc = Simplify[Expand[Re[dans]]];

aa = Simplify[Expand[Re[nans]]];aa = Simplify[Expand[Re[nans]]];aa = Simplify[Expand[Re[nans]]];

bb = Simplify[Expand[Im[nans]]];bb = Simplify[Expand[Im[nans]]];bb = Simplify[Expand[Im[nans]]];

dd = Simplify[Expand[Re[dans]]];dd = Simplify[Expand[Re[dans]]];dd = Simplify[Expand[Re[dans]]];

Número complexo l12:Número complexo l12:Número complexo l12:

l12 = pb.b[qb, h20];l12 = pb.b[qb, h20];l12 = pb.b[qb, h20];

Parte real do número complexo l12:Parte real do número complexo l12:Parte real do número complexo l12:

anss = Simplify[l12];anss = Simplify[l12];anss = Simplify[l12];

danss = Denominator[anss];danss = Denominator[anss];danss = Denominator[anss];

nanss = Numerator[anss];nanss = Numerator[anss];nanss = Numerator[anss];

γg = Simplify[Expand[Re[danss]]];γg = Simplify[Expand[Re[danss]]];γg = Simplify[Expand[Re[danss]]];

αa = Simplify[Expand[Re[nanss]]];αa = Simplify[Expand[Re[nanss]]];αa = Simplify[Expand[Re[nanss]]];

βb = Simplify[Expand[Im[nanss]]];βb = Simplify[Expand[Im[nanss]]];βb = Simplify[Expand[Im[nanss]]];

δd = Simplify[Expand[Im[danss]]];δd = Simplify[Expand[Im[danss]]];δd = Simplify[Expand[Im[danss]]];

(*reall12 = (realnanssrealdanss + imnamssimdanss)/(realdanss∧2 + imdanss∧2); *)(*reall12 = (realnanssrealdanss + imnamssimdanss)/(realdanss∧2 + imdanss∧2); *)(*reall12 = (realnanssrealdanss + imnamssimdanss)/(realdanss∧2 + imdanss∧2); *)

Número complexo G211:Número complexo G211:Número complexo G211:

G211 = pb.c[q, q, qb];G211 = pb.c[q, q, qb];G211 = pb.c[q, q, qb];

Parte real do número complexo G211:Parte real do número complexo G211:Parte real do número complexo G211:

ansss = Simplify[G211];ansss = Simplify[G211];ansss = Simplify[G211];

dansss = Denominator[ansss];dansss = Denominator[ansss];dansss = Denominator[ansss];

nansss = Numerator[ansss];nansss = Numerator[ansss];nansss = Numerator[ansss];

γgγ = Simplify[Expand[Re[dansss]]];γgγ = Simplify[Expand[Re[dansss]]];γgγ = Simplify[Expand[Re[dansss]]];

αaα = Simplify[Expand[Re[nanss]]];αaα = Simplify[Expand[Re[nanss]]];αaα = Simplify[Expand[Re[nanss]]];
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βbβ = Simplify[Expand[Im[nanss]]];βbβ = Simplify[Expand[Im[nanss]]];βbβ = Simplify[Expand[Im[nanss]]];

δdδ = Simplify[Expand[Im[dansss]]];δdδ = Simplify[Expand[Im[dansss]]];δdδ = Simplify[Expand[Im[dansss]]];

Numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov l1:Numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov l1:Numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov l1:

l1 = 2 ∗ (aa ∗ cc + bb ∗ dd) ∗ (γg∧2 + δd∧2) ∗ (γgγ∧2 + δdδ∧2)+l1 = 2 ∗ (aa ∗ cc + bb ∗ dd) ∗ (γg∧2 + δd∧2) ∗ (γgγ∧2 + δdδ∧2)+l1 = 2 ∗ (aa ∗ cc + bb ∗ dd) ∗ (γg∧2 + δd∧2) ∗ (γgγ∧2 + δdδ∧2)+

(cc∧2 + dd∧2) ∗ (αa ∗ γg + βb ∗ δd) ∗ (γgγ∧2 + δdδ∧2)+(cc∧2 + dd∧2) ∗ (αa ∗ γg + βb ∗ δd) ∗ (γgγ∧2 + δdδ∧2)+(cc∧2 + dd∧2) ∗ (αa ∗ γg + βb ∗ δd) ∗ (γgγ∧2 + δdδ∧2)+

(γgγ ∗ αaα+ βbβ ∗ δdδ) ∗ (γg∧2 + δd∧2) ∗ (cc∧2 + dd∧2);(γgγ ∗ αaα+ βbβ ∗ δdδ) ∗ (γg∧2 + δd∧2) ∗ (cc∧2 + dd∧2);(γgγ ∗ αaα+ βbβ ∗ δdδ) ∗ (γg∧2 + δd∧2) ∗ (cc∧2 + dd∧2);

Simplificação do numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov l1:Simplificação do numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov l1:Simplificação do numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov l1:

l1 = Simplify[l1];l1 = Simplify[l1];l1 = Simplify[l1];

Valor de ω0:Valor de ω0:Valor de ω0:

ω0 =ω0 =ω0 =

Simplify[Simplify[Simplify[
1√
2

1√
2
1√
2

(
√
(− (c1c2kµ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(

√
(− (c1c2kµ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(

√
(− (c1c2kµ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+

(Pµ (c2k(kP − u− µ)µ(v + µ)2(α+ µ)2+(Pµ (c2k(kP − u− µ)µ(v + µ)2(α+ µ)2+(Pµ (c2k(kP − u− µ)µ(v + µ)2(α+ µ)2+

uα(2c2kPµ(v + µ)(α+ µ) + c1(uαµ(−kP + u+ µ) + c2k(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′+uα(2c2kPµ(v + µ)(α+ µ) + c1(uαµ(−kP + u+ µ) + c2k(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′+uα(2c2kPµ(v + µ)(α+ µ) + c1(uαµ(−kP + u+ µ) + c2k(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′+

c1c2u2α2(u+ µ) (k′)2
))/

c1c2u2α2(u+ µ) (k′)2
))/

c1c2u2α2(u+ µ) (k′)2
))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−
(−α− µ) (u+ 2µ− (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−α− µ) (u+ 2µ− (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−α− µ) (u+ 2µ− (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−
(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−
(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
)
−c1c2u2α2 (k′)2
)
−c1c2u2α2 (k′)2
)
−

(k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + uα(k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + uα(k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + uα

(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/

(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
))

+c1c2u2α2 (k′)2
))

+c1c2u2α2 (k′)2
))

+

(−v − µ) (−u− α− 3µ+ (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−v − µ) (−u− α− 3µ+ (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−v − µ) (−u− α− 3µ+ (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+
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(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+

(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
)
+c1c2u2α2 (k′)2
)
+c1c2u2α2 (k′)2
)
+

(k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + uα(k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + uα(k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + uα

(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/

(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
))

−c1c2u2α2 (k′)2
))

−c1c2u2α2 (k′)2
))

−
(
√
(4µ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′)+(

√
(4µ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′)+(

√
(4µ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′)+

((c1c2kµ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/((c1c2kµ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/((c1c2kµ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))

k′)− (Pµ (c2k(kP − u− µ)µ(v + µ)2(α+ µ)2+k′)− (Pµ (c2k(kP − u− µ)µ(v + µ)2(α+ µ)2+k′)− (Pµ (c2k(kP − u− µ)µ(v + µ)2(α+ µ)2+

uα(2c2kPµ(v + µ)(α+ µ) + c1(uαµ(−kP + u+ µ)+uα(2c2kPµ(v + µ)(α+ µ) + c1(uαµ(−kP + u+ µ)+uα(2c2kPµ(v + µ)(α+ µ) + c1(uαµ(−kP + u+ µ)+

c2k(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′ + c1c2u2α2(u+ µ) (k′)2
))/

c2k(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′ + c1c2u2α2(u+ µ) (k′)2
))/

c2k(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′ + c1c2u2α2(u+ µ) (k′)2
))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ)) + c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))

k′) + (−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ)k′) + (−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ)k′) + (−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ)

(−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+

c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−
(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+

c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)−
(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
)
− (k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2+c1c2u2α2 (k′)2
)
− (k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2+c1c2u2α2 (k′)2
)
− (k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2+

uα(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/uα(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/uα(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/

(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
))

− (−v − µ)c1c2u2α2 (k′)2
))

− (−v − µ)c1c2u2α2 (k′)2
))

− (−v − µ)

(−u− α− 3µ+ (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−u− α− 3µ+ (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(−u− α− 3µ+ (c1c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+

c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+

(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c1c2uαµk′ (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/

(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+(c2k(v + µ)2(α+ µ)2(Pµ+ c1(u+ µ))+

c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+c1uα(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ))k′)+

(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/(c2kµ(v + µ)(α+ µ) (−(kP − u− µ)(v + µ)(α+ µ)− Puαk′))/
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(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
)
+ (k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2+c1c2u2α2 (k′)2
)
+ (k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2+c1c2u2α2 (k′)2
)
+ (k (c2(c1k + µ)(u+ µ)(v + µ)2(α+ µ)2+

uα(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/uα(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/uα(−c2Pµ(v + µ)(α+ µ) + c1(Puαµ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)))k′))/

(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+(c2k(c1k + µ)(v + µ)2(α+ µ)2 + c1uα(uαµ+ 2c2k(v + µ)(α+ µ))k′+

c1c2u2α2 (k′)2
)))2))))]

;c1c2u2α2 (k′)2
)))2))))]

;c1c2u2α2 (k′)2
)))2))))]

;

CurvasΣ = ∆−1(0) e l1 = 0 :CurvasΣ = ∆−1(0) e l1 = 0 :CurvasΣ = ∆−1(0) e l1 = 0 :

ImplicitPlot[{F == 0, l1 == 0}, {k, 0.8, 0.98}, {k′, 0.1, 0.3}]ImplicitPlot[{F == 0, l1 == 0}, {k, 0.8, 0.98}, {k′, 0.1, 0.3}]ImplicitPlot[{F == 0, l1 == 0}, {k, 0.8, 0.98}, {k′, 0.1, 0.3}]
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−Graphics−
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Anexo III - Notebook do Software Mathematica

utilizado no cálculo da condição de transver-

salidade ∂µ
∂β .

<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀

Context[$]Context[$]Context[$]

System̀

β = k1; ϕ = k2.β = k1; ϕ = k2.β = k1; ϕ = k2.

u = 1
7

u = 1
7u = 1
7

v = 1
21

v = 1
21v = 1
21

α = 1
50∗360α = 1
50∗360α = 1
50∗360

µ = 1
71∗360µ = 1
71∗360µ = 1
71∗360

P = 10∧5P = 10∧5P = 10∧5

c1 = 0.01 ∗ Pc1 = 0.01 ∗ Pc1 = 0.01 ∗ P
c2 = 0.0001 ∗ Pc2 = 0.0001 ∗ Pc2 = 0.0001 ∗ P

Sistema de EDO′s :Sistema de EDO′s :Sistema de EDO′s :

f1[S ,L ,R ,M ]:=µ ∗ P − µ ∗ S − k1 ∗ S ∗ L− k2 ∗ S ∗Mf1[S ,L ,R ,M ]:=µ ∗ P − µ ∗ S − k1 ∗ S ∗ L− k2 ∗ S ∗Mf1[S ,L ,R ,M ]:=µ ∗ P − µ ∗ S − k1 ∗ S ∗ L− k2 ∗ S ∗M
f2[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ u) ∗ L+ k1 ∗ S ∗

(
1− L

c1

)
∗ L+ k2 ∗ S ∗

(
1− M

c2

)
∗Mf2[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ u) ∗ L+ k1 ∗ S ∗

(
1− L

c1

)
∗ L+ k2 ∗ S ∗

(
1− M

c2

)
∗Mf2[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ u) ∗ L+ k1 ∗ S ∗

(
1− L

c1

)
∗ L+ k2 ∗ S ∗

(
1− M

c2

)
∗M

f3[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ α) ∗R + u ∗ Lf3[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ α) ∗R + u ∗ Lf3[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ α) ∗R + u ∗ L
f4[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ v) ∗M + α ∗Rf4[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ v) ∗M + α ∗Rf4[S ,L ,R ,M ]:=− (µ+ v) ∗M + α ∗R

Equiĺıbrio Q1 = Q̃1 :Equiĺıbrio Q1 = Q̃1 :Equiĺıbrio Q1 = Q̃1 :

Q1 =

{
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 ,Q1 =

{
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 ,Q1 =

{
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 ,((

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)((
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)((
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
((

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
,

((
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
,

((
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
,(

u

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
u

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
u

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
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(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
,

(
(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
,

(
(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
,(

uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))}
;

(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))}
;

(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))}
;

Matriz jacobiana:Matriz jacobiana:Matriz jacobiana:

A[{S ,L ,R ,M }]:={{−k1L− k2M − µ,−k1S, 0,−k2S},A[{S ,L ,R ,M }]:={{−k1L− k2M − µ,−k1S, 0,−k2S},A[{S ,L ,R ,M }]:={{−k1L− k2M − µ,−k1S, 0,−k2S},{
k1L

(
1− L

c1

)
+ k2M

(
1− M

c2

)
,−k1LS

c1
+ k1

(
1− L

c1

)
S − u− µ, 0,−k2MS

c2
+ k2

(
1− M

c2

)
S
}
,

{
k1L

(
1− L

c1

)
+ k2M

(
1− M

c2

)
,−k1LS

c1
+ k1

(
1− L

c1

)
S − u− µ, 0,−k2MS

c2
+ k2

(
1− M

c2

)
S
}
,

{
k1L

(
1− L

c1

)
+ k2M

(
1− M

c2

)
,−k1LS

c1
+ k1

(
1− L

c1

)
S − u− µ, 0,−k2MS

c2
+ k2

(
1− M

c2

)
S
}
,

{0, u,−α− µ, 0}, {0, 0, α,−v − µ}}{0, u,−α− µ, 0}, {0, 0, α,−v − µ}}{0, u,−α− µ, 0}, {0, 0, α,−v − µ}}
Polinômio carcteŕıstico:Polinômio carcteŕıstico:Polinômio carcteŕıstico:

p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]p[λ , {S ,L ,R ,M }]:=Det[A[{S, L,R,M}]− λ ∗ IdentityMatrix[4]]

cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]cc[i , {S ,L ,R ,M }]:=Coefficient[p[λ, {S, L,R,M}], λ, i]

Simplify[A[Q1]];Simplify[A[Q1]];Simplify[A[Q1]];

Polinômio e seus coeficientes em Q1:Polinômio e seus coeficientes em Q1:Polinômio e seus coeficientes em Q1:

Simplify[p[λ,Q1]];Simplify[p[λ,Q1]];Simplify[p[λ,Q1]];

Simplify[cc[0,Q1]];Simplify[cc[0,Q1]];Simplify[cc[0,Q1]];

Simplify[cc[1,Q1]];Simplify[cc[1,Q1]];Simplify[cc[1,Q1]];

Simplify[cc[2,Q1]];Simplify[cc[2,Q1]];Simplify[cc[2,Q1]];

Simplify[cc[3,Q1]];Simplify[cc[3,Q1]];Simplify[cc[3,Q1]];

Simplify[cc[4,Q1]];Simplify[cc[4,Q1]];Simplify[cc[4,Q1]];

Condição F:Condição F:Condição F:

F = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2];F = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2];F = Simplify[−cc[1,Q1]∧2 + cc[3,Q1] ∗ cc[2,Q1] ∗ cc[1,Q1]− cc[0,Q1] ∗ cc[3,Q1]∧2];

Componentes do autovetor q :Componentes do autovetor q :Componentes do autovetor q :

x1 =x1 =x1 =
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(
−

k2uα
(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 −

(
−

k2uα
(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 −

(
−

k2uα
(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 −

k1
(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)
(v+µ+iω0)(α+µ+iω0)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

)/
k1

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)
(v+µ+iω0)(α+µ+iω0)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

)/
k1

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)
(v+µ+iω0)(α+µ+iω0)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

)/
(uα(uα(uα(
µ+

(
k1

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
µ+

(
k1

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
µ+

(
k1

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
((

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
+

((
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
+

((
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
+(

k2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
k2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
+ iω0

))
;

(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
+ iω0

))
;

(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))
+ iω0

))
;

x2 = (v+µ+iω0)(α+µ+iω0)
uα

;x2 = (v+µ+iω0)(α+µ+iω0)
uα

;x2 = (v+µ+iω0)(α+µ+iω0)
uα

;

x3 = x4(v+µ+iω0)
α

;x3 = x4(v+µ+iω0)
α

;x3 = x4(v+µ+iω0)
α

;

x4 = 1;x4 = 1;x4 = 1;

Autovetor q:Autovetor q:Autovetor q:

q = {x1, x2, x3, x4};q = {x1, x2, x3, x4};q = {x1, x2, x3, x4};

Componentes do autovetor p:Componentes do autovetor p:Componentes do autovetor p:

y1 =y1 =y1 =

y2y2y2(
1−

(
2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))))
+

(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))))
+

(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))))
+(

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2
)
(−v−µ+iω0)

k2
(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
) ;

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2
)
(−v−µ+iω0)

k2
(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
) ;

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2
)
(−v−µ+iω0)

k2
(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
) ;
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y2 =
(

k1(−v−µ+iω0)
k2

+ uα
−α−µ+iω0

)/
y2 =

(
k1(−v−µ+iω0)

k2
+ uα

−α−µ+iω0

)/
y2 =

(
k1(−v−µ+iω0)

k2
+ uα

−α−µ+iω0

)/
(−u− µ+(−u− µ+(−u− µ+(
k1
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))(
k1
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))(
k1
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))
(
1−

(
2

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c1
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c1
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))))/
(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
−

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
−

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
−(

k1
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))(
k1
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))(
k1
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

))
(
1−

(
2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)(
1−

(
2uα

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/(
−u− µ+

(k1+ k2uα
(v+µ)(α+µ))

(
Pµ

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(u+µ)(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
)

µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2

))/
(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)(
c2(v + µ)(α+ µ)

(
k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))))/(
Pµ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+ (u+ µ)

(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)))))/
(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
+ iω0

)
;

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
+ iω0

)
;

(
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+
(
k1 + k2uα

(v+µ)(α+µ)

)2)
+ iω0

)
;

y3 = y4α
α+µ−i∗ω0 ;y3 = y4α
α+µ−i∗ω0 ;y3 = y4α
α+µ−i∗ω0 ;

y4 = 1;y4 = 1;y4 = 1;

Autovetor p:Autovetor p:Autovetor p:

p = {y1, y2, y3, y4};p = {y1, y2, y3, y4};p = {y1, y2, y3, y4};

Autovetor pb = \bar p :Autovetor pb = \bar p :Autovetor pb = \bar p :

pb = Conjugate[p];pb = Conjugate[p];pb = Conjugate[p];

Derivada =
d

dk1
A[k1,k2] = A′Derivada =

d

dk1
A[k1,k2] = A′Derivada =

d

dk1
A[k1,k2] = A′

A′ =A′ =A′ ={{
D

[
− Pµ(c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2))

c2k1Pµ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2Pu2α2µ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ)(k2uα+k1(v+µ)(α+µ)))
,

{{
D

[
− Pµ(c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2))

c2k1Pµ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2Pu2α2µ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ)(k2uα+k1(v+µ)(α+µ)))
,

{{
D

[
− Pµ(c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2))

c2k1Pµ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2Pu2α2µ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ)(k2uα+k1(v+µ)(α+µ)))
,
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k1], D

[
−

k1
(
k1(u+µ+Pµ

c1 )+
k2uα(Puαµ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ))

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 , k1

]
, 0,k1], D

[
−

k1
(
k1(u+µ+Pµ

c1 )+
k2uα(Puαµ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ))

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 , k1

]
, 0,k1], D

[
−

k1
(
k1(u+µ+Pµ

c1 )+
k2uα(Puαµ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ))

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 , k1

]
, 0,

D

[
−

k2
(
k1(u+µ+Pµ

c1 )+
k2uα(Puαµ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ))

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 , k1

]}
,D

[
−

k2
(
k1(u+µ+Pµ

c1 )+
k2uα(Puαµ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ))

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 , k1

]}
,D

[
−

k2
(
k1(u+µ+Pµ

c1 )+
k2uα(Puαµ+c2(u+µ)(v+µ)(α+µ))

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
µ
(

k1
c1

+ k2u2α2

c2(v+µ)2(α+µ)2

)
+(k1+ k2uα

(v+µ)(α+µ))
2 , k1

]}
,

{D[{D[{D[

−(c1c2µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))−(c1c2µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))−(c1c2µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))

(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))/(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))/(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+

c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))
2
,c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))

2
,c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))

2
,

k1],k1],k1],

D[D[D[

(c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))−(c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))−(c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))−
c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))/c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))/c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))/

(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)) , k1] , 0,(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)) , k1] , 0,(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)) , k1] , 0,

D[D[D[

(k2 (c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(k2 (c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(k2 (c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+

c1(c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))+c1(c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))+c1(c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))+

uαµ(−k2Puα− 2(k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))))/uαµ(−k2Puα− 2(k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))))/uαµ(−k2Puα− 2(k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))))/

(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)) , k1]} ,(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)) , k1]} ,(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)) , k1]} ,
{0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}};{0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}};{0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}};

ω0 =ω0 =ω0 =
1√
2

1√
2
1√
2

(
√
((−(c1c2k1µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(

√
((−(c1c2k1µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(

√
((−(c1c2k1µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+

c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+

(Pµ(−c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+(Pµ(−c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+(Pµ(−c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+

c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2+

c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−
(−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−
(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−
c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
−c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
−c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
−
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(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+

c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/

(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))+(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))+(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))+

(−v − µ)(−u− α− 3µ+ (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−v − µ)(−u− α− 3µ+ (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−v − µ)(−u− α− 3µ+ (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+

(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+
c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
+

c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))
c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)

+c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))
c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)

+

(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+

c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/

(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2))))−(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2))))−(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2))))−
(
√
(4µ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+(

√
(4µ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+(

√
(4µ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+

((c1c2k1µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/((c1c2k1µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/((c1c2k1µ(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−
(Pµ(−c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+(Pµ(−c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+(Pµ(−c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−2k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ))+

c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1k2uα(uαµ(−k1P + u+ µ) + c2(u+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+

(−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−α− µ)(u+ 2µ− (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−
(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))−
c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
−c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
−c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
−

(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+

c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/

(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))−(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))−(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2)))−
(−v − µ)(−u− α− 3µ+ (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−v − µ)(−u− α− 3µ+ (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(−v − µ)(−u− α− 3µ+ (c1c2k2uαµ(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)

(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+

(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/(c1c2k1µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα− (k1P − u− µ)(v + µ)(α+ µ)))/

(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(c2k1Pµ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)
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(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))))+
c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))

c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)
+

c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))
c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)

+c2k1µ(v+µ)(α+µ)(−k2Puα−(k1P−u−µ)(v+µ)(α+µ))
c2k1µ(v+µ)2(α+µ)2+c1(k2u2α2µ+c2(k2uα+k1(v+µ)(α+µ))2)

+

(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+(k1(c2µ(v + µ)(α+ µ)(−k2Puα + (u+ µ)(v + µ)(α+ µ))+

c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/c1 (k2Pu2α2µ+ c2(u+ µ)(v + µ)(α+ µ)(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ)))))/

(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2))))
2
))))

;(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2))))
2
))))

;(c2k1µ(v + µ)2(α+ µ)2 + c1 (k2u2α2µ+ c2(k2uα + k1(v + µ)(α+ µ))2))))
2
))))

;

transv = Re[pb.(A′.q)];transv = Re[pb.(A′.q)];transv = Re[pb.(A′.q)];

ImplicitPlot[transv == 0, {k1, 0.8, 0.98}, {k2, 0.1, 0.3}]ImplicitPlot[transv == 0, {k1, 0.8, 0.98}, {k2, 0.1, 0.3}]ImplicitPlot[transv == 0, {k1, 0.8, 0.98}, {k2, 0.1, 0.3}]
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−Contour Graphics−

ImplicitPlot[F == 0, {k1, 0.8, 0.98}, {k2, 0.1, 0.3}]ImplicitPlot[F == 0, {k1, 0.8, 0.98}, {k2, 0.1, 0.3}]ImplicitPlot[F == 0, {k1, 0.8, 0.98}, {k2, 0.1, 0.3}]
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