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Resumo

VIEIRA, Ailton Luiz, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2011. Bi-
furcagcao de Hopf em um modelo para a dinadmica do virus varicela-zoster.

Orientadora: Lucy Tiemi Takahashi. Co-orientadoras: Margareth da Silva Alves e Valéria
Mattos da Rosa.

Este trabalho propoe um sistema de equacoes diferenciais ordinarias composto por
cinco equagoes nao lineares acopladas, numa estrutura baseada no modelo STR de Ker-
mack e Mckendrick 1927, que visa descrever a dinamica do virus wvaricela-zoster na po-
pulacao de humanos. Da andlise de seus pontos de equilibrio verificamos o surgimento
de uma bifurcacao de Hopf. Espelhados no artigo Bifurcation analysis of a model for
biological control de Sotomayor et al., por meio da andlise das condi¢oes de Hopf, de
nao degenerescéncia e de transversalidade, garantimos o aparecimento de uma orbita

periddica.



Abstract

VIEIRA, Ailton Luiz, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2011. Hopf
bifurcation in a model for the dynamics of waricella-zoster virus. Advisor:
Lucy Tiemi Takahashi. Co-advisors: Margareth da Silva Alves and Valéria Mattos da

Rosa.

This paper proposes a system of differential equations composed of five ordinary
nonlinear equations engaged in a structure based on the SIR model of Kermack and
McKendrick 1927, which aims to describe the dynamics of varicella-zoster virus in hu-
man populations. Analysis of its equilibrium points we find the emergence of a Hopf
bifurcation. Mirrored in article Bifurcation analysis of model for the biological control
of Sotomayor et al., through the Hopf analysis of the conditions of non-degeneracy and

transversality, we guarantee the appearance of a periodic orbit.
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Introducao 1

Introducao

Nas ultimas décadas houve um aumento consideravel no nimero de trabalhos con-
cernentes a abordagens quantitativas de fenomenos biologicos. Uma, destas abordagens,
tem sido a modelagem matematica na tentativa de descrever as complexas interagoes
entre os seres vivos. Os modelos mateméaticos tém ajudado tanto na compreensao dos
fenomenos quanto na previsao do que pode acontecer a uma determinada populacao, e
ainda, avaliar se uma determinada agao foi (ou serd) eficaz, levando em conta os recursos
disponiveis. No entanto, a grande maioria dos fenomenos que se apresentam a mode-
lagem matematica sao excessivamente complexos para serem analisados em todos os seus
detalhes [2]. O que se faz é isolar o campo de estudo de forma apropriada de modo que o
problema seja tratavel e, ao mesmo tempo, mantendo sua relevancia. Mas, isto se trata
do método cientifico analitico iniciado por Galileu (1564-1642).

O ramo da modelagem matematica que se dedica ao estudo das doencas é denomi-
nado epidemiologia matematica e, um de seus principais triunfos foi a formulacao de um
modelo simples capaz de prever um comportamento muito préximo do observado para
inimeras epidemias. Trata-se do modelo SITR proposto por Kermack e Mckendrick em

1927, que é descrito pelo sistema

(dS

- [ ]
dt by

dl

— = pBSI—al
dt poI —a
dR
(=

onde S é o numero de pessoas sujeitas a infeccao, I o nimero de pessoas infectadas e R o
numero de pessoas que desenvolveram a doenga e foram removidas (se tornaram imunes),
no instante de tempo t. As constantes positivas § e « sao as taxas de infeccao e remocao,
respectivamente [2].

O modelo que propomos, é uma reformulagao do modelo apresentado em Vieira

e Takahashi [15] que foi baseado no modelo STR + IR, composto por cinco equagoes
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diferenciais acopladas
( ds

S = - = ulN-5)- 651 - ¢5L
o= B o et sst- s esa - B
R, = dz“ = —pRy + 71, —aR,
IL = C;]tz = —ul, 4 aRy — .1,
= SRS A FL L
\ dt 1 Co

onde S, I,, R,, I. e R, sao compartimentos da populagao de humanos, subpopulacoes,
c1 e ¢y sao os suportes populacionais de I, e [, respectivamente, na dinamica da sub-
populacao [,. Este sistema é uma proposta de modelagem da dinamica, na populagao
humana, do virus wvaricela-zoster, que é o agente causador da varicela (catapora) e do
herpes-zdster (cobreiro).

De um modo geral, os modelos epidemiolégicos propostos na literatura, procuram
explicar a dinamica da doenca e propor algum controle para o caso em que a doenga
nao desapareca da populacao por si mesma. Isso acontece quando a dinamica da doenga
apresenta pontos de equilibrio onde ocorre coexisténcia. No caso do virus varicela-zoster,
o0 homem ¢ seu unico hospedeiro. Nossa indagacao é a seguinte: por que o virus nao se
“extingue”? Uma explicacao que nos parece plausivel, que buscamos responder com o
modelo proposto, é a presenca do herpes-zéster (cobreiro), em sua dinamica.

Para realizarmos estes estudos, inicialmente no Capitulo 1 fizemos uma breve in-
troducao de bifurcacao e apresentamos as principais definicoes que serao utilizadas nos
demais capitulos.

No Capitulo 2 fizemos um estudo da bifurcacao de Hopf genérica para um sistema
bidimensional e, depois lancamos maos do método da projecao para reduzir o estudo da
mesma em um sistema de EDQO’s n-dimensional ao caso bidimensional ja estudado. Por
ultimo, apresentamos como exemplo o artigo Bifurcation analysis of a model for biological
control de Jorge Sotomayor, Luis Fernando Mello, Danilo B. Santos e Denis C. Braga [14].

No Capitulo 3, fizemos um estudo mais completo do modelo STR + IR, proposto
em [15], no que diz respeito aos seus pontos de equilibrio e em seguida um estudo do novo
modelo. Este novo modelo apresenta pontos de equilibrio nao hiperbdlicos fazendo uso
da teoria desenvolvida no Capitulo 2 e, lancando maos da técnica utilizada no trabalho
de Sotomayor et al. [14], verificamos que, nestes pontos, ocorrem bifurcagdes de Hopf nao

degeneradas. Com a presenca desta bifurcacao, garantimos a formacao de um ciclo limite
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instavel envolvendo um ponto de equilibrio nao trivial por uma pequena bacia atratora.
Ficou constatado, pela andlise dos equilibrios deste sistema, que havendo suporte ou nao
nas populacoes, a coexisténcia entre infectados por varicela e sadios é duradoura.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos nossas consideragoes finais.

Nas demonstragoes (nas que foram realizadas numericamente) e demais célculos
computacionais, utilizamos o software Mathematica [16] e o software Matlab. Os notebooks

utilizados no Software Mathematica sao apresentados nos anexos I, 1T e III.



Capitulo 1
Prerequisitos

Apresentamos neste capitulo algumas definicoes e resultados que serao necessarios
para o desenvolvimento dos préoximos capitulos. Nosso objetivo é estudar fendomenos
biolégicos que sao modelados por sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDO’s)

da forma
':C;—:;: (z), xeR" (1.1)
onde o tempo varia continuamente em R e f é uma funcao suave, isto é, a classe de
diferenciabilidade de f é suficientemente grande.
Quando f é uma funcao linear de x, sabemos explicitar a solucao geral para o
sistema (1.1) em qualquer instante de tempo ¢ [10]. Porém, na grande maioria das vezes
em que modelamos um fenémeno, f é nao linear. E ao linearizarmos o sistema (1.1),

determinamos a matriz jacobiana J(x), n x n, dada por

3—3:1(:1:) e %(x)
J(x) = : : :
ngvlL(x) ngZ(x)

Definicao 1.1 Uma fungdo diferencidvel ¢ : I C R — R™ tal que ¢'(t) = f(o(t)), Vt € 1,

¢ dita uma soluga@o ou curva integral do sistema (1.1).

A tragetéria descrita por uma curva integral do sistema (1.1) é uma érbita deste
sistema. Uma érbita é dita fechada, ou periddica, se ela nao é constante e nem injetora.
Sendo v uma drbita fechada de (1.1) e U, uma vizinhanca desta orbita, dizemos que 7 é
isolada se for a tnica 6rbita fechada a interceptar U,.

Como o sistema (1.1) é auténomo, isto é, a fungao f nao depende explicitamente

do tempo, podemos falar em ponto de equilibrio.

Definigao 1.2 Dizemos que xo € R" tal que f(xo) = 0 é um ponto de equilibrio (ou

ponto singular) do sistema (1.1).



Defini¢ao 1.3 Um ponto singular xy do sistema (1.1) é estdvel quando para toda vizi-

nhanga Uy de xo existir uma vizinhanga Us de xq tal que toda solugdo ¢(t) de
= f(t,x), [:QCRxR"—R"

com ¢(0) € Uy estd definida e em Uy, para todo t > 0. Se além disso tlim o(t) = xo,
—+00
entio xy € assintoticamente estdvel. Quando xy € nao estdvel, dizemos que xy €

instavel.

Defini¢ao 1.4 Dizemos que xy € equilibrio hiperbdlico do sistema (1.1), se é ponto de
equilibrio e todos os autovalores da matriz jacobiana, J(xg), associada ao sistema (1.1),

tem partes reais diferentes de zero.

Porém, se pelo menos um autovalor de J(z() tem parte real nula, zo é dito um

ponto nao hiperbdlico. E ainda, um ponto nao-singular é dito um ponto regular.

Definicao 1.5 Um ponto singular hiperbdlico x do sistema (1.1) € um atrator se todos

0s autovalores da matriz jacobiana J(xo) tem partes reais negativas.

Definigao 1.6 Seja x¢o um ponto singular do sistema (1.1). Ao conjunto de todas as
possivers condi¢oes inicials, cujas orbitas iniciando nelas tendem a xgy, denominamos

bacia de atracao de x.

De um modo geral, todo ponto singular, xq, do sistema (1.1), que possuir uma bacia

de atracao, serd chamado um atrator deste sistema.

Definigao 1.7 Um ponto de equilibrio hiperbdlico xy do sistema (1.1) é um repulsor se

todos os autovalores da matriz jacobiana J(xg) tem partes reais positivas.

Defini¢ao 1.8 Um ponto de equilibrio hiperbolico xy do sistema (1.1) € uma sela se
a matriz jacobiana J(xy) tem pelo menos dois autovalores com sinais das partes reais

0postos.

Usaremos a notacao sela n — p para indicar uma sela com n autovalores com partes
reais negativas e p autovalores com partes reais positivas.

Sendo os autovalores de J(zg) as raizes de seu polinomio caracteristico, podemos
saber se o sinal das partes reais destes autovalores sao negativas ou nao por um critério
sobre seu polinémio caracteristico. Descrevemos a seguir o critério de estabilidade para

polinémios reais conhecido como o Critério de Routh-Hurwitz, vide Pontryagin [11].



Teorema 1.1 (Critério de Routh-Hurwitz) Seja
PA) = @ A" + @ A H - @ + ad +ag, a, >0, (1.2)

polinémio com coeficientes reais de grau n. Para determinar a estabilidade de (1.2) es-

crevemos a sequinte matriz n X n

Up—1 Ap-3 0ap—5
Qn Ap—2 OGp—4
M = 0 ap-1 apsz --- 0

O DY ... a2 ao

Entao, o polinomio (1.2) € assintoticamente estdvel (todas as raizes com partes reais

negativas) se, e somente se, todos os menores principais de M sao positivos, ou seja,
Ag(M) >0, k=1,...,n.
Corolario 1.1 Seja
P(A) = @\ + ap AN A a\ ) +ag, a, >0,
polinomio com coeficientes reais de grau n.

1. Sen = 3, entao p ¢ assintoticamente estdvel se, e somente se, as, ai, ag > 0 e

aoa71 > as3aq.
2. Sen =4, entao p € assintoticamente estdvel, se e somente se,

2 2
ag, as, az, ai, ag >0 e asaza; — asa] — azap > 0.

Lema 1.1 Sendon =4 e ay, as, az, a1, ag > 0, o polinémio (1.2) possuird um par de

raizes puramente imagindrias se, e somente se,
2 2
agazay — asa; — azag = 0.

Prova:
Suponhamos Ay = iwy, wy > 0, raiz de ay\* + asA® + as\? + a1\ + ag = 0.

Substituindo A\g na equagao, temos

aywy — aziwy — axwy + a1 (iwg) + ag = 0 & (agwy — axws + ag) + i(—azws + ajwg) = 0



- aywg — aswi +ag = 0 - aywy — awi +ag =
—agwg’ +awy = 0 —agwg +a; =
aywy — aswi +ag = 0
= 9 ai
wO — —_—.
as
O ultimo sistema é equivalente a,
asQody — a4a% — a%ao = 0.
Como a; € R, 1 =0,1,2,3,4, segue que A = —iwy também é raiz de

&4)\4 + (13)\3 + CL2>\2 + (11)\ +ag = 0.
Logo, temos a equivaléncia desejada.

|
Retomando agora ao modelo matematico (1.1), este fica, em geral, dependendo de
parametros de controle, cujos valores sao determinados pelas caracteristicas das popu-

lacoes e por suas interagoes. A variacao destes parametros provoca perturbacoes neste

sistema de EDO’s, como no exemplo abaixo.

Exemplo 1.1 Consideremos o sistema bidimensional

d
% = —2y + x1(a — 2% — 23)
d
—;t? = 11 + xo(a — 2% — 23),

onde a € R € um parametro de controle.

~ N (&N
b \F W

a<0 a=0

o>0

Figura 1.1: Quando o parametro « passa pelo seu valor critico ag = 0 o retrato de fase

do sistema muda a configuracao.



Na Figura 1.1, ilustramos o que acontece com o retrato de fase deste sistema quando
« varia nos reais.

Note que, a mundancga no retrato de fase ocorre justamente para o valor ay = 0 e,
para este valor, a origem é um ponto singular nao hiperbdlico deste sistema. Logo, de-
pendendo da variacao dos parametros de controle, pode ocorrer equilibrio nao hiperbdlico
no sistema (1.1).

Pequenas perturbagoes de um sistema produzem outros sistemas aproximados ao sis-
tema original. Queremos saber, quando estes continuarao com as mesmas caracteristicas

do sistema original.
Defini¢ao 1.9 (equivaléncia topoldgica) Os sistemas
¢’ = f(z,), z€R", acR" (1.3)

v =gy,p), yeR", peR™, (1.4)

sao ditos localmente topologicamente equivalentes em torno da origem se existir
uma aplicacio (x,a) — (ho(z), k()), definida numa vizinhanga V = Uy x Vo C R" x R™
de (z,a) = (0,0), satisfazendo

i) k:R™ — R™ ¢ um homeomorfismo definido em Vj.

i1) he @ R" — R™ € um homeomorfismo para cada o, definido na vizinhanga Uy de
x = 0,ho(0) = 0, levando drbitas de (1.3) contidas em Uy em drbitas de (1.4) em

ha(Us), preservando a dire¢ao do tempo.
Defini¢ao 1.10 (estabilidade estrutural) Digamos que o sistema (1.1) seja da forma
= f(r,a), reR" «aecR™

Para o fizo, ' = f(x,ap) € estruturalmente estdvel se eziste ¢ > 0 tal que 2’ =

f(z, ) € localmente topologicamente equivalente a ' = f(x, ) sempre que || a—ay || < €.

Pelas defini¢coes anteriores, dado x € R™, ou ele é regular, ou ele é singular para
o sistema (1.1). Sabemos do Teorema do Fluxo Tubular [13] que préximo a um ponto
regular o fluxo do sistema (1.1) nao é sensivel a pequenas perturbagoes. Por outro lado,
pelo Teorema de Hartman-Grobman [13] juntamente com a equivaléncia topolégica de
sistemas lineares hiperbdlicos, préoximo a um ponto singular hiperbdlico o fluxo deste
sistema também nao é sensivel a pequenas perturbacoes. Portanto, se acontecer perda de

estabilidade estrutural, esta serd proxima a um equilibrio nao hiperbdlico deste sistema
[12].



Neste trabalho, trataremos com maior zelo os pontos de equilibrio nao hiperbdlicos.
Denominamos bifurcagao a perda de estabilidade estrutural [8]. Procuramos simpli-
ficar ao maximo o sistema perto de um ponto de equilibrio nao hiperbdlico onde ocorrer
bifurcagao. A esta forma simplificada denominamos Forma Normal da bifurcagao [9].

Ha varios tipos de bifurcacao, por exemplo, no caso unidimensional a um parametro,

ocorre: transcritica, forquilha e dobra, a qual apresentamos um exemplo.

Exemplo 1.2 (bifurcacao de dobra) Suponha que o sistema (1.1) seja o modelo de

crescimento populacional
2

2y
"= b) = -
y = f(y,b) T2 VY

onde b > 0 € concentracao de uma substancia quimica e b*> € a tawa de mortalidade da

espécie em questao.

Note que o ponto (0,b) é um equilibrio assintoticamente estdvel deste sistema para
todo b > 0. Em outras palavras, uma pequena populacao tnicial serd extinta pela presenca
da substacia quimica.

Como

f(1,1)=0 e 2—5(1, 1) =0,

o ponto (y,b) = (1,1) € um equilibrio nao hiperbdlico deste modelo.
Fazendo a mudanga de varidveis x =y — 1, ¢ = b— 1, transladamos nosso sistema

de modo que

;o B 2
e
£(0,00=0 e g—i(o,O):o

ou seja, o ponto de equilibrio nao hiperbolico é transladado para a origem.
Fazendo o desenvolvimento de Taylor em torno de (0,0) deste sistema transladado
e tomando a aproximacao de ordem dois, temos
2
x
¥ =—2c— "= —2xc—
2
Fazendo agora a mudanca de varidveis £ = x — 9, obtemos
2 2

¢ = (—2c—c* —20c — %)+(—20—5)§— 5

Para 6 = —2¢, eliminamos o termo de ordem um e escrevemos

2
¢ =(—2c+c*)— %
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Para ¢ =~ 0 temos ¢* menor ainda dai, desprezando ¢* e fazendo 3 = 2c, obtemos
/ _ — —_——
¢=—p-3.

Assim, com um reescalonamento linear por n = 5 obtemos

B
T
T]_ 2 T]'

Por 4ltimo, fazendo p = g, chegamos a

==
que € chamada forma normal deste modelo de crescimento populacional, proximo ao ponto
de equilibrio nao hiperbdlico, (0,0).
Note que,
/

n'=—p—n"=f(nmp.

Para determinar os equilibrios devemos resolver

—p—n*=0.

Se <0, n==+/—u, sao os equilibrios.
Se u >0, n?=—pu, absurdo.
Se pn=20, n=0, unico equilibrio.

Como
aof

5 (V) = ~2y/ji <0

N =+/—p € estdvel e, sendo

GV =2/ > 0.

n = —y/—W € instdvel.
Lembrando que
~2c=2(0b—1),

temos as sequintes situacoes:

e Se0<b< 1 (u<0), e populagao inicial nao for muito pequena, ela crescerd até

atingir um equilibrio assintoticamente estdvel.

e Se0<b<1 (u<0), epopulagao inicial for grande, ela decrescerd até atingir um

equilibrio assintoticamente estdvel.
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e Se0<b<1 (u<0), epopulagio inicial for muito pequena, ela serd extinta.

e Seb>1, atara de mortalidade, b?, levard a populacio & extincdo independente-

mente do seu tamanho inicial.

e Fmb=1 (u=0), é onde ocorre essa mudanca na configura¢ao do retrato de fase

deste sistema.

Sendo assim, dependendo do valor real do parametro b, um par de pontos de equilibrio,
um assintoticamente estdvel e outro instdvel, € formado ou destruido. Isto caracteriza a
chamada bifurcacao de dobra ou sela-no.

De um modo geral, se o sistema (1.1) for da forma
¥ = f(z,c), z, ceR

com (z*,c*) ponto singular nao hiperbélico. E ainda, se

af

82

@(I*, C*) 7é 07
entao proximo a (z*,c*) o sistema (1.1) € localmente topologicamente equivalente a uma
das sequintes formas normais

dn

— =dputn’
g~ THED

e a bifurcacdao de dobra € conhecida.

Os detalhes da dedugao da forma normal da bifurcacao de dobra, bem como outras
formas normais de bifurcagoes elementares, podem ser conferidas em Panfilov [9].
Seguindo o propdsito deste trabalho, passamos a estudar a bifurcagao de Hopf no

capitulo seguinte. Para tal estudo, seguimos o livro de Kuznetsov [7].



Capitulo 2
Bifurcacao de Hopf

Neste capitulo apresentamos um estudo da bifurcacao de Hopf quando o sistema
de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO’s) envolvido é n-dimensional [7]. Para maior
compreensao apresentamos primeiro o caso bidimensional.

Para tanto, na Segao 2.1, definimos a forma normal bidimensional da bifurcagao de
Hopf. Em seguida, na Secao 2.2, estudamos a bifurcacao de Hopf genérica no caso bidi-
mensional. Ja na Secao 2.3 lancamos maos do método da projecao para reduzir o estudo
do caso n-dimensional ao caso bidimensional, ja estudado. E, finalmente, na Secao 2.4,
apresentamos como exemplo o artigo Bifurcation analysis of a model for biological control
de Sotomayor et al. [14], onde é feita uma andlise de bifurca¢do de Hopf num sistema

com quatro EDQO’s acopladas que modela a interagao entre duas espécies biologicas.

2.1 Definicao da forma normal bidimensional
Consideremos o sistema de EDQO’s dependendo do parametro a@ € R como segue

(2):(? ;1><2>i(x$+a:§)<2>. (2.1)

Para todo a, o ponto (x1,z2) = (0,0) é equilibrio do sistema (2.1) com matriz jacobiana

A:J(O,O):(T _1>,

que possui Ay = a + 1 e Ay = a — 7 como autavalores. Introduzindo a varidavel complexa

z = x1 + iT9, € usando

/ 2 2 / 2 2
Ty =axr) —xy xi(x] +73), e Ty =x1 + ary £ xo(x] + 235),

12
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temos
2 = x|+
= alxy +ize) +i(xy +imy) & (21 +ixo) (22 + 23).

Logo, o sistema (2.1) tem a seguinte forma complexa
2= (a+i)z £ 2|2 (2.2)
Para a representacao z = peie, temos
2 = ple + pife®.
Dai, substituindo z = pe? em (2.2), escrevemos
2= e + pife? = pet (a4 £ p?).
E finalmente, da igualdade acima temos o sistema

{p’z pla=£p?) (2.3)
0 = 1
que é a forma polar de (2.2). Da primeira equagao de (2.3) temos p = 0 um ponto de
equilibrio para qualquer valor de « (s6 faz sentido para p > 0). Dependendo do sinal do
termo cubico em (2.3), outro ponto de equilibrio surgird, para determinados valores de
a.

Trabalhemos, por exemplo, com o sinal negativo do termo ciibico em (2.3), ou seja,

o sistema

{p’z pla —p?) (2.4)

0 = 1.

Para a > 0, p(«a) = y/a é um ponto de equilibrio que descreve uma érbita periddica cir-
cular com velocidade constante. Como observamos acima, p = 0 é sempre um equilibrio,
e neste caso, é um atrator se a < 0, um repulsor se @ > 0 e um atrator fraco (nao atrai
exponencialmente) para a = 0. Para cada valor de o > 0, este equilibrio na origem fica
cercado por uma Orbita isolada e fechada (ciclo limite) que é unica e atratora. Neste
caso, o ciclo limite é uma circunferécia de raio p(a) = y/a. Qualquer dérbita externa ou
interna a este ciclo, salvo a origem, tendem para ele quando t — 400, vide Figura 2.1.

A este fenomeno de geracao de uma o6rbita periddica e a mudanca de estabilidade
do ponto pela perturbacao no parametro o chamamos de bifurcagcao de Hopf ou bi-

furcacao de Andronov-Hopf.
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.
NG
7"
S

a<0 a=0 o>0

Figura 2.1: Retrato de fase da familia de EDO’s (2.4) com a presenga de uma bifurcagao
de Hopf.

Para o sinal positivo do termo cibico em (2.3), o sistema

{p/ = pla+p?)

2.5
v o— 1 (2.5)

pode ser analisado da mesma maneira. Teremos também bifurcacao de Hopf para a = 0,
porém ao contrario de (2.4), o ciclo limite surgird para a < 0 e é repulsor. A origem
é um foco repulsor se @ > 0, um foco repulsor fraco (ndo expulsa exponencialmente) se
a = 0, um foco atrator se a < 0. Para cada valor de @ < 0, este equilibrio na origem
fica cercado por um ciclo limite que é unico e repulsor. Neste caso, o ciclo limite é uma
circunferécia de raio p(a) = v/—a. Qualquer drbita externa ou interna a este ciclo, salvo

a origem, tendem para ele quando ¢t — —oo.

Definicao 2.1 Denominamos forma normal da bifurcacao de Hopf o sistema

(2.1), ou equivalentemente, (2.2) ou (2.3).

Uma vez definida a forma normal da bifurcacao de Hopf, na proxima secao, es-
tudamos as condigoes que um sistema bidimensional deve cumprir para que ele seja

localmente topologicamente equivalente a esta forma normal.

2.2 Bifurcacao de Hopf genérica no caso bidimen-

sional

Nesta secao, estudamos as condicoes que devem ser impostas sobre um sistema de
EDO’s bidimensional para que ele seja localmente topologicamente equivalente a forma
normal da bifurcacao de Hopf, sistema (2.1) da Secao 2.1. Estas condigoes sao dadas no
Teorema 2.1 que se encontra no final desta secao. O Teorema 2.1 segue dos Lemas 2.1 a

2.7, que apresentaremos a seguir.
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Observacao 2.1 Nos Lemas 2.1 a 2.7 consideramos o sistema

(2)-( ) () () e

Como vimos na secao anterior, este sistema representa a forma normal da bifurca¢ao de

Hopf com surgimento de uma orbita periddica atratora. Para o outro sistema

X a —1 x x
xh 1 « T2 T2
0s resultados sao andlogos.

Lema 2.1 O sistema

<)=(f ;1)(2)—(x?+x§><2)+0<uxu4>, 2.1)

onde v = (z1,72)" e O(|| z ||*) representa os termos de ordem maior ou igual a quatro e
depende suavemente de a, € localmente topologicamente equivalente em torno da origem

ao sistema (2.6).

Prova:

A demonstragao deste lema sera feita em duas partes: Existéncia e unicidade do
ciclo e Construgao do homeomorfismo.

Parte 1 (Existéncia e unicidade do ciclo) Fazendo a mudanga polar z; = pcosf e

xo = psenf em (2.7) obtemos

{p’cos@—p@’sen@ = pacosh — psend — p?cosb + f(p,0) 2.8)

p'senf + pl cos = pcos+ pasentd — p3send + g(p,0).

Multiplicando a primeira e segunda equagoes de (2.8) por cosf e senf, respectivamente

e, somando os resultados, temos

o= pla—p*)+0(lp").

Agora multiplicando a primeira e segunda equagoes de (2.8) por —senf e cos @, respec-

tivamente e, somando os resultados, temos
o =1+ 0(|of).
Logo, o sistema (2.7) nas coordenadas polares (p, §), é dado por

{ po= pla—p*)+20(p,0) (2.9)

0 = 14+9(p,0),
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onde ® = O(|p|*) e ¥ = O(|p|®) que dependem suavemente de a.

Por [13] a existéncia de um ciclo limite em (2.9) é equivalente a existéncia de um
ponto fixo na transformacgao de Poincaré (ou transformagdo de primeiro retorno)
de (2.9). Sendo assim, passamos a analisar a transformagao de primeiro retorno deste
sistema.

Uma 6rbita de (2.9) iniciando em (p,6) = (po,0) tem a representacao dada pela

Figura 2.2.

Figura 2.2: Transformacao de retorno em uma vizinhanga da origem.

Escrevendo p = p(6, po), po = p(0, po), pela regra da cadeia, obtemos

dp
l: _9/‘
=0

Dai, substituindo nesta ultima equagao p’ e ' por suas expressoes dadas em (2.9), temos

5= I \i/(t)q;gp’ D= pla )+ R(p.0), (2:10)

onde
D(p,0) — pla — p*)¥(p,0)
1+ ¥(p,0) '

Note que a transformagao de (2.9) em (2.10) é equivalente a uma reparametrizagao do

R(p,0) =

tempo com ¢ = 1 e assim, o tempo de retorno para o semieixo § = 0 é constante igual a
27 para qualquer 6rbita partindo deste eixo com py > 0. Como p(6,0) = 0, expandindo

p(0, po) por Taylor, temos a seguinte expressao

p = w1(6)po + us(6)p3 + us(8)p} + O(lol").
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Substituindo em (2.10), temos

% = d%(ul(Q)Po + uz(0)p§ + us(0)p + - - -)
= (w1 (0)po + ua(0)pg + uz(0)pd + - - ) — (u1(0) po + ua(0)pg + uz(0)ps + - -+ )?
+R(p,0)

= wi(B)poa + uz(0) pgor + us(0) e — ui () + - - + R(p, ),

e das correspondentes poténcias de py vem as seguintes EDO’s

duy duy duz 3
a0 = U, = U20x, a0 = Uz Uyp.

do
Para obtermos p = pg em 0 = 0, devemos ter u;(0) = 1, wu2(0) = u3(0) = 0. Dai,

resolvendo os problemas com valores iniciasi (PVI’s) resultantes, temos

1 — 62(10
ur(0) = e, uy(0) =0 e wus(f) = eo‘eT
Como uy(0), ua(f) e wug(f) sdo independentes de R(p,0) e,
1 — 62(27ra)
ug(2m) = 62”0‘—2a
ema (2(2mra))?
= 2a<1—(1+2(2ﬂ0&)—|—T+"‘))
= —e’™ (21 + O(a)),

concluimos que a transformacao de primeiro retorno py — p1 = p(27, po) tem a forma

p1 = ui(0)po + uz(0)pg + us(0)pg + O(|pol*)
(2.11)

= ey — ™21 + O()]p3 + O(|po]?),

para qualquer R = O(|po|*). A transformagao (2.11) pode ser analisado para py e |a]
suficientemente pequenos. Existe uma vizinhanca da origem onde essa transformacao
tem somente o ponto fixo trivial para pequenos valores de o < 0 e um ponto fixo extra,
ps = +/a+ -, para valores de a > 0, vide Figura 2.3.

De fato, sendo a > 0, escrevendo a transformacao (2.11) na forma
pr = poS(a,p0); Sla po) = (L — 27 + O()]gd) + Ollpo ),

percebemos que a transformacao tera um ponto fixo py > 0 se, e somente se, S (a, po) =1

tiver solugao. Isto é,

Sla,p) =1 & (1 - 27 +0(@)pg) + Olpo]?) = 1
& 1—[2m+0(a)]pg + O(lpof*) —e™™ = 0.



Bifurcacao de Hopf genérica no caso bidimensional 18

oS
Tomando S(a, pg) =1 —[2m + O(a)]pg + O(|po|?) — e *™ temos S(0,0) =0 e 8—(0, 0) =
a
2w # 0. Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos escrever
S(a, po) = S(a(po), po) =0, para po << 1. (2.12)

Dai, derivando implicitamente a equagao (2.12), obtemos «(0) = /(0) = 0, a'(0) = 2,

de modo que a expansao de Taylor para a(pg), em torno da origem, é dada por

alp) =g+

que ¢ injetiva para py > 0. Portanto, a(pg) = pg = pi(a) = a+---, a > 0.
Assim, a transformac@o de primeiro retorno do sistema (2.9) tem um unico ponto
fixo para p > 0, o que é equivalente a existéncia de um tnico ciclo no sistema (2.9) para

p << 1.

Figura 2.3: Ponto fixo da transformacao de Poincaré.

Provemos agora a estabilidade do ponto fixo. Derivando p; = poS (e, po) com relagao

a pg, obtemos
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Como S(a(py), pj) = Le,

oS

poa—po(a, po) = pi(—2e*™ 21 4+ O(a)] + O(|pol))

segue que, R
oS
Po=—(al(pg), py) <0,
05 po( (Po): Po)

para pequenos valores de a(pg), pg > 0 e assim,

) < 1.

Levando em conta que o ponto fixo positivo da transformacao corresponde a um
ciclo limite do sistema, podemos concluir que o sistema (2.6) (ou (2.7)), com quaisquer
termos O(|p|*), possui um tnico (e estdvel) ciclo limite bifurcando da origem quando
a > 0 como no sistema (2.1). Portanto, em outras palavras, os termos de ordem superior
nao afetam o surgimento do ciclo limite numa vizinhanga de (z1,z3) = (0,0) com |«|
suficientemente pequeno.

Parte 2 (Construc¢ao do homeomorfismo) Fixemos 0 < a << 1. Ambos os sistemas
(2.6) e (2.7) possuem um tnico ciclo limite em alguma vizinhanga da origem. Podemos
assumir realizada no sistema (2.7) uma reparametrizacao do tempo, resultando num
tempo de retorno constante 27, vide parte 1. E ainda, que fizemos um escalonamento
linear nas coordenadas do sistema (2.7) de modo que o ponto de intersegao do ciclo limite

com o semieixo horizontal seja z; = v/a.

(%, %) (%, )

o

Figura 2.4: Construcao do homeomorfismo nas vizinhangas da bifurcacao de Hopf.
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Defina a func¢éo x +— & do seguinte modo. Tome z = (x,z3) e encontre os valores
(po, 7o), onde 5 é o tempo minimo que uma 6rbita do sistema (2.6) leva para alcangar
x partindo do semieixo horizontal com p = py. Para o ponto deste eixo com p = py,
construa uma o6rbita do sistema (2.7) no intervalo [0, 7p] partindo desse ponto. Denote o
ponto resultante por = (&1, Z2), vide Figura 2.4. Assuma Z =0 em x = 0.

A funcao assim construida é um homeomorfismo que, para a > 0, leva érbitas
do sistema (2.6), em alguma vizinhanca da origem, em érbitas de (2.7), preservando a
dire¢ao do tempo. O caso a < 0 pode ser considerado da mesma maneira com uma nova

mudanca de coordenadas. 0O

Ficou provado com o Lema 2.1 que os termos de ordem superior a trés nao afetam o
comportamento da bifurcagao. Nosso passo seguinte, é impor condigoes sobre um sistema
de EDO’s bidimensional de modo a transformé-lo no sistema (2.7) e, assim podemos
aplicar o Lema 2.1 e concluir a prova do Teorema 2.1.

Consideremos o sistema
o' = f(z,a), v=(r1,12)' €R® e a€eR, (2.13)

onde f é uma funcao suave. Suponha que (2.13) tenha um ponto de equilibrio x = 0 em
a = 0 com A 9 = tiwy, wy > 0 autovalores da matriz jacobiana. Pelo Teorema da Funcao
Implicita, o sistema (2.13) tem um tnico equilibrio z = x¢(a) numa vizinhanga da origem
para todo |a] << 1, desde que A = 0 nao seja autovalor de A = J(0,0). Por mudanca
de coordenadas podemos considerar o equilibrio sempre na origem, isto é, zo(a) = 0 com
la| << 1.

Logo, o sistema (2.13) pode ser escrito como
' = A(a)z + F(z,a), (2.14)

onde F' é uma funcao suave com componentes I}, F5 tendo expansao de Taylor em x com
termos de ordem maior ou igual a dois, F' = O(]| z ||?). A matriz jacobiana A(«) possui

os autovalores

onde
AMa) = p(a) +iw(a), w(0) =0, w(0)=wy>0.

Desta forma, temos o seguinte resultado.
Lema 2.2 Introduzindo uma varidvel complexa z o sistema (2.14) pode ser escrito, para

la] << 1, como
7= MNa)z+9(z 2, a), (2.15)
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onde g = O(|z]?) € fungdo suave de z,% e a.

Prova:

Seja q(a) € C? um autovetor de A(a) correspondente a A(«),
Ala)g(a) = Aa)q(e)
e seja p(a) € C? um autovetor de Af(a) correspondente a A(a),
Al(a)p(a) = Aa)p(a).
Como multiplos escalares de p(«) e ¢(«) ainda sdo autovetores, podemos escrever
(p(a),q(a)) =1,

onde (p,q) = p1q1 + P2q2 é o produto escalar usual de C2.

Qualquer = € R? ¢ escrito de modo tinico, para |a| << 1, como
z = zq(a) + Z q(a),

para algum complexo z.
Para z = zq(a) 4+ z g(a), temos

(p(@), 7) = z(p(a), g(@)) + 2(p(a), 4(@)) = z + 2(p(a), g(a)) = 2,

desde que (p(a),g(a)) = 0. Como A é matriz real, Ag = A ¢ = AG = \q e assim,

(A'p,q) = i(n@) = (1- i)<p,<i> =0=>A=X ou (p,q) =

) 11
(0,q) = (p. <AQ) = < 3 3

A A
Mas, w(a) > 0 para todo |a| << 1. Logo, A # X e assim, (p, q) = 0. Portanto,

z = (p(a),z). Como « é parametro, p'(a) = 0, e temos

z=(p(a),r) = 2" = (p'(a), z) + (p(a), 2') = (p(a), ).

Por outro lado,

(pla), ') = (p(a), Ala)x + F(z,a)) = (p(a), A(e)z) + (p(a), F(z,a))
= (p(e), A(a)(zq(e) + 2 ¢(a))) + (p(a), F(z,a))
= (p(e), A(a)g()2) + (p(), F'(z, o))
= (p(e), A(@)q(a)z) + (p(a), F(z,a))
= Ma)z(p(a), g(a)) + (p(

21
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Logo, 2’ = (p(a),z’) = Ma)z + g(z, z, a), onde
9(2,z,a) = (p(a), F((2q(e) + 2 g(@)), @)).

O
Escrevendo o desenvolvimento de Taylor para g nas varidveis complexas z e Z temos
_ 1 _
9(z,z,a) = Z mgkl(a)zkzl,
k41>2

onde

8k+l

gri(a) = W(ﬁ(a),F((ZQ(@) +z q(a)),a)|__,

k+1>2 ki1=0,1,2....

Suponha que em o =0, F(z,a) seja representada por

1 1
F(LC,O) = 58(1‘,%) + 60(1’,%,1’) + O(H z H4)7

onde B(z,y) e C(x,y,u) sdo fungoes multilineares de x,y, u € R? cujas coordenadas sio

2 9808
© 2
B PFi(€) .
Ci(x7 Y, u) - J;l 8§]8§]€8§l L:O‘xjykuh 1= 17 2
Dali,

B(2q+% q,2q+ 7 q) = 2°B(q,q) +222B(q,q) + 2°B(q. ),
onde ¢ = ¢(0), p = p(0) e os coeficientes gy;, kK + [ = 2, dos termos quadraticos de
g(z,2,0) sao dados por

920 = (0, B(¢,q)), 91 = (p,B(q,q)) e go2 = (p, B(q,7)).

De modo andlogo, o coeficiente do termo 22z, é dado por

91 = (0, C(q,4,9))-

Lema 2.3 A equacao

2 = M)z + %22 + g2z o+ %zz +O(|2P), (2.16)

onde A = Ma) = pla) +iw(a), p(0) =0, w0) =wy >0, g = gij(c), pode ser
transformada pela mudanca de varidveis compleza

h h
z=w+ %wQ + hywi + %w% (2.17)
para |o| suficientemente pequeno, na equacao sem termos quadrdticos

w' = \w + O(|w]?).
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Prova:
A inversa de (2.17) é dada por

h h
w=z— %22 — hy12Z — %22 +O()z*).

A qual derivando, temos
w =2"—hoz —hy(ZZ+27) —hpz 2+ -
Substituindo 2’ pela equagao (2.16) e organizando os coeficientes, temos
w =z + (% — Migo) 2 + (911 — My — M)z + (% = Mhg2) 2+

Substituindo z como fungao de w pela equagao (2.17), apenas Az tem termos de ordem

menor que trés. Assim,

1 _
w’ = \w —+ (% — )\hgo + 5)\]120)11)2 + (911 — /\hu — /\hn + /\hn)ww
- 1
+(% — Mhoa + 5 Ahoa)® + O(|wf?)

1 - 1 _
= >\’LU —+ §<g20 - )\h20)w2 + (911 - )\hll)wU_J + §(g02 — (2)\ — >\)h02>U72 + O(\w\?’)

Como A\(0) = iwp, wy > 0, podemos escolher

920 g11 go2
hoo = 22 by = 2L gy = —
20 = 7y 11 3 02 = 5% _
e obter
w' = w + O(Jw]?)
como queriamos.
|
Lema 2.4 A equacao
2= MNa)z + %23 - %ZQZ - %222 + %23 +O(|2") (2.18)
pode ser transformada em
w = Aw + cyw?w + O(|w|*),
pela mudanca de varidveis complexa
h h h h
2= w+ —w® + 2w+ —wi? + —w° (2.19)

6 2 2 6
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Prova:
A inversa de (2.19) é dada por

h h h h
w:z—%z3—%z22—$z22_%53+... )
Derivando, temos
h hio h
w =z — %z?z' - 71(2222’ + 222) — 5 (47 4 2237) — 33525’ 4o

trocando 2’ pela equagao (2.18) e reorganizando seus termos, temos

A Ah AMuz 5
w = Az —i—(ggO—TBO)Z +(g;1 Ahor — 221)Z25+(%_ 212_/\}“2)22
dos Mg
My o

substituindo z, pela equagao (2.19), temos

1 1 - 1 _
w = lw + 6(930 - 2/\h30)w3 + 5(921 - (/\ + )\)hgl)wzw + 5(912 — 2)\h12)ww
1 _
+6<903 + (A = 3\)ho3)w? + O(|w|b).
Fazendo
Y30 g12 gos3
hso = hio = =—=, hop3 = —
307 5y M2 = oy o3 = o

eliminamos os correpondentes termos ciibicos. No entanto, como A = u + iw, wp(0) =
0, w(0) > 0, segue que, A(0) + A(0) = 0. Logo, ndo podemos tomar hy = )\gjl/_\ e

consequentemente, nao podemos eliminar o correspondente termo cubico da equacao.

Denotando ¢; = %, temos
w = w + cyw?w + O(Jw|h), (2.20)

como queriamos.
O

O termo ctibico w?w em (2.20) é dito um termo ressonante e, o seu coeficiente é o

mesmo de 2?Z na equagao (2.18).

Lema 2.5 A equacao

Y=t Y i 'gkl a)Z*2 + O(|2|Y), (2.21)
2<k+1<3
onde A = Ma) = pla) + iw(a), w0) =0, w(0) =wy >0 e gy = gula), pode ser
transformada pela mudanca de varidveis compleza

hoz w2+ @w?’ + @wvjﬂ + @w?’

—wt P02 gy + 2
zZz =
w B w 11WW 9 6 B 6 s
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para |a| << 1, na equagdo com somente o termo cibico ressonante
w' = w + cyw?o + O(|w|*), ¢ = ei(a). (2.22)

Prova:

Os Lemas 2.3 e 2.4 se aplicam aqui. Aplicando a transformagao (2.17), com

920
)\ Y

m
)\ )

Jo2
h — h == h = —
20 11 02 2)\ _ /\7

eliminamos os termos quadréticos, como no Lema 2.3. Vale lembrar que (2.17) também
altera os coeficientes dos termos ctibicos. O coeficiente % de 2%z em (2.21), por exemplo,
%. Pela
aplicagao da transformacao (2.19) do Lema 2.4 eliminamos os termos ctibicos com excegao

*
_ . . . 921
do termo ressonante w?w e ainda, o coeficiente deste, continua sendo 5 0O

foi modificado. Vamos representar o coeficiente do termo ressonante w?iw por

Precisamos calcular o coeficiente ¢; a partir da equagao (2.21). O valor de ¢; serd
*
. g _ , . - L.
dado pelo novo coeficiente % do termo w?w apds aplicar a transformacao quadratica

(2.17). Faremos isto no lema a seguir.

Lema 2.6 O coeficiente ¢1(a) da equagao (2.20), com o =0, € dado por

i 1 921
c1(0) = 2_%(920911 —2gul? - §|920|2> + o

Prova:
H& duas maneiras de escrevermos 2’ em termos de w e w. Substituindo (2.17) em

lugar de z na equagao (2.21), temos
/ 1 2 - 1 -2
7 = lw+ §(>\h20 + goo)w? + (Ah11 + g1 ww + §(>\h02 + go2)w

h - h
+ (gzohn + 911 (% + h11> + 9022 02 + %) w4 - -

(2.23)

Por outro lado, derivando (2.17) e substituindo w’ e seu conjugado w' pela igualdade
(2.20), temos

Z = w + hQOww’ + hn(wu_)’ + ’LU,U_}) + hogu_) w'

_ . (2.24)
= Aw + Mgow? + (A + N hiwiv + MNrgow? + cyw?o + -+ - -

Comparando os coeficientes de w?w nas equagoes (2.23) e (2.24) e, usando

h20 = g_)Q\O’ hll = gT)l\la h02 =

go2
2X — \
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remos g g Gu,  _9nje_ g
_ g1 920 | 9u 02902 921
920911 2A + ) gu1]? n |g02|* L9 .
2| A2 A 222 —-2) 27

para |a| << 1. Temos assim, a dependéncia suave de ¢; com «, uma vez que, A € g;; S0
fungoes suaves desse parametro. Logo, para o valor de bifurcagao, a = 0, na equacao
(2.25), temos

21wy — 1w 2 2
920911( 0 0) |g11| 4 |goz| —i-%

0) =
c1(0) 2&)3 + o 2(2iwg + iwp) 2 (2.26)
4 1 g21 .
- _ 2 2~ 2 Jal
%0 (920911 911 3 |920]%) + 5
como queriamos. 0O

Nosso objetivo é reduzir a equacao (2.19) do Lema 2.5 na forma normal estudada
inicialmente, ou seja, deve aparecer apenas o sinal de alguma expressao envolvendo c;

acompanhando o termo ressonante. Com esse intuito, vamos ao préximo lema.

Lema 2.7 Considere a equagao
dw
dt

onde 11(0) = 0, w(0) = wy > 0. Suponha p'(0) # 0 e Re(c1(0)) # 0. Entdao a equacao

acima pode ser transformada, por uma mudanca de coordenadas, na equagao

d
d_z = (B4 9)u + sulul* + O(|ul*),

= (u(e) + iw(a))w + cr(a)wlwl* + O(|w[*),

onde u € a nova coordenada complexa, B e 0 0s novos parametro e tempo, respectivamente
e, s = sinal Re(cy1(0)).

Prova:
Como w(a)) > 0 para |a| << 1, introduzindo o novo tempo 7 = w(«)t, a diregao do

tempo sera preservada. Dai,
dv  pla) +iw(a) c1(a) ) A
o = o(0) w + w<a>w\w\ + O(Jw|*)
= (B+dw+ d(B)wlw+ O(jwl),

onde
— B(a) = @ _ c(a(B))
B—B( ) w(a)’ dl(ﬁ) W(Oé(ﬂ))
Como /
50y =0 _ge o) = 19 4,
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podemos considerar 5 como novo parametro, mais ainda, pelo Teorema da Funcao In-
versa, « pode ser escrito como funcao suave de [ para || << 1.
Faremos agora a reparametrizagao do tempo ao longo das d6rbitas com a nova mudanca
0 =0(r,p), tal que

df = (1 + ex(B)w]*)dr

sendo e1(3) = Im(d;(B)). Numa pequena vizinhanca da origem, essa mudanga é proxima

da identidade. Para esse novo valor de tempo, temos

d
o= (B iwrh@ulwl+Oul?),
onde [1(f) = Re(dy(B)) — Be1(B) é um nimero real para cada valor de  suficientemente
pequeno e,
L (0) = Fele®) (2.27)
Wo

Com efeito,

dw dw

@~ Tra@upa ~ CTow+h@ulel+

Mas, isso é equivalente a escrevermos

L= (Ut ea@)B + o+ (Bl + -]
54w+ [0(8) + ()8 + Nul? +
+ [Re(dy) — Ber + Ber + ier]w|w|* +

(

= 6+
(B +i)w + [Re(dy) + ilm(dy)Jwlw]* +
(6 +

)
i)w
1w
+i)w + dy (B)wlw]® +

Como Re(cy(0)) # 0, segue que l41(0) # 0 e, assim podemos introduzir a nova varidvel

complexa u de modo que,

B u
VB!
Substituindo na equacao de d—lg, temos
1 du U u u
e AR e R C e Wi
E assim,
du l )

ulul* + O(Jul') = (B + i)u + s ulul* + O(Jul),

6(01 (0)).

onde s = sinal 1,(0) = sinal
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Defini¢ao 2.2 A fungado real l,(5) é chamada o primeiro coeficiente de Liapunov.

A equagao (2.27) diz que podemos calcular o primeiro coeficiente de Liapunov, para

£ =0, usando a féormula

1 .
92 Re(ig20911 + wWogai), (2.28)
Wo

ou seja, necessitamos apenas das segunda e terceira derivadas no ponto de bifurcacao do
campo de vetores para calcularmos [1(0).

Observemos que o valor de [;(0) pode ser alterado dependendo da normalizagao de
p e g, ao passo que, o sinal de [4(0) é invariante pela normalizagdo de p e ¢. Como é
conveniente, escolhemos a normalizagao (p,q) = 1.

Observemos também, que se escrevermos a equagao

du ,
= (5 iyu+ sulul + O(ful?),
com s = —1, na sua forma real, vide Lema 2.7, ela coincidira com o sistema (2.7) estudado

no Lema 2.1. O proximo teorema engloba todos os resultados obtidos nesta secao.
Teorema 2.1 Qualquer sistema em dimensao dois
¥ = f(r,a), r€R? acR, (2.29)
com f suave, tendo para |o| << 1 um ponto de equilibrio x = 0 com autovalores
Arp(a) = p) £iw(a),

onde p(0) =0, w(0) = wy > 0, satisfazendo as condigoes

i) 11(0) # 0 (nao degenerescéncia);

i) d_u‘ _ # 0 (transversalidade),

do 'e=0

¢ localmente topologicamente equivalente em torno da origem a uma das sequintes formas

vi \ (B -1 Y1 2 oo W
()= () () =eem (1)

Aplicando os Lemas 2.2 a 2.7 transformamos o sistema (2.29) na equagao

normais

Prova:

d
=5 = (B+i)u+ sulul’ + O(|ul")

(do Lema 2.7) e entao, pelo Lema 2.1 concluimos o resultado.
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O

Logo, qualquer sistema bidimensional que satisfizer as hipoteses do Teorema 2.1
possuird uma bifurcacao de Hopf.

O que fizemos até agora foi estudar a bifurcacao de Hopf para um sistema bidi-
mensional. Porém, nosso objetivo é estudar a bifurcacao de Hopf para um sistema n-
dimensional. Faremos isso usando o método da projegao (que é apresentado na préxima

se¢ao).

2.3 Meétodo da projecao
O método em questao tem como base a transformagcao do sistema,
¥ =f(r,a), r€R"” ¢ a € R™,

escrevendo-o numa base formada por seus autovetores generalizados e, posteriormente,
na projecao deste sistema usando apenas os autovetores correspondentes aos autovalo-
res criticos (uinico par de autovalores com partes reais nulas) para restringi-lo ao caso
bidimensional ja estudado.

Antes de descrevermos o Método da Projecao, faremos uma breve revisao de al-
guns resultados da Algebra Linear necessarios a nossa descricao, seguindo os livros de
Kuznetsov [7], pdgina 591 e Pontryagin [11], Capitulo 6.

Sejam A uma matriz quadrada e A uma raiz de multiplicidade m do polinémio ca-
racteristico de A, com vy, vs,...,v;, 1 <1 < m, autovetores linearmente independentes

correspondentes a A. Para cada autovetor v;, 1 < j <[, existe uma escolha maximal de

vetores wl, w), . .. ,wi, k = k(j) € N, satisfazendo
Aw1 = )\wl
AUJQ = )\’UJQ + wq
Awk = )\wk + Wg_1.

N&o hd nenhum problema em escolhermos w; = wj como o préprio v;. Os vetores wy,

k > 2, sao chamados autovetores generalizados de A correspondentes ao autovalor .

O conjunto dos autovetores generalizados, {w], w3, ..., w;}, correspondentes ao au-

tovalor multiplo A, é linearmente independente e, o subespacgo vetorial

X ={zeC"z=aw +aw,+ -+ aquwl,a € C}
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é A—invariante.

Pelas formas canonicas de Jordan, podemos decompor o espaco vetorial C™ em sub-
espagos A—invariantes correspondentes aos autovalores de A e gerados pelos respectivos
autovetores e autovetores generalizados. A esses subespagos denominamos autoespacgos
generalizados de A. Quando a matriz A é real, esses subespacos A—invariantes do
R™ sao gerados pelos autovetores e autovetores generalizados de A, correspondentes aos
autovalores reais e as partes real e imagindria dos autovalores complexos. Para uma
demonstragao dessa ultima afirmaca@o veja Pontryagin [11].

Retomemos nossa descrigao do Método da Projecao.

Counsideremos o sistema de EDO’s
¥ = Az + F(x), z € R", (2.30)

onde F(z) = O(|| = ||*) é uma fungao suave e A corresponde a parte linear do sistema,
com um ponto de equilibrio nao hiperbdlico x = 0 e um par de autovalores puramente
imagindrios A; o = iwp, wy > 0 e ainda, que nao tenha outros autovalores criticos (isto
é, sobre o eixo imaginario). Seja ¢ € C" um autovetor complexo correspondente a A;.
Entao,

Aq = itwoq, A= —iwoq.

Introduzimos também o autovetor adjunto p € C" com a propriedade
Atp = —inp, Atp = inﬁa

satisfazendo a normalizacao
(p.q) =1,

onde (p,q) = >, Pi¢; ¢ o produto interno canoénico de C" (linear na segunda entrada).
O autoespaco real generalizado 7, correspondente ao par de autovalores \; o = Ziwy
da matriz A, tem dimensao real dois e é gerado por {Re(q), Im(q)}. O autoespago real
generalizado T*"*, correspondente a todos os outros autovalores de A, possui dimensao
real n — 2.

Como R" =T°¢ @ T, dado x € R™ é sempre possivel escreve-lo como
T =24+ 24+ Ysu,

onde z € C, zq+ zq € T e yg, € T°". Porém, desejamos explicitar y e z com relagao a

x. Para isso, vamos ao primeiro lema desta se¢ao.

Lema 2.8 y € T*" se, e somente se, (p,y) = 0.
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Prova:
Se f(z) = 2% + wy, entdo T¢ = N(f(A)) e T** = Im(f(A)).
Além disso,
p, 7] = N(f(A)) = N(f(A)) = Im(f(A))* = (T*)*.
Logo, (p,y) =0, Yy e T
Sey € R" e (p,y) =0, entdo y = ag + ag + Ysu. Dai,
0= {(p,y) =ap,q) +alp,qg) =a=a=0.

O
Agora, usando o Lema 2.8, dado z = 2q+ 24+ vy, 2 € C, 2q+zqg€Tey e T,

podemos explicitar y e z com relagao a x como segue
(px) = (p,2q + 24 +y) = (p, 2q) + (p, 20) + (P, )
Mas, (p,y) = 0, pois y € T"". Assim,
(p,x) = (p,2q) + (p, 20) = 2(p, q) + Z(p, 7) = 2(p. q) = 2,

pois (p,q) =1 e (p,q) = 0. Portanto,

z = (p,x

) o (2.31)

y = v—(p,x)q— (p,2)q.

Lema 2.9 Nas coordenadas de (2.31), o sistema (2.30) € dado por

2 = dwez+ (p, F(zq+ 23+ v)) (2.32)
y = Ay+F(zq+z27+y) — 0 Flzq+ 23+ y))q — (P, F(2q + 24 + ¥))q.
Prova:

De fato, por um lado temos
2 ={(pa) = (pAz+F(x)) = (p,Az) + (p, F'(z))
(P, A(zq + 2q +y)) + (p, F(zq + 2 + y))
= (p,zAq) + (p,ZAq) + (p, Ay) + (p, F'(2q + 24 + y))
(p, ziwoq) + (p, 2(—iwoq)) + (p, Ay) + (p, F(2q + 24 + y))
(p; ziwoq) + (p, Z(—iwoq)) + (p, F(2q + 24 + y)),

pois y € T*" = Ay € T** = (p, Ay) = 0. Logo,
7= (p,ziwoq) + (p, Z(—iwoq)) + (p, F(2q + 24 + y))

= iwoz(p, q) — iwoz(p, q) + (p, F(2q + 27+ y))
= iwoz + (p, F(2q + 24 + y)).
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Por outro lado,
y = o' —(p,2')q— (p,2)q
= Az + F(x) — (p, Av + F(2))q — (p, Az + F(2))q
= Alzq+z2q+y) + F(z) — (p, Alzq + 24 + y) + F(x))q
—(0, A(zq + 23+ y) + F(2))q
= Azq+ AZq+ Ay + F(x) — (p, Azq)q — (p, AZq)q — (p, Ay)q — (p, F(z))q
—(D, A2q)q — (P, AZq)q — (P, Ay)q — (P, F(x))q
= iwgzq — iwoZq + Ay + F(x) —iwoz(p, q)q + iwoZ(p, 7)q — (p, Ay)q — (p, F(x))q

—iwoz(p, ¢)q + iwoZ(P, 1)q — (P, Ay)q — (P, F'())q
= dwpzq — iwoZq + Ay + F(x) — (p, F(2))q — iwozq + iwozq — (p, F(2))q
= Ay+ F(x) — (p, F(2))q — (b, F(2))q
= Ay+F(zq+2q+y) — (0. F(zq+ 24+ y))qa — (b, F(zq + 24 + y))q,

pois (p, Ay), (p, Ay), (p,q), (p,q) e (P, q) sao todos nulos.

|
Fazendo o desenvolvimento de Taylor do sistema (2.32) em z, Z e y, temos
. 1 1 1
Z/ = wWopz + EGQOZQ + GHZE + §G0222 + §G21222 + <G10, y>2 + <G01, y>2 + .-
/ 1 2 . =2
Yy = Ay+§Hgoz +H1122+§H022 + - 5
(2.33)

onde Goy, Gi1, Go2, Gor € C; Gy, Goi, H;j € C" e, podem ser calculados pelas

férmulas abaixo
aiJrj

Gij W<p’F<ZQ+ Zq)) L i+7>2,

B 2

G = e (p, F(zq+ zG+v)) )=(00) i=1,2,...,n,

_ 92

Goni = E (p, F(zq+ zq+v)) (am(00) i=1,2,...,n,
oiti _

Hy = (%iang(zq +20)|  —Gya—Gud, i+j=2

e ainda, (G,y) = Z Gyi.
i=1
A seguir, estudamos um teorema que nos permite analisar o sistema (2.33) restrito

a um conjunto invariante que é tangente ao autoespaco generalizado T°.
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Definigao 2.3 Seja V C R". Dizemos que V € invariante, relativamente ao fluzo o'x
associado ao sistema (2.30), se para todo ponto de V' a érbita de (2.30) passando por este

ponto permanecer em V.

Teorema 2.2 (da Variedade Central) Localmente, eziste um conjunto invariante
We(0) de (2.30) que € tangente a T® em x = 0. Este conjunto é o grdfico de uma aplicag¢do
suave cujas derivadas parciais de todas as ordens sao unicamente definidas.

Se o'z denota o fluzo associado ao sistema (2.30), entdo existe uma vizinhanga
U de zog = 0 tal que, se p'x € U, ¥Vt > 0 (t < 0), entio o'z — W0) quando
t— 400 (t = —00).

Defini¢ao 2.4 O conjunto W¢ = W¢(0) é denominado variedade central.

Observacao 2.2 O Teorema 2.2 € vdlido mesmo se o sistema (2.30) possuwir ny, n_ >0
autovalores com partes reais positivas e negativas, respectivamente e, ng > 0 autovalores
com partes reais nulas, n. +n_ + ng = n. Este caso geral pode ser visto em Kuznetsov

[7] e, para uma demonstragio do mesmo, veja Kelley [6].

Lema 2.10 O sistema (2.33), restrito a variedade central, pode ser escrito como

1 1
2= dwez 4 5Ga2® + G2z + Gz’
2 2 (2.34)
+§(G21 - 2<G10, A_1H11> -+ <G01, (22(4)0[ — A)_1H20>)222 4+

onde I €é a matriz identidade.

Prova:
A variedade central W do sistema (2.33) pode ser representada localmente como o

grafico de uma funciao V : C2 — R" satisfazendo as duas condicoes de tangéncia de W¢,

isto é,
V(0,0)=0, VV(0,0) = (0,0).
Dali,
We={(2,2y)y=V(22)} V(z2) =0()
e
y=V(z2) = %w2022 +wy 2% + %wOQEQ + O(]2]*), (2.35)

onde (p,w;;) = 0, pois (p,y) = 0. Diferenciando a equagao (2.35), temos

/ / ! = P~ —=/
Y = wez2 + wi1(2'Z + 27') + weezZ + -+ -
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Substituindo z’ e seu conjugado Z’ na expressao de z’ em (2.33), temos

Yy = wez(iwez + ) + wiy(iwgz + -+ )Z + wiz(—iweZ + -+ )

+w022(—iWQZ + - ) 4
= inw2022 + iwowuzé — Z'CUOU}HZZ — iw0w0222 + -

= iw0w2022 - iw0w0222 + e

Por outro lado, substituindo y da segunda equagao de (2.33) por y dado pela equagao
(2.35), temos

1 1 1 1
y = A(§w20z2 + w2z + §w0222 )+ §H2022 + Hy2Z + §H0222 +..

1 1
= 5(141020 + H20)22 + (AU)H + HH)ZZ + 5(141002 -+ H02)22 4
Comparando os coeficientes dos termos quadraticos destas duas equacoes de 3/, obtemos
Hoyy = (2iwol — A)wao;  Hu = —Awn;  Hop = (—2iwg — A)woe.

Como 0, +2iwy nao sao autovalores da matriz A, segue que, as matrizes —A, —2iwgl — A
e 2iwgl — A sao invertiveis e assim, as equacoes acima admitem uma tnica solugao. Logo,

podemos explicitar os vetores complexos w;; € C" como segue
(22&.}0[ — A)ilHQO = Wy, —AilHll = W11, (—22(.4.]0 — A)ilHOQ = Wp2-

Resta calcularmos agora, o termo ressonante da primeira equagao de (2.33) restrita

a variedade central. Observemos incialmente, que

1 1
<G7 y> = <G, §w2022 + w122 + §w0222 + - >

1 1
§<G7 UJZO>Z2 + <G, w11>z2 + §<G, w02>§2 4 ...

Logo, nas parcelas (G0, y)z e (G0, y)Z da primeira equagao de (2.33), aparecem os termos

%27 cujos coeficientes escrevemos a seguir

(Gro,y)z = (Gro, w11)2°Z + - - = (Gro, —ATH ) 222+ -+ = —(Gro, AT TH )22 + -+ -

1 1
(Goi,y)z = §<G01,w20>222 4= §(G01, (2iwol — A)_1H20>225 .
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Portanto,
' . 1 2 1 o 1 2= -
2 = dwpz + §G202 +Grzz + §G02Z + §G21Z Z+ (G, y)z + (Gor, y)z + -+
1 1 1
= ZWOZ + GgoZ + GHZZ -+ GOQZ —+ 2G21Z

<G10, A H11>Z Z+ = <G01, (2%&)0] A) 1H20>222 + -

1 1
= inZ + §G2022 + GHZE + §G0222

1
+§(G21 — 2(G19, A7 Hyy) + (Goy, (2iwgl — A) "1 Hyg))22z2 + -+ - -

Observagao 2.3.

i) Para um sistema do tipo
v = f(r,a), v€R" acR?

com as mesmas hipdteses do sistema (2.13), podemos utilizar a expressio para o
primeiro coeficiente de Lyapunov, ly, deduzida no sistema (2.13) (Confira Kuznetsov
[7], pdginas 300 e 301).

it) No sistema (2.30), tomamos a origem como um equilibrio nao hiperbdlico, com um
unico par de autovalores puramente imagindrios cumprindo a condi¢ao de Hopf.
Mas, poderiamos ter procedido de modo andlogo ao caso bidimensional, sistema

(2.13), pela dependéncia suave de A e F' com o € R™, m > 1.

Lema 2.11 (condi¢ao de nao degenerescéncia) O primeiro coeficiente de Lyapunov

para o sistema (2.30) € dado pela expressao

11(0)22—036[@,0((1,(1?@» 2(p, B(¢, A= B(q,q))) + (p, B(q, (2iwo I, — A)~' B(g, )))]-
(2.36)

Prova:

O desenvolvimento de Taylor de F(x) do sistema (2.30) é dado por

1 1
5B.2)+ ZCa.z,2) + Ol 2 ||

F(x):2

onde B(z,y) e C(x,y, z) sdo fungdes multilineares simétricas com coordenadas

Z e (237
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~ OPF()

Oi ('Ta Y, Z) =
i 9810608

L:Oxjykzl, (2.38)
parat=1,2,...,n. Dai,
(Gro,y) = (p, B(q,)), (Go1,y) = (p, B(q,v)),

e a equagao restrita a variedade central (2.34), fica dada por

1 1
2z = ’iCUQZ + §G2022 + GHZZ + 500222

1 (2.39)
45 (Gar — 20, Blg, A7 Hin)) + (p, B, (2iso] — A) o)) 4+
onde
GQO = <pa B(Qa Q)>> Gll = <p7 B(Qa CD>7 (240)
C7Y02 = <paB(q_7 q_)>7 G21 = <pvc<Q7Q7g)>
{ Hy = Bl(q,q9) — (p, B(¢.9))q — (P, B(¢,9))q (2.41)
Hy = Bl(q,q) — (p,B(¢:7))q — (b, B(¢,9))q-

Substituindo (2.40) e (2.41) em (2.39) e, usando as identidades

_ 1 . —1_ _ _ 1
Alq="—q, A'Gg=—q (2w —A)'¢=—"q,
1Wo Wo 1Wo
1
2iwgl — A) g = ——q
( W ) q 3?:MOQ7

transformamos a equagao (2.34) na seguinte equagao

, . 1 9 1 9 1 9_
z :ZWOZ+§g20Z + 1122 + 59022 +5921Z Z4
onde

920 = (p, B(¢,9)), 911 = (p,B(q:7))

gn = (,C(¢0,¢.9)
—2(p, B(q, A" B(q,9))) + {p, B(q, (2iwoly — A) "' B(q,q)))
+ﬁ<p,3(q,q)><p73(q,q»

2

ot Bla ) - % (0, Blg, D).

Observe que a quarta linha da equacao acima é imaginario puro e, a terceira linha

é dada por go0g11. Logo, com a aplicacao da férmula

1 .
Q—W(Q)Re(wmgu + wopga1)
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dada em (2.28), obtemos (2.36) como expressao para o primeiro coeficiente de Lyapunov.
U

A pergunta natural que surge agora é: Serd possivel calcular a condigao de trans-
versalidade em termos dos autovetores p e ¢? A resposta é afirmativa e o préximo lema

nos diz como proceder tal calculo.

Lema 2.12 (condicao de transversalidade) Considere no sistema (2.30), a depen-

déncia suave de A = A(a), o € R, com um simples par de autovalores complexos,
A2(a) = pla) £iw(a), w(0) =0, w(0)=wy> 0.

Entao,
1/'(0) = Re(p, A'(0)q),

onde p,q € C" e satisfazem

A<O)q = inQ7 At(o)p = _iw0p7 <p7 Q> =L

Prova:
A equagao A(a)q(a) = AM«)q(a) depende suavemente de o € R.
Derivando de ambos os lados esta equagao com relacao a «, a regra do produto nos
da
A'()g(a) + Ale)q (a) = N(e)q(a) + AMa)q (@)

Fazendo o produto escalar por p de ambos os lados, temos

(0, Aq+Ad) = (p,Nqg+ M)
., Aq)y + (p, Ad) = (. Nq) + (p.\)
(p, Aq) + (A'p.¢"y = N{p,q)+Np,q),

que dependem suavemente de a. Mas, em o = 0, temos

Alp = —iwgp, logo

(p, A'(0)q) +iwo(p,¢) = (1 (0) +14w'(0))(p,q) + iwo(p,q’)
(p, A'(0)g) = (1 (0)+iw'(0))(p,q)-

E como (p,q) = 1, da tultima igualdade obtemos
(p, A'(0)q) = /' (0) + i’ (0),

como queriamos. 0
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Note que, para a dependéncia suave A = A(«), F = F(«a), « € R™, m > 1, no
sistema (2.30), podemos enunciar um lema semelhante ao Lema 2.12; envolvendo cada
uma das derivadas parciais e, assim checar a condicao de transversalidade.

Resumidamente, mantendo a dependéncia suave A = A(a), F = F(a), a €

R™, m > 1, no sistema (2.30), escrevemos:

e Um ponto de Hopf (zg,ap) € R™ x R™, é um ponto de equilibrio de (2.30) onde
a matriz Jacobiana A tem um par de autovalores puramente imaginarios A\;» =

+iwg, wy > 0, e nao tem outros autovalores criticos.

e Num ponto de Hopf, a variedade central bidimensional estd bem definida, e é in-
variante sob o fluxo gerado por (2.30) e pode ser estendida suavemente a valores

do parametro numa vizinhanga deste ponto.

e Um ponto de Hopf é chamado transversal se as curvas de autovalores complexos

cruzarem o eixo imaginario com derivadas nao nulas.

e Numa vizinhanca de um ponto de Hopf transversal com [; # 0 o comportamento
do sistema dinamico (2.30), reduzido & familia parametro-dependente da variedade

central, é orbitalmente topologicamente equivalente a forma normal complexa
w' = \w + Lw|w|?,
welC, A=p+iw.

e Quando l; < 0 (I; > 0) uma familia de drbitas peridédicas estavel (instavel) pode
ser encontrada e, esta familia de érbitas periddicas, pode ser diminuida ao ponto

de equilibrio no ponto de Hopf. Para mais detalhes, veja Kuznetsov [7].

A fim de exemplificar o método descrito na Secao 2.3 sobre o estudo da bifurcacao
de Hopf, apresentamos como exemplo o trabalho “Bifurcation analysis of a model for
biological control”, de Sotomayor et al. 2008, em que foi estudado um sistema semelhante
a (2.30), com dependéncia suave A = A(a), F = F(a), a € R? e a matriz A de ordem
quatro [14].

2.4 Exemplo de bifurcacao de Hopf em um modelo

de controle biolégico

O controle bioldgico de pragas visa regular populagoes de espécies e vem sendo

utilizado pelo homem em seu favor. A insercao de um parasita inimigo de uma espécie
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pode controlar o nivel de infestagao de uma praga, sucumbi-la ou nem mesmo afeta-la.
Conhecer em que condigoes sao atingidos os objetivos desejados é o principal motivo
dos modelos de controle biolégico. Em geral, os modelos presa-predador existentes na
literatura buscam provar a existéncia de um ponto de equilibrio estavel ou um ciclo limite
estavel de modo a fornecer uma explicacao satisfatoria para uma coexisténcia duradoura
entre as comunidades bioldgicas.

Nesta secao apresentamos o artigo Bifurcation analysis of a model for biological
control de Sotomayor et al. [14], onde foi feito um estudo de um sistema de quatro
equacoes diferenciais ordinarias acopladas que modela a interacao entre duas espécies
biolégicas, cada uma apresentando duas fases em sua metamorfose, vivendo em um habitat
comum, com recursos limitados.

O artigo considera as populagoes divididas em compartimentos e tem como base no
modelo presa-predador de Lotka-Volterra 1925 [2]. A seguir é estuda a estabilidade dos
pontos de equilibrio do sistema mostrando a existéncia de uma bifurcacao de Hopf na
dinamica das populagoes e, consequentemente, a formagao de um ciclo limite instavel en-
volvendo um ponto de equilibrio, cujas coordenadas sao todas positivas, por uma pequena
bacia atratora.

O modelo estudado em [14] descreve um estudo sobre o controle bioldgico envolvendo
dois tipos de mosca, o parasito, P, da folha das plantagoes de laranja, que ¢é a fase de

pupa do inseto M, por seus inimigos naturais, L, que é a fase de larva do inseto G.

2.4.1 Apresentacao do modelo

Consideremos P e M as densidades de pupas e adultos de fémeas da mosca Phyl-
locnistis citrella (que, na sua fase de larva é a larva minadora dos citros), L e G as
densidades de larvas e adultos de fémeas da mosca Galeopsomyia fausta nativas (cujas
larvas se alimentam das pupas de M). Considere também que: «; é a taxa de pupas,
P, que originam aos adultos M; [5; é a taxa de mortalidade de pupas P; u; é a taxa de
mortalidade de individuos adultos de M; ¢, ¢é a taxa de ovos que originam pupas P; ¢; é
a capacidade de suporte da populacao M; as é taxa de larvas, L, que passando pela fase
de pupa, originam individuos adultos de G; 35 é a taxa de mortalidade de larvas e pupas
de G; s é a taxa de mortalidade de adultos G; ¢9 é a taxa de oviposicao do parasito
G; co € a capacidade de suporte da populacao G. Considerando um encontro aleatério
entre o adulto do parasito, G, e a pupa, P, da praga, e que desse encontro a populacao
de pupas tenha uma taxa de decrescimento proporcional aos encontros P — G dada por
k1PG e, a populagao do parasito, L, uma taxa de crescimento proporcional aos encontros

P — (G dada por ko PG. Observando que todos os parametros sao positivos e considerando
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ki > ko. A dinamica vital do modelo fica descrita pelo seguinte sistema de EDO’s

( dP M
Pl = d_ = ¢1(1——)M—(O¢1+51)P—]€1PG
t C1
M
M/ == d— = Cklp - ulM
dt
(2.42)
, dL G
L = — == Qﬁg(l——)G—(O@—f—ﬂg)L—f—kQPG
dt Co
dG
\ G/ = E = O./QL — ILLQG

2.4.2 Pontos de equilibrios

Usando a notacao

a1 n Q20

= pa(oq + Br)’ 2T pa(c + B2)’

para resolver o sistema homogéneo associado a (2.42) ha quatro situagoes a serem anali-
sadas:

Na auséncia das populagoes de praga e parasito, temos
Ay = (P, My, Ly, Gy) = (0,0,0,0),

ponto de equilibrio trivial.
Na auséncia dos inimigos naturais (parasito) apenas, o sistema homogéneo associado
a (2.42) é dado por

qbl(l_M)M—(Oll‘f—ﬁl)P—k‘lPG = 0

C1
alP—,ulM = 0.

Resolvendo para P e M, obtemos o equilibrio

1 1
Ay = (Py, My, Ly, Go) = <% (1—R—> , C1 (1—§) 70,())-
1 1 1

Na auséncia da praga, apenas, o sistema homogéneo associado a (2.42) se reduz a

Pa(1 — g)G —(ag+ o)L+ kPG = 0

CYQL—IUQG = 0.

Resolvendo para L e GG, temos

Coflo 1 1
As = (Py, My, Ly, Gs) = Ry - 1——1).
3 = (P3, M3, L3, G3) (0,07 o ( RQ)’C2( R2)>
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Na presenca da praga e do parasito, o sistema homogéneo associado a (2.42) é dado

por
( M
¢1(1 — —)M — (CYl —{—ﬁl)P — kflpG =0

C1

CY1P—,M1M =0

Pa(1l — g)G — (g + o)L+ ke PG = 0

Co

OézL—,lLQG = 0.

\
Da segunda equagao, P = ﬂM e da quarta, L = &G. Substituindo estes valores na

aq 65]
primeira e terceira equagoes, respectivamente, e usando M, G > 0, o sistema se reduz a

M
bi(1— =) —(m+ B2 e = o
C1 (03] (03]

¢2(1—€)—(a2+ﬁz)&+k2ﬂM = 0.

C2 %) 7

Resolvendo a segunda equacao deste ultimo sistema para M e substituindo na primeira,
obtemos G' como funcao apenas de parametros. Consequentemente, obtemos M, P e L
como funcao apenas de parametros e, por algumas simplificagoes, obtemos o ponto de
equilibrio

Ay = (Py, My, Ly, Gy), (2.43)

C1i102 1 1
P = 1= — ) = esky (1 - —
T 210 + pReicokrky <a1¢1 < R1> fem ( R2)> ’

c101 ¢ 1 1
M, = AN Lo L
! oz%</51¢2 + ,u%clcgk;ll@ (a1¢1 < Rl) H1C2K1 ( R2>

CaflaCry Py 1 1
b= ko (1= — )+ 1— —
! s (3 P109 + picicokiks) (Clul 2 ( > a1 (

Cg()é1¢1 1 1
G, = ko l1l— — 1—-—— .
T 201 + pRcicokrky (CWI ? ( Rl) + g ( R2)>

Observagao 2.4 Se Ry > 1 e Ry > 1, entao os equilibrios Ay, As e Az so terdo coorde-

onde

nadas nao-negativas. Se ki < kimaz, onde

K paw = e (1 _ RL) : (2.44)

Coll1 (1 - R%)

entdo as coordenadas do equilibrio Ay também serdo nao-negativas.
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2.4.3 Analise da estabilidade dos equilibrios

A andlise da estabilidade dos equilibrios é feita pelo estudo dos autovalores da
matriz Jacobiana de (2.42) calculada nestes pontos. Em x = (P,M,L,G) € R* esta

matriz tem a seguinte forma

—a =1 — kG g1 — % 0 —k P
fe%1 — 1 0 0
J(x) = e
kG 0 —ay — [y ¢ — T T ko P
0 0 Qo — M2

e os seus autovalores sao as raizes do seu polindmio caracteristico. Fazendo o desenvolvi-
mento de Laplace, utilizando a terceira linha de det(J(z) — AI), obtemos o polindémio

caracteristico de J(x)

p(A\) =det(J(x) — M) = ©109 + an(u1 + N)k1ko PG, (2.45)
onde 0

O1=(m+AN) (a1 + B+ kG + ) —ay <¢1 - gb; )
‘ 20,G

Os = (12 + Nz + B2 + A) — (@ — QZ +k2P) .

Lembrando que um ponto de equilibrio hiperbdlico xg é dito uma sela do tipo n —p
se a matriz jacobiana J(z) tiver n autovalores com partes reais negativas e p autovalores

com partes reais positivas. Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Se Ry > 1, Ry >1 e ki < kimas, entao:
1. O equilibiro Ay € sela 2-2;
2. O equilibiro Ay € sela 3-1;
3. O equilibiro As € sela 3-1.

Prova:
Para qualquer um destes trés pontos na matriz jacobiana, a tultima parcela do

polinémio caracteristico (2.45), as(p1 + A)k1ko PG, sera nula. Dai,
p(A) =010,=0=0; =0 ou O, =0.

Logo, usando Bhaskara, obtemos os autovalores da matriz jacobiana, para cada um dos

pontos.
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Os autovalores de J(A;) sao

A= —%(041+51+,u1)+%\/(Oz1+ﬁ1+u1)2+40&1¢1[1—R%],
Ay = —%(061—1‘514-#1)—%\/(061+51+M1)2+4041¢1[1—R%],
A3 = —%(042—1‘524‘,“2)“‘%\/(042+52+M2)2+4042¢2[1_p%]a
M= —hlont Bt pa) = 3/ B pe)? + dandall - ]

Como os parametros sao todos positivos e Ry, Ry > 1, temos

1
(i + Bi + pa)” + daiil — E] > (a;+ Bi+w)?, i =1,2.
Sendo assim, \; € R, i =1,2,3,4e A\ >0, Ay <0, A3 >0, Ay <0. Logo, A; é sela do
tipo 2 — 2.

Os autovalores de J(Az) sao

A= —%(Oz1+51+u1)+%\/(a1+ﬂ1+u1)2—4a1¢1[1—R%]a
Ay = —%(041+51+,u1)—%\/(041‘1‘514—#1)2—4041@51[1—R%]?
Ny = —glaa+ Ba+po) + 5\/(042 + By + p12)? + daggo[l — 5] 4+ 42021 — -k,
A = —i(as+ Bo+ o) —%\/(a2+52+u2)2+4a2¢2[1— A qaomm]] _ L,

Por uma observacao semelhante a anterior, A3 > 0, Ay < 0. Por outro lado,

1
(a1 + B1 + p1)? — dan gy [1 — R?] <0=X32€C, Re(M) <0,
1

1
(Oél =+ 61 + ,u1)2 — 4a1¢1[1 — R—] Z 0= )\172 & R, )\1,2 < 0.
1

Logo, em ambos os casos, Ay é sela do tipo 3 — 1.

Os autovalores de J(A3) sao

Moo= —Her+ B+ ot ekl = 1) + 3y (4 By + kil — &)+ dang,
Ay = —%(Ozl—l—ﬁl—i—ul—k@kl[l—RLQ])—%\/(aﬁrﬁl—i—m—l—czkl[l—RLQ])Q—l—élal(;ﬁl,
Ag = —%(042+52+M2)+%\/(042+52+M2)2—4042%[1—p%g],
Ay = —%(0424—524—#2)—%\/(az+ﬁ2+ﬂ2)2—4a2¢2[1—R%]-

Por uma observagao semelhante a do caso J(A;), Ay > 0, Ay < 0. Por outro lado,

1
(062 —+ 52 -+ /LQ)Q — 4a2¢2[1 — E] <0= /\374 & (C, Re(A374) < 0,
2
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1
(Oég + 52 + ,LL2)2 — 4052@52[1 — R—] >0= /\374 < R, )\3,4 < 0.
2
Logo, em ambos os casos, A3 é sela do tipo 3 — 1.

1
Teorema 2.4 Se Ry > 1, Ry > 1 ek < kiymaz, entdo todos os coeficientes do polinomio
caracteristico de J(Ay) sao positivos. Assim, se
A = azasa; — a? — a§a0 > 0,
onde

az = oq+ B+ 1+ ag + Po+ pe + ki1Gly,

ay = a;gzﬁl Z% Gy(on + Pr+ p1 + k1Gy) (g + Bo + p2),
1 2

042¢2 041¢1

ap = (oq+ 061+ p1 + k1Gy)

Gy + (g + Po + o)

ag = 041042051( (1_E>P4 22 (1—]%)]\44),

entao o sistema (2.42) tem equilibrio assintoticamente estdvel em Aj.

My + aoki ko PyGly,

Se A < 0, entdo Ay € instdvel.

Prova:

Em J(A4), o polindmio caracteristico (2.45), fica dado por

201 M
p(A) = [+ M1+ 81+ k1Ga + A) — ar(dr — ¢; (k2 + A)(ag + By +N)
1
2¢.G
—aa (P2 — ¢CZ ! + ko Py)] 4 ao(pn + N)k1ka PyGl.
2
Usando as relacoes
a1y Oé2¢2

1 1
M4 == Oz1¢1[]_ — —] — [l,lkilG4; G4 == O./ngg[]_ — —] M2k2P4, (246)
C1 Ry Ry

e resolvendo os produtos, o polinomio fica dado por
p(A) = M+ Jar+ B+ + ag + Bo 4 po + kiGN’
061¢1 Qa0
Co

C1

+[ Gy+ (a1 + B1+ 1 + k1Gy)(ag + Ba + p2)| N2

061(251

042¢2

+H(ar + b1+ 1 + k1Gy) G+ (0o + B2 + po) My + askiko PGyl A

CY1¢1 042¢2

1

Gy + copik1 ko PyGly.
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Observe que apenas o termo independente, ag, desta tltima expressao de p(A) nao coincide
com ay do enunciado, mas aplicando novamente as relagoes (2.46), obtemos a expressao
de a¢ como no enunciado do Teorema.

Como todas as entradas de A, s@o positivas (populagoes nao nulas), os parametros
envolvidos positivos e Ry, Ry > 1, segue que, a; >0, 1 =0,1,2, 3.

Logo, aplicando o Corolario 1.1 do Capitulo 1 concluimos a prova.

O

Até aqui, ja se sabe o que acontece ao ponto de equilibrio A4, quando A # 0 mas,

nada se pode afirmar ainda quando A = 0. Para este caso, temos o seguinte Corolario.

Corolario 2.1 A matriz Jacobiana J(A4) tem um par de autovalores complexos com

partes reais nulas se, e somente se,

A= a% — aiaqa3 + a%a4 =0,
onde a; € definido no Teorema 2.4.

Prova:
Faga, no Lema 1.1 do Capitulo 1, o polinémio (1.2) igual ao polindémio caracteristico
de J(A4) 0

Dai, lancamos mao da teoria sobre bifurcacao de Hopf desenvolvida nas sec¢oes
anteriores deste capitulo, para fazer um estudo da estabilidade de A; com a condicao
dada no Coroldrio (2.1), na tentativa de complementar a gama de validade do Teorema

2.4.

2.4.4 Bifurcacao de Hopf no modelo biolégico

Como toda a teoria de bifurcacao de Hopf se fez considerando o equilibrio na
origem, para analisar A, devemos primeiro transladar o sistema (2.42) de modo que Ay

fique na origem.
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Inicialmente, ecrevemos o sistema (2.42) como segue

P, —(Oél +61) 9251 P
M/ . a7 — U1 M
L 0 0 —(ag+pP2) ¢2 L
G’ 0 0 (6%) — 2 G
—4M? — ky PG
0
+ = f(z), x=(P,M,LG)eR"
e pg | 1O ( )
0

Para analisar o ponto z* = Ay = (Py, My, L4, G4), escrevemos

T=z—2" = (IEN’47M4, Ly, é4)>

onde 3
P, = P—P
My, = M- M,
Ly = L—1,
G, = G-0G..

Transladando o sistema para analisa-lo na origem, obtemos

B,/ — N2k PG
M, 0

- = f(z") + J(x")(2) + -

o | =@ “it pP
G, 0

Por simplicidade de notacao, escrevemos z em vez de . Como x* é ponto de equilibrio

do sistema (2.42), segue que f(z*) = 0 e o sistema transladado acima assume a forma
¥ = Ar + F(x), (2.47)
onde v = (P,M,L,G) e R}, A=J(z*)e

—9M? — kPG
0
—2G? — kPG
0

F(x) =
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As fungoes multilineares B(x,y) e C(x,vy,2), z,y,z € R para o desenvolvimento

de Taylor do sistema (2.42), ficam dadas por

—%1’2?/2 — ki(z1y4 + 241)
0
Blay) = _%96494 — ka(t1ya +aayr) |
0
e
C(z,y,z) =0.

Para calcular By (z,y), por exemplo, tomamos Fy(P,M,L,G) = —f—llMZ — k1PG e

fazemos

M = |G o — 21 )y 9 = 9% = —ky P
SO =0 AEE=0  HH-0 A=k
() =0 G =-2 &G =0 FH(EGE) =0
HE=0 HEM=0 EE=0 =0
56 (58) =~k ae(m) =0 3 (50) =0 ac(5¢) =0
Logo,
By(z,y) = AH0z1y1  +0z1y2  +021ys —kiz1ys

+0zoyr  —2aayy +0zays  +0x2y

+0z3y1 +0x3y2  +0x3ys  +0x3y4
—kiryyy +H0x4y2 +H0x4y3  +0z4ys = —2(%133292 — ki (T1ys + 2ayn).
De modo andlogo, calcula-se Bs(z,y), Bs(x,y), Bi(z,y), Ci(z,y,z), Ca(x,y,=2),
Cs(x,y,2) e Cy(z,y, 2).
Para prosseguir a anélise consideremos os valores dos parametros especificos de

acordo com a Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Parametros especificos extraidos de [14].
041‘51‘/11‘%‘ C1 ‘042‘52‘,“2‘%‘62
0,7 0,003 ] 0,6 | 2,3 400.000 | 0,3 ] 0,0015 | 0,4] 4 | 100

Com os valores dos parametros da Tabela 2.1 o sistema (2.42) é na verdade um
sistema de equacao diferenciais a dois parametros, ky, ko, e é escrito de forma equivalente

CcOo1mo

$, = f(l', ]fl, kg), (248)
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com f(x,ky, ko) dada pelo lado direito de (2.42).
Com os valores dos parametros da Tabela 2.1, o equilibrio A; dado em (2.43) tem

as seguintes coordenadas

~800.000(1, 425 — 64, 764k:)

. 1,425 — 64, 764k
P, a, _ 933:333,333(1,425 — 64,764k

4,508 + 1,444 x 107k1ky 4,508 41,444 x 107k1ky
| 444,444(1,216 + 85.550, 400k ) _333,333(1,216 + 85.550, 400k, )
4,508 41,444 x 107k ky 4,508 41,444 x 107k1ky

enquanto Ry, Rje ky,,,, sao dados por

4 4

Ry =3,81697, R, =09,95025 e ki, =0,0220159. (2.49)

A partir das igualdades (2.49) e da Observagao 2.4, o conjunto de parametros ad-

missiveis é dado por
S = {(k‘l, k2)|0 <k < klmam = 0,0220159 e 0<ky < kl}, (250)

vide Figura 2.5.

k1= k2

K1max

Figura 2.5: Conjunto de parametros admissiveis S e curva X.
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Neste conjunto S a curva ¥ = A71(0) é bem definida, vide restricaio do Corolério 2.1, e
representa o conjunto dos parametros onde J(A,) tem um par de autovalores puramente

imagindrios A3 4 = %iwyp, com

1\/ 5
wo = —=\/as — 1/ a5 — 4ay. 2.51
0 \/5 2 2 0 ( )

Teorema 2.5 Considere o sistema (2.42) com os parametros dados na Tabela 2.1. Se
(k1,ke) € X entao a familia a dois parametros de equagdes diferenciais (2.42) tem um
ponto de Hopf transversal Ay. Este ponto de Hopf, Ay, € instdvel e para cada (ki,ks) € S_,
mas perto de X, existe uma orbita periddica instdvel perto de Ay ponto de equilibrio

assintoticamente estavel.

Prova: [numérica]

A prova segue os passos descritos na Segao 2.3 para implementar o cédlculo de
l1(k1, ko), (k1,k2) € X, utilizando as expressoes calculadas nesta subsecao e os valores
da Tabela 2.1. Por serem muito longas as expressoes, em [14] é indicado um enderego
eletronico onde se encontram os principais passos da demonstracao. Os calculos sao
realizados na forma de cadernos notebooks para o software Mathematica [16], mostrando
numericamente que ly(ky, ko) > 0, V (ki, ko) € X. A titulo de ilustragao, em [14] é

apresentado um caso particular com os principais passos do célculo.
U

Como consequéncia do Teorema 2.5 todos os pontos sobre a curva Y sao pontos
de Hopf de codimensao um (sao pontos de Hopf e l; # 0 nos mesmos) visto que o

sinal de /; ndo muda sobre X.

Com os valores da Tabela 2.1 no proximo teorema estudamos o comportamento da
curva Y no conjunto de parametros admissiveis S quando o parametro co cresce. Na ver-
dade, a capacidade suporte, ¢y, dentre varios outros fatores, tem um papel determinante

sobre as populacoes em estudo.

Teorema 2.6 A familia a um parametro de curvas ¥, = Ac_zl(()) tem apenas um ponto
de tangéncia T com a reta ki = ko para co = 650,41463. Para valores de co > 650,41463
a curva X, nao intercepta S. Portanto, para valores de co > 650,41463 o conjunto Sy €
vazio, S = S_ e o equilibrio Ay € assintoticamente estdvel para todos os valores ky, ko € S,

vide Figura 2.6.

Prova:



Exemplo de bifurcacao de Hopf em um modelo de controle biolégico 50

A

2

/ksz

k Imax

Figura 2.6: Curva ¥ intercepta S no ponto 7.

A familia a um parametro de curvas de Hopf onde a matriz J(A4) tem um par
de autovalores puramente imagindrios é definida por X., = {A(ky, k2, c2) = 0}, onde
A(ky, ke, c2) é dada pelo Corolario 2.1.

A intersecao da superficie X., com o plano k; = ky determina a curva C' dada
implicitamente pela equacao N (ki, o) = A(ky, k1, c2) = 0.

Diferenciando implicitamente esta iltima equagao com respeito a ki, obtemos

ON

d02 8_k31 d2C2
29— 22,
by~ W a2

em k; = 0,00035 e co = 650,41463. Logo, a curva C' é um grafico numa vizinhanga
do ponto (k; = 0,00035,co = 650,41463) e tem um méximo local em k; = 0,00035.
Numericamente este maximo é global. Assim, o ponto T' = (k1, k2) = (0,00035, 0,00035)
pertencente a Y., para c; = 650,41463 e, o gradiente de A., em T para c; = 650,41463
é encontrado paralelo ao vetor (—1,1). Ou seja, este gradiente é normal ao plano k; = ks.
Portanto, a curva ., é tangente a reta k; = ko em 7. 0O

Observagao 2.5 Visto que k; depende do parametro co de acordo com a equagao

max

dada pela Observagcao 2.4, o mesmo acontece com a regiao admissivel S = S.,. Para
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co = 650,41463, temos ky,,,. = 0,00338491. Isto é compativel com a posicao de T em
k1 = ko = 0,00035, conforme ilustrado na Figura 2.6.

2.4.5 Conclusoes

Sob condicoes explicitadas na Observagao 2.4, determinamos um unico ponto de
equilibrio A4, com coordenadas positivas, bem como, condi¢oes necessarias e suficientes
para a sua estabilidade de Lyapunov (Teorema 2.4). Porém, essa condi¢ao A > 0, quando
escrita em termos dos parametros é uma funcao racional cujo denominador nao desaparece
e seu numerador é um polinomio de termos muito grandes para ser colocado na impressao,
mas ainda passiveis de célculos numéricos. Por esta razao o tratamento da estabilidade
de A, é assistida por computador. A conclusao deste estudo computacional, feito no
Teorema 2.5, é a existéncia de orbitas periddicas obtidas pela bifurcacao de Hopf, no
lado (de A =0) onde A, é um atrator. Como ly(ky, k2) > 0, V (ky,ks) € 3, mostramos
que a érbita periddica é assintoticamente instavel e, envolve o ponto A4 o qual contém
uma pequena bacia atratora, mostrando que a coexisténcia entre as espécies é duradoura.

Lancando mao da técnica utilizada neste trabalho e da teoria desenvolvida neste
capitulo, no préximo capitulo faremos um estudo de um modelo proposto (por nés) para

a dinamica do virus varicela-zoster.



Capitulo 3
A dinamica do virus varicela-zoster

O virus varicela-zoster é o agente causador da varicela, doenca popularmente co-
nhecida como catapora, e do herpes-zoster (cobreiro). Registros histéricos afirmam que a
varicela foi identificada pela primeira vez pelo cientista persa Abu Bakr Mohammad Za-
kariya al-Razi (865-925) [1]. Tipica da infancia e adolescéncia, é uma doenga endémica no
Brasil, com surtos mais acentuados ocorrendo com uma certa periodicidade ultimamente
e em alguns casos com 6bitos [5]. Como exemplo, no ano de 2003 foram notificados quase
60.000 casos de varicela no estado de Sao Paulo, com um total de 60 6bitos. No mesmo
ano, a Secretaria de Estado da Saide de Sao Paulo incluiu a vacina contra a varicela como
uma das medidas de controle deste agravo em creches [4]. Mesmo com essas medidas de
controle, os surtos continuam acontecendo. Em 2010, até 14 de setembro, s6 no estado
de Sao Paulo registrou-se 10.018 casos de varicela com 15 ébitos [5]. O ritmo acelerado
da vida moderna diminui a qualidade de vida das pessoas e as tornam mais vulneraveis,
contribuindo assim, com um agravo dos casos de varicela em nosso pais. Isso é oneroso
aos cofres publicos, além da perda irreparavel para quem perde a vida.

Nosso questionamento ao estudar a varicela é: sendo o homem o tinico hospedeiro
do virus waricela-zoster, em que se baseia a dinamica desse virus para se fazer presente
por tanto tempo assim na populacao?

Buscando responder a esse questionamento apresentamos nas secoes 3.1 a 3.3 um
estudo mais detalhado de um sistema de EDO’s com cinco equagoes acopladas proposto
por Vieira e Takahashi no trabalho “A Sobrevivéncia do Virus wvaricela-zoster”de 2009,
[15], para modelar a dindmica da varicela acoplada a da herpes-zéster, de uma forma mais
detalhada. A herpes-zoster é uma reativacao da infeccao causada pelo virus varicela-
zoster, que permanece latente no organismo apos a varicela, e pode ser transmitido a
pessoas sadias por uma pessoa com herpes-zdster [3].

Na segao 3.4 propomos uma alteracao no modelo visando torna-lo mais realistico e

52
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na secao 3.5 verificamos a ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf, utilizando as técnicas
do Capitulo 2.

3.1 Apresentacao do modelo

No trabalho de Vieira e Takahashi, [15], é apresentado um estudo da dinamica da
varicela e sua relagao com o herpes-zoster.

Para tal estudo, foi proposto um modelo STR+ IR, baseado na Lei da Acdo das
Massas em epidemiologia (individuos infecciosos estam homogeneamente misturados aos
suscetiveis em toda a populagao) [2], onde a populacao de humanos, N, é constante, di-
vidida cinco em compartimentos, as subpopulagoes, e grande o suficiente para considerar
cada uma das subpopulagoes como uma variavel continua.

As subpopulacoes consideradas foram

S(t) o nimero de pessoas sadias sujeitas a infecgdo caso entre em contato com

alguém infectado, por varicela ou herpes-zéster, no instante de tempo ¢.

e [,(t) o numero de infectados com varicela, por simplificagdo do modelo todos neste
compartimento podem transmitir o virus wvaricela-zoster as pessoas sadias, no in-

stante de tempo t.

e RR,(t) o numero de pessoas que desenvolveram a varicela, foram curadas e adquiri-

ram imunidade permanente a varicela, no instante de tempo .

e [.(t) o numero de pessoas infectadas com herpes-zéster, podendo transmitir o virus

varicela-zoster as pessoas suscetiveis, no instante de tempo ¢.

e RR.(t) o numero de pessoas que desenvolveram herpes-zoster, foram curadas e nao

a desenvoverao novamente, no instante de tempo t.
Assim, a populagao total fica dada por
N = S(t)+ L,(t) + Ry(t) + L.(t) + R.(t),

no instante de tempo ¢t com N constante.

O modelo com dinamica vital considera que
e )\ ¢é a taxa de natalidade;
e 1 ¢ a taxa de mortalidade natural,

e 3 ¢ a taxa de transmissao da doenca pelos infectados com varicela, I,;
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e ¢ ¢é a taxa de transmissao pelos infectados com zoster, I;
e 7, é a taxa de recuperacao da infeccao por varicela;
e 7. é a taxa de recuperacao da infeccao por herpes-zoster;

e o ¢ a taxa em que os individuos da subpopulacao R, desenvolvem a infec¢ao por

herpes-zéster.

Todos os parametros sao positivos e [ > ¢. Mais ainda, f =~ 0,9 de acordo com
Castineiras et al. em [3].
Fazendo A\ = pu, populagao N constante, a dinamica vital é representada pelo

seguinte diagrama de compartimentos

B8SI, I, ’—’i[
#SI.
-
aR,
’Y'uIv ;,LRZ
uRy 1, ‘
E baseado neste diagrama, temos o sistema dinamico
( s
S = - = uN — uS — BSI, — ¢pS1,
, dl,
Iv = dt = _:U’Iv + ﬁSIv + ¢IZS - vaIv
dR,
| Boo= = = —uRot oyl ok, (3.1)
dl
I = - = - Iz RU - z]z
P It plz + g
dR
R, = * = —uR, .
e dt prli, + 7y

Para maiores detalhes na descri¢do do modelo vide trabalho [15].
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A matriz jacobiana do sistema (3.1) em z = (S, I, R,, I, R.) € R5 é dada por

—p—pl, — ol —BS 0 —¢S 0
Bl, + ¢l —p+BS = 0 oS 0
J(z) = 0 Yo —l— 0 0
0 0 « —u—, 0
0 0 0 Yz —p
e admite sempre o autovalor A\s = —p < 0.

Observacao 3.1 Como a populacgao total, N, é constante, uma vez conhecido os valores
de S(t), I,(t), Ry(t) e I.(t) podemos calcular R, como sendo

Rz(t) =N-— S(t) - Iv(t) - Rv(t) - Iz(t)

no instante t. Sendo assim, por simplicidade, podemos desconsiderar a ultima equagao

em (3.1) e trabalhar com o sistema

( dsS
S = - = uN — uS — BSI, — ¢pS1,
, dl,
I, = =0 = —ul,+BSI,+ LS —l,
g iR (3.2)
R, = dtv = —uR, + I, — aR,
dI
/ _ z - _ _
\ I, = 7 ul, +aR, —v.1,.

3.2 Analise qualitativa do modelo

3.2.1 Os pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio de (3.2) sao solugoes do sistema

uN —uS — BSI, —¢pSI, = 0
—ply + BSL, — yly + 9IS = 0
—puRy +wly —aR, = 0

—pl. +aR, =, = 0

(3.3)

Lema 3.1 O sistema (3.2) admite como pontos de equilibrio Qo = (N,0,0,0) e

le(S*,I:;, e

CV‘)/U I*)

pta (pt ) (pt+a) )’

R (UN/S" — 1)
. (Lt L. (p =

S =1 I”_—A

Py

A=F+ (1 +7)(p+a)
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Prova:
Verificamos facilmente a existéncia do ponto de equilibrio Qg = (N, 0, 0,0), chamado
o ponto de equilibrio trivial, ou seja, populacao livre da doenga e assim do virus.
Suponhamos agora a existéncia de infecciosos com varicela na populacao, isto é,
que exista um valor I > 0 (S* < N). Dai, resolvendo a terceira equagao de (3.3) para

R,, temos

* ’yv *
R = I 3.4
T (34

Substituindo (3.4) na quarta equacao de (3.3), e resolvendo para I,, obtemos

Ay %

I = I 3.5
PESAITERD &

Agora substituindo (3.5) na segunda equagao de (3.3), temos

P
—pu+BS — v+ S)I;=0. 3.6
( (e +7:) (1 + @) 30
Mas, como I > 0, temos

S* e+ ) > 0. (3.7)

B (bo/ (i +72) (1 + )

Substituindo agora os valores de (3.5) e (3.7) na primeira equacao de (3.3), obtemos
I (uN/S* — )

b B (Pave/ (At E) (ke +a))

Deste modo, o tnico ponto de equilibrio nao trivial do sistema (3.3), é Q1 cujas

(3.8)

coordenadas sao dadas pelas equagoes (3.7), (3.8), (3.4), e (3.5). 0

Note que, a unica condicao exigida para que este ponto tenha todas as suas coor-

denadas nao negativas é S* < N.

3.2.2 Anadlise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Estudaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.2) a partir da

analise das raizes da autoequagao
det(J(x) — AI) =0, (3.9)

onde [ é a matriz identidade 4 x 4 e J(z) é a matriz jacobiana do sistema (3.2) em
r=(9,1,,R,,I,) € R* dada por

= /BI’U - ¢Iz _BS 0 _¢S
Jo) = Bl,+¢l.  —p+BS—7y 0O S |
0 Yo B 0

0 0 a K=
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onde N ¢é considerada constante.

Alguns parametros do modelo mateméatico sao considerados fixos, a saber, u— a
taxa de mortalidade natural (expectativa de vida do homem); v, — a taxa de recuperacao
da infecgao por varicela; v,— a taxa de recuperagao da infeccao por herpes-zoster; a— a
taxa em que os individuos da subpopulacao R, desenvolvem a infeccao por herpes-zoster.

Por outro lado, dos parametros f— a taxa de transmissao da doenga pelos infecciosos
com varicela, I,,, aos sadios, S, e ¢— a taxa de transmissao pelos infecciosos com zdster,
I,, aos sadios, S, sabemos apenas que /5 é bem maior que ¢ e, 5= 0,9 [3].

Sendo assim, para a prova assistida por computador, usaremos os valores de pa-
rametros dados na Tabela 3.1 para reduzir o nimero de varidveis ficando apenas [ e ¢

variando.

Tabela 3.1: Parametros especificos extraidos de [15]. Vale ressaltar que u, «, 7., 7.
possuem dimensdo de tempo dia '

po | o |

b [ 4 4

TIx360 | 50x360 | 7 | 21

Lembremos que um polinomio p é sela n — g se p tem n raizes com partes reais
negativas e ¢ raizes com partes reais positivas. Um ponto de equilibrio é chamado sela

n — q se o polinomio caracteristico da matriz jacobiana do sistema ¢é sela n — gq.

Lema 3.2 Seja p = X3 + as)\? + a1\ + ag um polinémio com coeficientes reais. Se a; e

ag sao negativos entao p é uma sela 2 — 1.

Prova:

Como o coeficiente dominante de p é positivo e p(0) = ay < 0 existe b > 0 tal que
p(b) = 0. Sejam by, by € C as outras duas raizes de p. Como —bbi1by = ag < 0 segue que
biby > 0. Além disso, b(by +b2) +b1bs = a3 < 0, 0 que mostra que by +by < 0. Logo, se by
e by sd0 reais entdo by < 0 e by < 0 e se by e by ndo sdo reais entdao by = by e by + by = 2a,

sendo a a parte real de by, concluindo a demonstracao. 0O

Teorema 3.1 O equilibrio QQy é uma sela 3 — 1.

Prova:
Substituindo as coordenadas do ponto @y na equagao (3.9), obtemos como equagao

caracteristica

p=(u+A)p1=0
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onde p; = A% + as\? + a1\ + ay,

ayg = (M+’7U—BN)(M+(X)(M+’}/Z)—Oé’}/vng, €
ar = (p+7 = BN)2u+ o +7:) + (14 7) (1 + 7).
Como o tamanho da populagao é suficientemente grande, em relacao aos parametros

considerados e  ~ 0,9, [3], segue que ay < 0 e a; < 0. Pelo Lema 3.2, p; é sela 2 — 1 e,

portanto, p é sela 3 — 1.

O

Teorema 3.2 Considerando os valores da Tabela 3.1, o ponto de equilibrio Q)1 € assin-

toticamente estdvel.

Prova:
Substituindo o ponto Q1 = (S*, I, R:, I¥), na equacao (3.9), obtemos
A4 D3 A3 4+ oA + b\ + by = 0,
onde
b3 = 4N+a+7v+7z+6]:+¢]; _/BS*J
by = (Cu+oa+7)2u+ 6L+l +v—BS)+ (n+a)(p+7:)
+(p+ BL + OI) (1 + 70 — BS™) + BS™(BI) + ¢1I7),
* * + v A_ﬂ
o= utata) [(ub ) (35 + or) + HEF A0
+Hp+ @)+ v:)(n + BL + SI7),
bo = (n+a)(p+7)(p+7:)(BL + ¢I7).
Como

(1 +7)(A—5)
A Y
e A > 3, segue que, by > 0 e pu+ vy, — BS* > 0. Dai, by,b3 > 0. Logo, b; > 0,i =

M+VU_BS*:

0,...,3. Utilizando o software Mathematica [16] e os valores de parametros da Tabela 3.1
mostramos que G = G(8,¢) = bsbaby — b2 —bob? > 0, para todos os pares (3, ¢) € B, onde
B é a regiao no primeiro quadrante do plano f¢ acima da reta com inclinacao negativa,
sobre a qual, S* = N. Ou seja, a regiao onde o ponto (); tem todas as coordenadas
nao negativas, vide Figura 3.1. Assim, a conclusao da prova segue do Corolario 1.1 do

Capitulo 1. 0
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o 0,14\

=

Figura 3.1: Utilizando o software Mathematica [16] e os valores de parametros da Tabela
3.1 temos G = G(B,¢) = bzbyby — b¥ — byb3 > 0, para todos os pares (3,¢) € B, onde
B é a regiao no primeiro quadrante do plano f¢ acima da reta com inclinagao negativa,
sobre a qual, S* = N. Ou seja, a regiao onde o ponto (); tem todas as coordenadas nao

negativas.

A Figura 3.2 (extraida de [15] e) obtida por simulagbes numéricas usando o pacote
Ode23 do software Matlab. Foram utilizados, os valores da Tabela 3.1 convertidos para a
escala de tempo 71 anos, B = 0,899, ¢ = 9,99 x 107° ¢ N = 1, ou seja, na regiao acima
da reta onde S* = N.

Na Figura 3.2 temos surtos peridédicos de varicela, descritos pelas oscilagoes da po-
pulacao de infecciosos por varicela, I, convergindo para um valor nao nulo, como era de
se esperar uma vez que mostramos que o ponto de equilibrio @ (o trivial) é sela e Q1 (o
nao trivial) é assintoticamente estéavel. Estes pulsos da populagao de infecciosos é tipico
em sistemas que descrevem epidemias, vide referéncias em [15] e, no caso da varicela,
os dados estatisticos também mostram tal oscilacao!. Note que, de acordo com esta
simulagao, temos o estabelecimento da doenca, ou seja, ela sempre estard presente nesta
populagao, nao tao forte como no seu surgimento, mas periodicamente teremos surtos de
varicela, que no caso estda em torno de um periodo de 4 anos o que esta de acordo com a
literatura (surtos mais intensos a cada 4 anos), até chegarmos a uma quantidade limiar,
que pode ser calculada por meio da expressao do ponto ();. Lembremos em 2003 foram
60.000 casos e em 2010 até 14 de setembro foram 10.018 casos.

Thttp: //www.cve.saude.sp.gov.br /htm/resp/vari_tab.htm (02/11/2010)
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Figura 3.2: Surtos periédicos de varicela, descritos pelas oscilagoes da populacao de in-
fecciosos por varicela, I, (I,—curva que oscila), e presenca da subpopulacao de infecciosos
zoster, I, (I,—curva que inicia em 1 e termina entre 0 e 1), responsavel por causar tais

surtos. Foram utilizados os valores da Tabela 3.1 convertidos para a escala de tempo 71
anos, 8 =0,899, ¢ =9,99 x 107°, N = 1.

Na secao abaixo descrevemos a situagao sem a presenca do zoster.

3.3 Se nao tivesse o herpes-zoster (cobreiro)

Destacamos agora que se desconsiderarmos o zéster, o sistema (3.1) se reduz ao

modelo STR acrescido das taxas de mortalidade e natalidade, como segue

( s
I
I = ‘iit” = —ul, + BSI, — 7, (3.10)
dR,
\ R, = i —uR, + v, 1L,

Neste caso temos

Py=(N,0,0) e P :<“+% p(BN — =) %(BN—M—%)>

g7 Blutw T Bletw)

pontos de equilibrio deste sistema, ambos com entradas nao negativas.

Sendo N constante a matriz jacobiana do sistema (3.10) em x = (S, I, R,) € R? é
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dada por
—p— B, —BS 0
J(x) = Bl,  —p—v+pBS 0
0 Yo —H

Em x = P ela admite \j3 = —p < 0e Ay = —p+ BN — 7, > 0 como autovalores,

portanto, Py é ponto de sela.

Em x = P, ela admite \3 = —p < 0 como autovalor e ainda as duas outras raizes
de

N = (=2u+ B(S" = I) = w)A + (—p = BL) (—p + BS" — ) + B2S™L; = 0,
ou seja,

Ay, = (20 BT L) — ) i\/ (—2p+ B(S* = 13) — 1)? —4A

onde A = (—p — BI;)(—p + BS* —7,) + 525*15-

Observando que

pBN
S*—1I") =2 v —
B( o) =20+ o

e BS*=p+,

v

podemos escrever,

2
HON (“5N> — 432571
o+ Yo M+ Yo

’ 2

2
\/<“5N)—452S*I:: < N
Yy M+ Yo

nao é possivel ter uma raiz real positiva para a equacao. Sendo assim, ou teremos

Como

A2 €R, A2 <0 ou teremos Re(A2) < 0. Portanto, P, ¢é assintoticamente estével.

As Figuras 3.3 e 3.4 foram extraidas do artigo [15], obtidas por simulag¢oes numéricas
usando o pacote Ode23 do software Matlab com os valores da Tabela 3.1 e § = 0,899 e
N =1, mas com a escala de tempo 71 anos.

Assim, pela simulagao cujos resultados sao exibidos nas Figuras 3.3 e 3.4, a varicela
se espalha rapidamente e consegue infectar praticamente toda a populacao, mas com o
passar do tempo, a renovagao pela mortalidade e natalidade, a subpopulacao de suscetiveis
cresce e chega a sua capacidade suporte, enquanto que a de infecciosos e removidos di-
minuem até a extingao, ou seja, depois que a doenca se espalha causando a epidemia o

virus “morre” com a subpopulacao de removidos. Mas, sabemos que isso nao é real, pois
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Figura 3.3: No inicio com o surgimento
de infecciosos na populacao, original-
mente suscetivel, a subpopulagao de I,
cresce rapidamente seguida pela sub-
populagao de removidos, R,, enquanto
que a suscetiveis, S, cai. Simulacao com
dados da Tabela 3.1, # =0,899, N =1,
escala de tempo 71 anos e condicao ini-
cial: (S,1,, R,) = (0,99, 0,01, 0).
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Figura 3.4: Apds a epidemia provocada
pelo surgimento de infecciosos na po-
pulacao, a subpopulagao de suscetiveis,
S, se recupera chegando a sua capaci-
dade maxima enquanto que a de infec-
ciosos e removidos cai até a extingao,
mostrando assim, que sem o zoéster nao
terfamos mais varicela. Simulacao com
dados da Tabela 3.1,  =0,899, N =1,
escala de tempo 71 anos e condicao ini-
cial: (S,1,,R,) = (0,99, 0,01, 0).

todos os anos ocorrem surtos de varicela, principalmente no inverno, em nosso pais, vide

referéncias de [15]. Assim, nao devemos desconsiderar o zdster.

Até agora s6 tivemos pontos de equilibrio hiperbdlicos e, sendo assim nao temos

bifurcacao.

3.4 Modelo com suporte em I,

Ressaltamos que no modelo apresentado na Segao 3.1, sistema de EDO’s (3.1), a
varicela surge numa populacao saudavel permitindo que a subpopulacao de infectados I,
cresca podendo até mesmo ser toda a populacao de humanos em questao. No entanto, de
acordo com a literatura, o que temos sao pequenos surtos de varicela todos os anos e um
nimero pequeno de pessoas com herpes-zoster [15]. Observa-se também que a medida
que as subpopulacoes [, e I, aumentam a “rotina”da populacao muda, ela toma atitudes
para se conter a propagacao da doenca (crescimento de I,,) como, por exemplo, isolar as

pessoas infecciosas, com varicela e, ou, com herpes-zoéster. Temos ainda o uso, em pessoas
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infectadas, de imunoglobulina especifica para a varicela (VZIG) e a vacinacao, estas sao
praticas que além de evitar a infeccao podem atenuar as manifestacoes da doenca, e
consequentemente que estas pessoas venham a desenvolver a herpes-zdster [3], isto na
dinamica pode ser descrito pela remocao de individuos em I, para R.. Temos também
que ném todos os individuos da subpopulacao I, serao capazes de desenvolver a herpes-
zoster. Assim, propomos alteragoes no modelo (3.1), visando inserir parte das informagoes

acima, consequentemente obtemos uma descricao mais realistica para a dinamica da

2 2
varicela. Para isso inserimos os termos —5— e —¢S—= na dindmica da subpopulacao I,
C Co

1
segunda equagao do sistema (3.1), que representam a saida dos individuos de I,, que nao

serao capazes de desenvolver o herpes-zoster e os inserimos na dinamica da subpopulacao
2 2

R., acrescentando os termos +(3S-% e +¢S—= —, na quinta equagao do sistema (3.1), e
c1

mantemos todas as demais hlpoteses e parametros Obtemos, desta forma, o modelo

( ds
) I 1
I o= v = _ I R 1— )1
v dt (1 + )Ly + BS( Cl)v+¢s( 02)2
dR,
R, = ' = —pR,+7l,—aR, (3.11)
dl
dR, 12 I?
Rlz = = —pR.+7.1 + BS— + ¢S—=,
\ dt C1 Co

onde ¢ e ¢y sao os suportes populacionais de I, e I, respectivamente, na dinamica da
subpopulacao I,,, que dependem de caracteristicas da populagao.
Por uma observagao analoga a Observagao (3.1) da Segao 3.1 deste Capitulo,

podemos trabalhar com o sistema

g = B o - 8) - psI, - oSL.

dI, I, I
dt 1 C2

dR,
R, = el —uR, + v, 1, — aR,

drl,
]; = dt = —ul, +aR, —7.1I..

(3.12)
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3.5 Analise qualitativa do modelo com suporte

3.5.1 Os pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema (3.12) sao as solugoes do sistema

(

W(N —S) = BSI, —$SI, = 0
L, I,

0+ B8 - ), 50— By = o
1 2

_,LLRU + P)/U[U — aRv = O

0

(3.13)
\ —ul, + aR, — v, 1, =
Lema 3.3 O sistema (3.12) admite como pontos de equilibrio Qo = (N,0,0,0) e
A ’YU aryy
Q - S*7 ‘[’:7 ‘[,:7 R’)Lk} - <S*7 I’:? ‘[’:7 I’Z> )
1= ) pto " () (e + o)
" 5 (A
+ 7,) A+ uN (— - ;) .
S*_(lu ,}/) s C1 ¢C2 I*_M(N_S)SA_/B—F ¢a’7®
N A — B)? T *A N '
Azﬂb(ﬁJr( 5)) S (1 +7:)(n+ )
1 ¢Co
Prova:

O ponto Qp = (N,0,0,0) € R, é uma solugao, chamado ponto de equilibrio
trivial deste sistema, ou seja, populacao livre da doenca.

Suponhamos agora a existéncia de infecciosos com varicela na populagao, isto é,
que exista um valor I} > 0. Dai, resolvendo a terceira equacao de (3.13) para R, temos

R* — ,Y’U I*

v (M+a) v* (314)

Substituindo (3.14) na quarta equagao de (3.13), e resolvendo para I,, obtemos

Yy
I = I’ (3.15)
(1 +7:) (1 + )

Agora substituindo (3.15) na segunda equagao de (3.13), obtemos

A— 2

onde

Py
A= .
Bt (o4 7:) (1 + )

Substituindo agora os valores de (3.15) na primeira equagao de (3.13), segue que

]*_M(N—S).

= (3.17)
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E finalmente substituindo (3.17) em (3.16) e resolvendo para S, resulta

(b +7)A+ pN (ﬁ + M)

o= e ﬁ)fa? i
a2 )
1 Pco
Deste modo, o tinico ponto de equilibrio nao trivial do sistema (3.13) é Q.
O

3.5.2 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Estudamos a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.12) a partir da

analise das raizes da autoequagao
det(J(x) — AI) =0, (3.19)

onde / é a matriz identidade 4 x 4 e J(z) é a matriz jacobiana do sistema (3.12) em
x=(9,1,, Ry, I,) € R* dada por

K 611) - ¢]z _55 0 _¢S
BA=+o(1 =)L —(uty) +8SA=F) 0 ¢S(1-%F)
J([E) — 1 2 1 2
0 Yo —(/L—FO./) 0
0 0 a —(n+1)

Para o ponto Qu = (N,0,0,0) na autoequacio (3.19) estamos nas condigdes do
Teorema 3.1, Segao 3.2. Logo, Qo = (N,0,0,0) é uma sela 3 — 1.
Substituindo em (3.19) o ponto Q; = (S*, I R, I*), obtemos a seguinte equagao

caracteristica

M4 da\ + A2+ di )+ dy = 0,
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onde

ds = Ap+ o+, +7.+BL + oI — ST (1 - Zb),

dy = (4 a)(u+.)+ (u+ B+ L)+ v, — BS* (1 — 22)) 4+ B28*(1 — &)1}
+BOS (1 — VI + (2u+ o+ 72) 2u + BI + I + 7 — BS*(1 — 22)),

d = —a7$S* (1—22)+ (2u+a+ %)(525*( = >I* g BoS (1 —&)I7)
+(2p 4o+ %)(u + B+ OI7) (n+ 7 — BS*(1 - 22))
+(p+ ) (p+72)2u+ BL + ¢ + v — 55*( ),

dy = an@S Bl — I+ 91— Eyrr + 255 (1~ ﬁ)(u + BI7)]
+(p+ ) (e +72) (0 + BLy + cbf;‘)(wr% BS*(1— 2y
)

e+ o) (i + ) (828" (1 — 2)I; + BS* (1 — £)I7).
(3.20)

Queremos saber se d; > 0, ¢ = 0,1, 2,3 em alguma regiao onde faca sentido estudar
a dinamica da doenca, ou seja, onde as coordenadas do ponto @ sdo nao negativas
(S* < N). Como as expressoes de d;, i = 0,1,2,3 nao sao facilmente manipuldveis,
tomamos valores euristicos para c; e co, consideramos a Tabela3.1e 0 < ¢ < 3, 3 =0,9,
vide subsecdo 3.2.2. Assim escrevemos d; = d;(8,¢), i = 0,1,2,3, como fungdes das
variaveis [ e ¢, no primeiro quadrante do plano B¢, nas proximidades de 5 = 0,9 e,
desta forma estudamos os sinais dos mesmos.

Na Tabela 3.2 admitimos que se tenha até 1% da populagao infectada com varicela

num instante de tempo ¢ e até 0,01% com herpes-zdster num instante de tempo t.

Tabela 3.2: Parametros especificos dados na Tabela 3.1 e valores euristicos de ¢; e cs.
N \ u \ o \ Yo | Vs
100.000 | Lo | L& 102N [ 10N

71><360 ‘ 50360 7

C1 ‘ Co

Utilizando o software Mathematica [16] plotamos d; = d;(5,¢), i = 0,1,2,3, nas
proximidades de = 0,9 vide Figura 3.5. Observamos que o unico deles a trocar de sinal
perto de § = 0,9 é d;. Definimos assim, um subconjunto no primeiro quadrante do plano
B¢ no qual o ponto @Q; estd definido e, neste conjunto, temos ferramentas para detectar

inclusive a ocorréncia de uma possivel bifurcacao de Hopf.

Definigao 3.1 U = {(8,¢) € R%0,8 < 8 < 0,98 e di(B,¢9) > 0,1 = 0,1,2,3,4}

denominamos o conjunto de parametros admissiveis.



Analise qualitativa do modelo com suporte 67

Aq)

0,247 / _______________

0,202 477

08 0,98 [3

Figura 3.5: Nesta figura o conjunto U de parametros admissiveis é delimitado por ¢ =
0, B =0,8 [ =0,98 e acima por d; = 0 pois, este é o Unico a mudar de sinal perto
de 8 = 0,9. Simulacao utilizando os parametros da Tabela 3.2 e utilizando o software
Mathematica [16] para plotar d; = d;(8, ¢), i = 0,1,2,3, nas proximidades de 5 = 0, 9.

Note que, na Figura 3.5, nao aparece a reta com inclinagao negativa, sobre a qual,

S* = N. Isto se deve ao fato de tal reta passar abaixo do cojunto U.

Teorema 3.3 Sejam (5, ¢) € U, F = dsdyd, — di* — ds*dy, e os parametros da Tabela

3.2. Se F > 0, entdo Q; € assintoticamente estdvel. Se F < 0, entdo Q; € instdvel.

Prova:
Como (B,¢) € U e os parametros sao da Tabela 3.2, temos d; > 0, i = 0, 1,2, 3.
Sendo a equacgdo caracteristica para Q; de quarto grau, a prova segue do Corolario 1.1

do Capitulo 1. O

Respondemos, assim, o que ocorre quando F' # 0 em U, mas, se I' = 0, o que
ocorre? Para responder esta pergunta lancamos mao da Teoria de Bifurcacoes. No que

segue, descrevemos a existéncia de uma bifurcacao de Hopf para o caso F' = 0.

3.5.3 Condicao de Hopf

Como vimos na subse¢ao 3.5.2, a matriz jacobiana do sistema (3.12) calculada no

ponto Q; = (S*, I*, R, I*), tem como equagao caracteristica de quarto grau

M4 A3 + do X+ di\+dy = 0,

cujos coeficientes sao dados pela equagao (3.20).

Logo, a curva 3 = F~1(0) separa a regiao U de tal modo que U = U, UX UU_ e,
para (f3,¢) € ¥, a matriz jacobiana do sistema (3.12) calculada em @ possuird um par
de autovalores puramente imaginarios e nao possui outros autovalores criticos. Ou seja,

a curva ¥ = F~1(0) é uma curva de Hopf [7].
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X
4B=0...-
0,247 L U+ ......
//\\\’_F%(O)
0,202
U_
0,8 | [;

Figura 3.6: A curva ¥ = F~1(0) divide U de modo que U = U, UXUU_. Para (83, ¢) € %,
a matriz jacobiana do sistema (3.12) calculada em Q1 possuird um par de autovalores
puramente imaginarios. Utilizamos o software Mathematica [16] com os parametros da
Tabela 3.2.

Pelo Lema 1.1 do Capitulo 1 sabemos que os pontos da forma @Q; = Ql(ﬁ,¢),
(B, ¢) € X, sao pontos de Hopf. Porém, nao temos garantia se haverd formacao de ciclo
limite nas proximidades de Q; e, muito menos, se este serd ou nao estavel.

Nosso modelo em estudo, sistema (3.11), tem dimensao maior que dois. Logo, para
a analise de seus pontos de Hopf, utilizamos as ferramentas da Secao 2.3 do Capitulo 2.

No que segue determinamos as expressoes a serem utilizadas na implementacao
computacional do calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov. Se este resultar diferente
de zero em Q1 pela simples observacao do seu sinal teremos a resposta sobre a formagcao

e a estabilidade (ou instabilidade) do ciclo limite que bifurca.

3.5.4 Calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov

Lembremos inicialmente que, na deducao da expressao do primeiro coeficiente de

Lyapunov, o ponto de equilibrio foi considerado na origem. Mas, podemos escrever o
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sistema (3.12) como segue

S’ uN —u 0 0 0 S
N U I e R 0 0 I,
: 0 0 Vo —(p+a) 0 R,
! 0 0 0 o —(u+12) I,
—pBSIL, — ¢SI,
850 - 1, 1+ o500 - By
+ c1 Co = f(z), x=(S,I,R,, I,)€R".
0
0

Para analisar o ponto #* = Q1 = (S*, I*, R*, I*), escrevemos

) TU? v T2

IT=x—x" = (S,fU,Rvafz>a

onde 3
S = §5-=-5
I, = I,-1I
R, = R,— R
I, = L —1I.
Assim, transladando o sistema para analisd-lo na origem, obtemos
g ~ B3I, - 051
~
I, - (%)
- = f(z*) + J(z")(2) + ,
Yy f@®) + J(@")(7) 0
I 0
onde
- i . N AU
(%) = —E(ZSLJI;k + S*LJQ) — E(QSIZIJ + S*I:) +8S(1——)I,+oS(1 ——=)L,.
C1 Ca C1 Ca

Por simplicidade de notacao, vamos escrever x em vez de . Como z* é ponto de
equilibrio do sistema (3.12), segue que f(z*) = 0 e nosso sistema transladado acima
assume a forma

¥ = Az + F(x), (3.21)
onde x = (S,I,,R,, I.) e R, A=J(z%)e

_/BS[U - (bS[z
Pasrz 5012y~ L@SLI + 5°12) + 5501 - )1, + g5 - )L
F({E) = C1 v v Co # # C1 Co
0

0
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Para os autovetores envolvidos na expressao do primeiro coeficiente de Lyapunov,
sendo ¢ = (w1, 9, 23,74) € C* 0 autovetor associado ao autovalor iwy e escrevendo a

equacao vetorial Aq = iwyq, temos

(—p— BIF — @IF)xy — S*xy — pS* 2y iwoT1
Aq = (**) = Z:w(]x2 s
Yoo — (1 + @)x3 WoT3
axrs — (p =+ 7v.)xa WoTa
onde
I3\ 17| . 21 . 217
() = (B(1 = L)1 +6(0 = E)T2)o + (=t 70) + 8571 = 20+ 0570 - 2o

Como ¢ é um autovetor, podemos tomar qualquer multiplo de ¢ na equacao vetorial

acima. Por simplicidade, facamos x4, = 1. Assim, as componentes de ¢ sao dadas por

_BST(p+ o+ iwo) (1 + s +iwn) — ST ay

T = ;

! ayy(p+ I + oI +iwp)
R (e + o+ dw) (1 + 72 + iwp)

2 Ve )

o (p e+ o)
Ty = )
a

Ty = 1.

Analogamente, sendo p = (y1, y2, y3,y4) € C* 0 autovetor associado a —iwy e resol-

vendo a equacao vetorial A'p = —iwgp, temos

2I7 Z.WO_:U’_/YZ
= 1—-—= + s,
. < C2 )y2 PS*

Qan, Wy — b — Y,
Y +5(0/~L7)

_ iWo — jt — ¢
2= oI ST
—BS* 1 — —(p+v)+ 651 + iwp
Co &1
. (83
Y3 = —iwo + p+a’
ys = L

No lema abaixo apresentamos as fungoes multilineares envolvidas na expressao do

primeiro coeficiente de Lyapunov.
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Lema 3.4 As funcgoes multilineares B(z,y) e C(x,y,2), z,y,z € RY para o sistema
(3.21) sao dadas por

—B(z1y2 + T2y1) — A(T1Ys + T4y1)

BQ(x>y)
B(z,y) = ;
0
0
onde
281 201 201* 205*
By(x,y) = < b +5) ($1y2+$2y1)+( ¢ +¢> (T1Ystx491)— fvbyz— QZ T4Ys
1 2
e
0
—— (21220 + Toy122 + VoY1) — — (T1Yaza + Ty 24 + T4Ys21)
C(z,y,2) = c1 Ca
0
0
Prova:
Em z = (S, I,, Ry, I,) as fungoes B e C sao dadas por
—28S1, — 2051,
281 I* 2 205*
2( b +@)51U+2( 2013 ¢) Bl o _ 205" 13
B(z,z) = 1 C2
e
0
655]2 6¢S.72
Cz,z,x) = Co
0
0

Logo, satisfazem a féormula

1 1

P@) =

Da Secao 2.3 do Capitulo 2, calculamos as coordenadas das fungoes B e C' pelas féormulas

4
0 F;
Bi(z,y) =) <§>) T 1=1,2,3.4;
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(z,v, Ty, ©=1,2,3,4.
Aol ;1 3@85;{8& )5_ 7o
Para calcular By(z,y), por exemplo, tomamos F(S, I, R,,I,) = —8SI, — ¢SI,, e

fazemos

G =Bl —oL. Gt =-PS ars =0 o = —0S
8 (OFL\ _ 8 (OF\ _ o (OF\ _ d (OFL\ _
35(5¢) =0 slar) =8  35(g)=0 (50 =—9¢
o (OF1\ _ 9 (OF1\ _ 8 (OF1y _ 8 (OF\ _
a_h(a_sl>__5 8IU(8IUI>_O 81v<8Ri>_0 BIU(BI:)_O
8 (OFy _ 8 (OFy _ o (OFL\ _ o (ORI _
ar; (55) =0 o (o) =0 amer) =0 5 (GE) =0
8 (OF1\ _ 8 (OF1\ _ 9 (OFL\ _ a (OF1\ _
8_12(8_51) = =9 E(a_li) =0 alz(aRi) =0 E(a_lzl> = 0.

Logo

Bi(z,y) = O0my  —pfriye +021y3 —oz1ys

—Bxoyr +0x2y2  +0x2ys  +0x2y4
+0z3y1  +0x3y2 +0x3ys +0z3y4
—¢rayy +H0zaye +0z4ys +0z4ys = —B(x1y2 + 22y1) — ¢(21ys + Tav1)-

De modo anélogo, calculamos BZ(xvy)v B3<l’,y), B4(‘T7 y)7 01(1'72% 2)7 OQ(xu Y, Z)a

Cs(x,y, 2) e Cy(z,y, z), 0 que completa a nossa prova. 0O

Deste modo, calculamos todas as componentes envolvidas na expressao do primeiro

coeficiente de Lyapunov transcrita abaixo
L = 2_10Re<p, C(q,4,9) + B(q, (2iwel — A)7'B(q,q)) —2B(q,A"'B(q,7))).  (3.22)

Nosso objetivo é saber o sinal de [; sobre a curva ¥, vide Figura 3.6, pois, de acordo
com o Capitulo 2, se I; for diferente de zero em Q;, pela simples observacio do seu sinal
teremos a resposta sobre a formacao e a estabilidade (ou instabilidade) do ciclo limite que
bifurca. Mas, devido ao tamanho das expressoes envolvidas na expressao de [, essa tarefa
é algebricamente dificil. Assim, lancamos mao de ajuda computacional na determinacao
do sinal de l; sobre a curva .

Utilizando os dados da Tabela 3.2 escrevemos l; = 11(5,¢), (8,¢) € U. Dai, uti-
lizando o software Mathematica [16], observamos que a curva l1(f3,¢) = 0 nao intercepta
a curva X em U, ou seja, [1(3,¢) # 0, V(5,¢) € XNU. Logo, de acordo com os resultados
do Capitulo 2, V(5,¢) € &, Q1(8,¢) é ponto de Hopf de codimensio um.

A seguir apresentamos alguns valores de Q1, M, Ao, Az4 € 1, calculados em pontos

(6,¢) € %.
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B=0,8 ¢=0,19951718654675932
Q1 = (0,308825, 11,0072, 16608,3, 19,3604)
A = —12,5692, Ay = —0, 0483587, Ag4 = %0, 00578159i
I, = 434,012

B =0,85; ¢ =0,21198720270066
Q= (0,290659, 11,0072, 16608,3, 19,3604)
A1 = —13,361, Ay = —0,0483584, 34 = £0,00578027:
[y = 444,744

B=0,9; ¢=0,2244572183962516
Q1 = (0,274511, 11,0072, 16608, 3, 19,3604)
AL = —14,1528, Ay = —0,0483581, g4 = £0, 0057791
l; = 455,931

B=0,95 ¢ =0,23692723370637003
Q1 = (0,260063, 11,0072, 16608, 3, 19,3604)
AL = —14,9446, Ay = —0,0483578, g4 = &0, 00577805
I, = 467,567

B =0,98; ¢=0,24440924273211337
Q1 = (0,252102, 11,0072, 16608, 3, 19,3604)
A= —15,519, Ay = —0,0483576, Ag4 = %0, 00577747i
I, = 474,763

Note que, [1(5,¢) > 0 em todos os pontos calculados. Ha evidéncias que indicam
ser [1(B3,¢) > 0, V(B,¢) € X. De acordo com os resultados do Capitulo 2, ha formagao
de uma 6rbita periédica instével para (3, ¢) € U_ préximos a X, de tal modo, a envolver
por uma pequena bacia atratora, o ponto Q1, sendo Q; um atrator local.

Na deducao da expressao de [;, na Secao 2.2 do Capitulo 2, usamos que a parte real
de

AB,¢) = u(B,¢) £iw(B, ¢), (B,¢)€X

intersecta o eixo imaginario do plano complexo com alguma inclinagao nao vertical, ou

seja, usamos que 5 5
H M
95 s #0 e 96 |5 # 0.

Em outras palavras, usamos que a curva de Hopf, X, é transversal.
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A seguir, apresentamos as expressoes envolvidas nos calculos computacionais da

condicao de transversalidade como na Secao 2.3 do Capitulo 2.

3.5.5 Condicao de transversalidade

Queremos saber se a parte real de

AB,¢) = u(B,¢) £iw(B,0), (B,¢)eU

intersecta o eixo imaginario do plano complexo com alguma inclinacao nao vertical. Mas,
pelo Lema 2.12 do Capitulo 2, devemos saber se as derivadas parciais sao sempre diferentes
de zero em X.

Mostremos, por exemplo, que

o
95 s # 0.
Do Lema 2.12 do Capitulo 2, resulta que
TL(8.6) = (0(5.6), 55 A3, Da(5.0).

Tomando a matriz A do sistema transladado (3.21), mantendo a dependéncia

A = A(B, ¢) e derivando com relagao a f temos

_5A(ﬁ ) =
(5T~ oI1) S-S0 oS
9p 9p Ip
B0+ -Lor) s a-20) 0 esa-2E)
0 0 0 0
0 0 0 0

Utilizando o software Mathematica [16], com os valores da Tabela 3.2, verificamos

que o nivel zero de

22(8,6) = (B, 0), —A(ﬂ ¢)a(8,¢)), (B,¢) €U

6 9p

0
a—g(ﬂ,gb) = 0 nao intercepta a curva ¥. Em outras palavras, para (8,¢) € &

temos sempre

ou seja,

Bk (ﬁ ®) # 0 como queriamos.

0
De modo analogo, mostramos também que %(ﬁ, ¢) # 0 em X. Logo, a curva de

Hopf, ¥, definida anteriormente em U é transversal.
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o Op
Tabela 3.3: Alguns valores de — e — em (f3,¢) € %.

op _9¢
o o
g ¢ 95 96
0,8 | 0,19951718654675932 || —0, 167696 | 0,670563
0,85 || 0,21198720270066 —0, 157747 || 0,630884

0,9 | 0,2244572183962516 | —0,148913 | 0,595638
0,95 || 0,23692723370637003 || —0,141016 || 0,564123
0,98 | 0,24440924273211337 || —0, 136667 | 0,546765

o Ou
Acompanhe na Tabela 3.3 os valores de 8_6 e 3_¢ para alguns pares (3, ¢) € X.
Resumidamente, de acordo com o Capitulo 2, para o sistema (3.12), escrevemos:
e Para todo (3, ¢) € ¥, o ponto de equilibrio do sistema (3.12), Q1(5, ¢), é um ponto

de Hopf.

e Neste ponto de Hopf, Q; (B, @), a variedade central bidimensional estd bem definida,
e é invariante sob o fluxo gerado por (3.12) e pode ser estendida suavemente a valores

dos parametros numa vizinhanca deste ponto.
e Este ponto de Hopf, Ql(ﬁ, ¢), é transversal.

e Numa vizinhanca deste ponto de Hopf transversal, Ql(ﬁ, ®), li(B,¢) > 0, o com-
portamento do sistema dinamico (3.12), reduzido a familia parametro-dependente
da variedade central, é orbitalmente topologicamente equivalente a forma normal
complexa

w' = dw + Lawlw|?,
weC, A=p+iw.
e Como [4(f,¢) > 0 uma familia de 6rbitas periddicas instédvel pode ser encontrada

e, esta familia de orbitas periddicas, pode ser diminuida ao ponto de equilibrio no

ponto de Hopf.

As principais rotinas do software Mathematica utilizadas nas demonstragoes numéricas
deste Capitulo sao apresentadas nos anexos I, IT e III deste trabalho.
3.6 Conclusao

Refizemos a anélise de estabilidade dos equilibrios do modelo matematico descrito

pelo sistema apresentado por Vieira e Takahashi, em [15]. Em seguida propomos uma
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alteragao no modelo em [15] considerando o fato de que nem todas as pessoas infectadas,
com varicela, irao desenvolver a herpes-zoster.

Assim, estudamos trés situagoes diferentes para o modelo da varicela, sistema (3.1)
da Secao 3.1. Num primeiro momento, estudamos o modelo sem considerar suporte nas
subpopulagoes e, neste caso, o ponto de equilibrio nao trivial (de coexisténcia) é sempre
um atrator. Num segundo momento, desconsiderando o herpes-zoster, vimos que a po-
pulacao de humanos fica livre do virus. E, por dltimo, estudamos um modelo da varicela
com a presenca de suporte na dinamica da subpopulacao de infectados por varicela, I,,.
Neste caso, devido ao grande ntumero de parametros envolvidos e a complexidade das
expressoes, em grande parte das demonstragoes utilizamos o software Mathematica [16]
com parametros fixados pela Tabela 3.2. Nas simulacoes consideramos trés tamanhos de
populagao, N, de humanos: pequena (N = 10.000), média (N = 100.000) e grande (N =
1.000.000). As contas apresentadas aqui como exemplo foram feitas usando a populagao
média. Estudamos apenas um pequeno pedago da curva F' = 0 nas proximidades de

B =0,9. Definimos o conjunto de parametros admissiveis e, constatamos:

e Se (B,¢) € U_, entdo Q1(53, ¢) 6 um atrator local.
e Existe uma vizinhanca V de X tal que

a) (B,0) e Ve =VNU; = Qi(3,¢) é uma sela 2 — 2.
b) (B,¢) e V.=V NU- = Q.(B,¢) é um atrator local e ha formacao de ciclo

limite instavel.

Este ciclo limite envolve o ponto de equilibrio com coordenadas positivas, )1, por
uma pequena bacia atratora, mostrando assim, que a persisténcia de infecciosos com

varicela na populacao de humanos ¢ duradoura.



Capitulo 4
Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos a dinamica da varicela na populagao humana, onde
os principais trabalhos utilizados foram os artigos: “A sobrevivéncia do virus varicela-
zoster”de Vieira e Takahashi, 2009, [15] e “Bifurcation analysis of a model for biological
control”de Sotomayor et al., 2008, [14], e o livro “Elements of Applied Bifurcation The-
ory”de Kuznetsov, 2004, [7].

Refizemos a anélise do modelo do artigo [15] e obtivemos resultados mais gerais
como, por exemplo, a determinacao de uma regiao no plano S¢, onde o ponto de equilibrio
nao trivial é estavel.

Ao prosseguirmos com o estudo da dinamica da varicela vimos que as subpopulacoes
de infectados por varicela, I,, e os infectados por zoster, I, nao podiam crescer muito.
Assim, propomos um novo modelo descrito pelo sistema dinamico (3.11), onde ¢; e ¢y
sao os suportes populacionais de I, e I, respectivamente, na dinamica da subpopulagao
I,. Neste novo modelo ao realizarmos o seu estudo qualitativo verificamos que o ponto
de equilibrio trivial, que corresponde a populacao livre da doenca, se mantinha como no
artigo [15], ou seja, instavel. No entanto, o ponto de equilibrio nao trivial que corresponde
ao estabelecimento da varicela, coexisténcia, era nao hiperbdlico sobre > C U, onde U é o
conjunto de parametros admissiveis no plano f¢. Pudemos entao determinar que, com os
valores dos parametros no plano ¢, abaixo de ¥, o ponto nao trivial é assintoticamente
estdavel, enquanto que acima de ¥, em uma vizinhanga de ¥, ele é uma sela 2 — 2 [11].
Para os parametros sobre a curva X este ponto foi entao analisado a luz da secao 2.3
e Kuznetsov [7]. E assim, verificamos que nele as condigoes de ndo-degenerescéncia,
vide subsecao 3.5.4, e de transversalidade, vide subsecao 3.5.5, sao satisfeitas. Portanto,
segundo a teoria desenvolvida, secao 2.3, hé formacao de ébitas periddicas para (3, ¢) €
U_ NV, V uma vizinhanca de 3, envolvendo o equilibrio nao-trivial, Ql(ﬂ, ¢), por uma

pequena bacia atratora. Assim, vemos que nestas condigoes a coexisténcia é duradoura.
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Desta forma, caso nao haja interferéncia nesta dinamica como, por exemplo, vaci-

nacao, a populacao nao se vera livre da varicela.

4.1 Trabalhos futuros

Algumas sugestoes para o desenvolvimento de novos trabalhos nesta linha, sao:

e considerar também as taxas de mortalidade por varicela e zdéster no modelo com

suporte populacional;
e exibir as orbitas peridédicas garantidas pela bifurcagao de Hopf;
e analisar as implicacoes biolégicas das regioes do plano ¢ onde F < 0 e d; < 0;

e justificar que [1(5,¢) > 0, V(8,¢) € X.
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Anexo I - Notebook do Software Mathematica

utilizado na prova do Teorema 3.2.

<< GraphicsImplicitPlot
Context[$]
System

Parametros: u=y,;v=";c=a;k=06;k'=¢;S;L=1,;R=R,;; M =1I,.

_1
u=3z
-1
V=31
1
€ = 50%360
_ 1
H = 71360
Sistema de EDOQO'’s:

fIS,LLR,M]|=p—puxS—k«S*xL—k'«S«M
2S,LLR M|=—pxL+k«S*«L—uxL+kxSxM
f3[S,L,R,M]:=—puxR+uxL—c*R

fAS,LLR ,M]=—p*xM+cxR—vxM

Equilibrio Q; :

"

—B —K
_ (ptw) _ (ptw)
k! xcxu kT xcxu
Q1 = (utu) b Gr o (uta k+ Gt v)s(uta) . U
- k' xcxu 9 k' xcxu ’ k' xcxu +c?
k+(#+ﬂi*ly+c5 k+iﬂ+vi*ht+85 k+(#+ﬂi*ly+ci ®

—p
_ (ptw)
k+ k/xcxu
(p+v)*(u+o) * U*xC y -
k rory (uto)x(utv) (1

k+f#+ﬂ5*(n+c5

Matriz jacobiana:

A[{S_, L, R, M.}Y]:={{—kL — p — MK, —kS,0,—Sk'} , {kL + MK, kS — u — p,0, SK'},
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{0,u,—c — p,0},{0,0,¢c,—v — u}}
Polinoémio caracteristico:

A, {S.,L_,R_,M_}|:=Det[A[{S, L, R, M }] — X * IdentityMatrix[4]]
ccli, {S_,L_,R_, M_}]:=Coefficient[p[\, {S, L, R, M }], \, i

Simplify[A[Q1]];

Polinémio caracteristico em Q1:

Simplify[p[A, Q1];
Simplify[cc[0, Q1]];
Simplify[cc[1, Q1]];
Simplify[cc[2, Q1]];
Simplify[cc[3, QL]];
Simplify[cc[4, Q1]];

Condi¢ao de Routh — Hurwitz:
G = Simplify[—cc[1, Q1]*2 + cc[3, Q1] * cc[2, Q1] * cc[1, Q1] — cc[0, Q1] * cc[3, Q1]*2]

(227277573188776215920038352575729345264907013%*

(—185243477589793673 + 1295026004382225066k + 29918478567348000k2) +
1169252121312245191987288503607%>
(—33151688275426963594690770781985822+231163768078747727945621150795211003k+

8890151925827032734887500419021600k2 + 61372912985081606626781837760000k3) k' +
80460899227412205111325991k(—3389087942126241466185580764560250136229 +
35586309997789861180087227437612187047640k +
795760695165940019695580794952805792000
k2%—3921729139746714663451359432864000000k3)(kﬁQ—%990650554217735218741062360
(1282413563518425680541724981060069663 +
7634358158653506559586916957466131942120k +
162436689126228875140530366926461056000k +
746996026618421840657401796736000000%3)
(kﬁg—k1202493300331155101392090879296000(4919302194247620875326075684864847—%
153011997147624867753004067824400k + 811811018321185272841029600000%2)
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(K')* 4 1177320325136275349553182364105523200000
(67669127588520140296543417 4 583365204312435522306000k) (') +
201336019252260519872498293410102619611243891667255296000000000 (k')°) /
(231829915292198823604008914953699408858230269760000000000

(1031767k + 1814760%")")

Plotagem do nivel zero de G e da reta sobre a qual S = N :

ImplicitPlot [{G == 0, 25379186889, _ 1031767 , | —= k'}, {k,0,0.2},

{k’,0.00000000000000001, 0.2}]
0.08¢
0.06

0. 04 ¢

0.02+

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0. 14

—Graphics—

Reduce|G == 0&&K' > 0&&k > 0.1428962665, k']
Reduce::ratnz : Reduce was unable to solve the system with inexact coefficients.
The answer was obtained by solving a corresponding

exact system and numericizing the result. More. ..
False

Plotagem em 3D de G no primeiro quadrante do plano 3¢ = kk' :

Plot3D|

(227277573188776215920038352575729345264907013k*
(—185243477589793673 + 1295026004382225066k + 29918478567348000k2) +
1169252121312245191987288503607k2
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8890151925827032734887500419021600%2 + 61372912985081606626781837760000k3) k'+
80460899227412205111325991k

(—3389087942126241466185580764560250136229+
35586309997789861180087227437612187047640k+
795760695165940019695580794952805792000k2+
39217291397467146634513594328640000003)

(K')? + 990650554217735218741062360
(1282413563518425680541724981060069663+
7634358158653506559586916957466131942120k+
162436689126228875140530366926461056000k2-+
746996026618421840657401796736000000k3)

(K')® + 1202493300331155101392090879296000
(4919302194247620875326075684864847 + 153011997147624867753004067824400k+
811811018321185272841029600000k2) (k')* +
1177320325136275349553182364105523200000

(67669127588520140296543417 + 583365204312435522306000k) (k')° +
201336019252260519872498293410102619611243891667255296000000000 (k')°) /
(231829915292198823604008914953699408858230269760000000000

(1031767k + 1814760k")*) ,

{k,0,5000}, {¥',0.00000000000000001, 2000}, Mesh — False, FaceGrids — All,



—Surface Graphics—
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Anexo II - Notebook do Software Mathematica
utilizado no calculo do primeiro coeficiente

de Lyapunov.

<< GraphicsImplicitPlot
Context[$]
System

Parametros: v, = u, v, =v, B =k, ¢ = k',cl = suporte de L, c2 = suporte de M,
P = populagao total, S = pop. suscetivel, L=1,, R=R,, M = 1I,.

u= %,
V=g
_ 1
@ = 50+360
r= 71*1360
P =10"5
cl1=001xP
c2 =0.0001 % P
Sistema de EDO’s.

flIS,LLR ,M]:=pxP—puxS—kxS*xL—k'xSxM

f2[S, LR, M]=—(p+u)*L+k*S*(1-L)xL+k+xSx(1-X%)«xM
f3[S,LLR,M]=—(p+a)*xR+uxL

fAS ,LLR ,M]=—(u+v)* M+ax*R

Equilibrio Q1 = Q; :

k u2a2k’ uak’/ 2 ’
u(&+ 2(otm)2(atm)? )+ (k+ st

2
k u2alk! k'
(( (&+ —02(v+u)2(a+u)2) + (k+ Grsts) )

(_u ut w)((——z—z)u(mﬁ)))) /

k 2 2 1Y K’
Ql = { Pu(a-'_c?(v-:n;lﬁ (at+p)? )+(u+p. ) (k+ (v+';:‘)1(a+u))

n(&+ apity) (st
((& + aormsitmm) (Pr (& + apmsimms) + @+ (k+ st )
ol c2(v+u)2(a+u)2 K (o+p)2(atp)? K )t ) ) )

2
2k' uak'
( (“ + amer) + (k+ o) )
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—u—p+

u2a2k/

(k+ st ) (P& + sy )+t (st )
w(&+ s )+ (et

k u2ak’ k u?ak! Ty
(@ +m) (& + armstey) (Pr (& + aviamtmy) + @+ (k+ oty )
2
k u2a?k’ _ uak!
uo (ﬂ (a + c2(v+u)2(a+y)2) + (k + (v+u)(a+u))

(_“ —p+ ( +W‘°‘*")) (P”(cl ' c2(v+n)72(';+u)2)+(“+") (k"' Zv+:°5('ff+"5)) ) ) /

u2a2k/ uak!
”(cl t 2t atn)? )+(’“+ eTm)

w2a2k!
(0 +ma+n) (% + apistar)

k w22k’ .
(P K (_1 + S et (a+,,)5) +utn) (k + (v+_#)(a+#)))) } ’

Matriz jacobiana:

A[{S,L,R_ M.}:=

{{—kL — p — MK, —kS, 0, —SK'},

{(kL(1-5)+M(1-Y)K, -S4+ k(1-L)S—u—p,0,S(1-
{0,u,—a — u,0},{0,0,, —v — p}}

)k’— MSk’},

c2 c2

Polinémio caracteristico:

A, {S.,L_,R_,M_}|:=Det[A[{S, L, R, M }] — X * IdentityMatrix[4]]
celi, {S_,L_,R_, M_}]:=Coefficient[p[\, {S, L, R, M }], A, i

Simplify[A[Q1]];

Polinémio caracteristico em Q1:

Simplify[p[\, Q1]];
Simplify[cc[0, Q1]];
Simplify[cc[1, QL]];
Simplify[cc[2, Q1]];
Simplify[cc[3, Q1]];
Simplify[cc[4, Q1]];

Condicao de Hopf: F =¥ = A~1(0) :
F = Simplify[—cc[1, Q1]*2 + cc[3, Q1] * cc[2, Q1] * cc[1, Q1] — cc[0, Q1] * cc[3, Q1]*2];

Componentes do autovetor q:
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x]l =
. . 2 2,/ ’
k(v i%w0) (at-ptisw0) (Pu(§+ﬁ,m) +utw) (b+ sk )
- & 22257 K \2 -
K ( at c2(v:#;}2 (a+p)? )+ (k+ GFW @R

2 2
uak’ (P © (ck_1+ Btn)? (':wz,+y)? ) +Hutp) (k+ (v+:‘)l(5+u) ))
w2a2k! ’

n(&+ St )+ (et rtsts)
(ua
(1 + 1 % w0+

2
u2 2kl k!
(k (ll’ (cl + c2(v+u)§(a+u)§) + (k + (v+zl)1(a+;4)) )

2,/ uak!
—u—pu+ ( +W(a+n)) (P K (°1;°§‘”+y)7(ﬁ+n)2)+(u+”) (k+2 GG ))
l‘(cl c2(v+#)2(l:!+ﬂ)2 )+(k+ ("+Za5{‘c’+"5 )
w2a2k! k u2a2k’ —uak
(( c2(v+ﬂ)2(a+n)2) (PM (a + c2(v+p)2(a+#)2) +(u+tp) (k + (”"‘P)("‘H‘)))) +
2
w2a2k’ k'
(uak’ ( W) + (k + (v+::;x(a+lt))

( w—p+ (-+ ) (P “(cl*ﬁﬂﬁﬁf)“"*“)(k““%)))) /

l‘(:ﬁ + c2(v+z)_22(’:tl+ll-)2 )+(k+ Zv+::ai{z+nj )
2 2kl
(('U + p)(a + ) (cl c2(v+u)2(a+#)2)
o2k uak’ .
( ( _c2(v+u)_2(a+u)2) +(u+p) (k t ruam) ) ) ) )) ’

X2 — (v+p+ixw0) (a+p+isw0)
= v ;

<3 = x4(v+;;+i*w02;
x4 =1,

Autovetor q:

q = {x1,x2,x3,x4};

Autovetor gb = \bar ¢ :

gb = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate|q]], k € Reals&&k’ € Reals&&
w0 € Reals&&k > 0&&K' > 0&&w0 > 0]];

Autovetor p:
Simplify[Transpose[A[Q1]].{y1,y2,y3, y4} + I * w0 * {y1,y2,y3, y4}];

Componentes do autovetor p:
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. 2,2,/ K
(—v—y+z*w0)( (& + st )+ (o) )

1=
y2 i (P# ( el’ 02(v+;‘:)22(’¢ztl+lt)2 ) +utp) (k+ Zv+:as i’Zﬂti ))
y

2
k u2a0?k’ ___uak!
(1 - (2ua (u (& + amsimm) + (b + oristerm) )
( +W(a+u)) (P“ (01 ' c2(v+u)_22(';+u)2)+(u+u ) (k+ﬁ5TlJ)) ) ) /

+

—u—p+

u2a2k’ uak’ 2
H ( at c2(v+p)2(atp)2 ) + (k+ (v+p)(atp)

u2a2 ’
(02(v +p)(a+ p) (ﬁ + W)

k u2a?k’ uak’ .
(P a (_1 + @t (a+u)§) +utn) (k + (v+_#)(a+#))))) ’

y2 = (—a—:fl-i*wo + k(_v_lls:l;'-i*wm) /
(—u—p+i*wld+

k u2a?k’ uak’
(k (Pr (& + amimsir) + @t n) (k+ Grters))
1 9 k w2a?k’ k uak’ 2
- © (a + c2(v+#)5(a+u)5) + ( + (v+#)(a+u))

(_'u, —p+ ( +W(”+“)) (P“(“ °2<v+M)72(5+n)2)+(“+“) (k+ Zv+:aii'f+"5)) ) ) /

202k *!
w(&+ amrier) H(H erst)
2 14
(C]‘ (cl + c2('v+[.t)§(a+/1)5 )

(p,,( + amitey) + et (k+ )/

2
2 2k' 1%
( b+ ) + (k+ o) ) -

2 2 k' k'
( ( c2(v+u)2(a+u)2) + (u +p ) (k + (v+:s¥(a+ﬂ)))
2 2 U /
(—u u+ +z”+ "5(°‘+ﬂ)) (P “(cl ' c2(v+#)2(';+#)2) (utn) (k+2z”+"5{:‘+"5)) ) ) /

2
o2k uak’
1-— (2ua (p, -+ W) + (k + _(v+”)(a+#))
w(&+ o)t oot
o2k!
(C2(’U + ll') (a + ll') (a c2(v+u)2(12z+#)2)

k w22k’ uak’
(Pu (& + ariitrr) + t ) (k+ msts)))) /

2
2 2kl mkl .
(" (& + et ) + (+ erstem) )) ’

4o

y3 = a+p—ixw0 )

yd=1;
Autovetor p:

p={yl,y2,y3,y4};
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Autovetor pb = \bar p:

pb = Simplify[Refine|ComplexExpand[Conjugate[p]], k € Reals&&k’ € Reals&&
w0 € Reals&&k > 0&&k' > 0&&w0 > 0]];

Fator de normalizacao:

rb = Simplify[1/(pb.q)];

Autovetor normalizado pb = \bar p :
pb = Simplify[rb * pb];

Matriz Al = Inversa de A :

AI = Simplify[Inverse[A[Q1]]];

Matriz D2 =i % 2% w0 * I :
D2 = I % 2 x w0 * IdentityMatrix[4];
Matriz DA = D2 — A[Q1] :
DA = Simplify[D2 — A[Q1]];

Matriz DAI = (2% i*xw0* [ — A)* —1:
DAI = Inverse[DA];

Fungéo b = Blz,y] :
b[{ul_,u2_,u3_,ud_},{vl_, v2_v3_ v4_ }]:=

{—k(u2vl + ulv2) — (udvl + ulv4)x’,
’ k w202k’ uak’
2udv4k (P“(E"' ¢:2(v+p.)2(m+;4)2 )+(u+l"') (k+ (v+p)(atp) ))

u2a2k/ uak’! 2
2(n( &+ Grrasemne ) arstn) )
2
k u2a?k’ _ uak’
(2ku2v2 (# (a + W) + (k + (v+#)(a+#)) )
uak’ 4+ u?o2k! z—ﬂ—yua !
(k+m(’;+u)) (P” (fl ' c2(v+u)_2(’;+#)2)+(u+p) (k+ - ’;-H‘ )) ) )/

—u—p+

k u2a2k’ uak! 2
”(cl t Bt atm? )+(’“+ (¥ atn)

k u2a2k’!
(C]' (a + c2(v+p)2(a+u)2)
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k u2a?k’ uak’
(Pu (& + amtee) + (ot ) (k4 st ) ) +
(u2vl + ulv2)

(= (2 (o (3 + i) + (k+ i) )

) (o)

st ) (Pr(E+ gt )+t (b ot
(_u —u+ (k+ ot +::)()( n(& 2c§$+y)7(a+p)2)+ urk) (k+ ot +u)))))/

U 2
e c2(v+ﬂ)2(a+n)2)+(k+ )

Fu)(etr)
k 2 2k'
(C1 (a + 02(0:#;1;(0-'_#)2)
k 2 2kl
(Pu (c_l + U

kl
Tty ) + ) (k+ e )))) +
(udvl + ulv4)

2
202k uak’
(kl - (2'U,Ozkl ( (cl + c2(v+p.) (a+u) ) + (k + (‘U-I-_) )

) (o)

(_“ —p+ ( +W(“+")) (P“(“ °2<v+M)72(’;+n)2)+(“+“) (k+ Zv+:aii'f+"5)) ) ) /

(& + gty ) o st )

Gty (atn)
w22k’
(2w +m(a+n) (& + sty

(P (& + msitmm) + @) (k+ i) ) ) ) 0.0}
Fungéo ¢ = Clz,y, 2] :
c[{ul_,u2_,u3_,ud_},{vl_,v2_,v3_,vd },{wl w2 w3_ wi }]:=

—2xk
{O’ cl
2xk’
c2

* (Ul *v2*x w2+ u2* vl * w2+ u2*v2xwl)—

* (Ul x v2x w2+ u2* vl * w2 + u2*v2* wl),0,0};

Vetor complexo hl1l:
h11 = —AlLb[g, qb];
Vetor complexo h20:

h20 = DALb[q, g|;
Nimero complexo 111:
111 = pb.b[q, h11];

Parte real do niimero complexo 111:

dans = Denominator|ans];

nans = Numerator[ans];
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cc = Simplify[Expand[Re[dans]]];
aa = Simplify[Expand[Re[nans]||;
bb = Simplify[Expand[Im[nans]]];
dd = Simplify[Expand[Re[dans]]];
Numero complexo 112:
112 = pb.b[gb, h20];
Parte real do niimero complexo 112:

anss = Simplify[112];
danss = Denominator[anss];

nanss = Numerator[anss];

g = Simplify[Expand[Re[danss]]];

aa = Simplify[Expand[Re[nanss]||;

Bb = Simplify[Expand|Im[nanss]||;

dd = Simplify|[Expand[Im[danss||];

(*realll2 = (realnanssrealdanss + imnamssimdanss)/(realdanss”2 + imdanss”2); *)
Nimero complexo G211:

G211 = pb.c[q, g, qb];

Parte real do niimero complexo G211:

ansss = Simplify[G211];
dansss = Denominator[ansss];

nansss = Numerator|ansss];
vg7y = Simplify[Expand[Re[dansss]]];

aaa = Simplify[Expand[Re[nanss]|];
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BbB = Simplify[Expand[Im[nanss]]];
ddé = Simplify[Expand[Im[dansss]|];
Numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov 11:

11 = 2 % (aa* cc + bb x dd) * (vg"2 + §d"2) * (ygy"2 + 6d6"2)+
(ce2 + dd”2) * (aa * yg + b * 6d) * (ygy 2 + 6d6*2)+
(vgy * aaa + BbB * 4dd) * (vg"2 + 6d"2) * (cc2 + dd"2);

Simplificacao do numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov 11:
11 = Simplify[l1];
Valor de wO:

w0 =
Simplify|
\/ii
(V/ (= (cle2kp(u + p)(v + p)(a + p) (= (kP —u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/
(c2k(v + p)(a + p)2(Pp + cl(u + p)) + clua(Puop + c2(u + p)(v + p)(a + p))k') +
(Pp (c2k(kP — u — p)p(v + p)* (e + p)*+
ua(2c2kPu(v + p)(a + p) + cl(uap(—kP +u + p) + c2k(u + p) (v + p) (o + p)))k'+
clc2ua®(u + ) (K')?))/
(c2k(v + p)(a + p)2(Pp + cl(u + p)) + clua(Puop + ¢2(u + p)(v + p)(a + p))kK') —
(—a—p) (u+2p — (cle2kpu(v + p)(a + p) (—(kP —u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/
(c2k(v + p)?*(a + p)*(Pp + cl(u + p)) + clua(Puop + ¢2(u + p) (v + p)(a + p))K') —
(clc2uapk’ (—(kP — u — p)(v + p)(a + p) — Puak'))/
(c2k(v + p)(a + p)2(Pp + cl(u + p)) + clua(Puop + ¢2(u + p)(v + p)(a + p))kK') —
(c2kp(v + p) (o + p) (—(kP —u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/
(c2k(clk + p)(v + p)*(a + p)? + clua(uap + 2c2k(v + p)(a + p))k'+
clc2u?a? (k')%) —
(k (c2(clk + p)(u + p) (v + ) (o + p)? + ua
(—c2Pp(v + p)(a + p) + c1(Puap + c2(u + p) (v + p)(a + p)))K'))/
(c2k(clk + p)(v + p)*(a + p)? + clua(uap + 2c2k(v + p)(a + p))K'+
clc2u?a? (K)%)) +
(—v—p) (—v—a—3p+ (cle2kp(v + p)(a + p) (—(kP — u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/
(c2k(v + p)*(a + p)*(Pp+ el(u + ) + clua(Puap + c2(u + p)(v + p)(a + p))k') +
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(clc2uapk’ (—(kP — u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/

(c2k(v + p) (o + p)*(Pp + cl(u + p)) + clua(Pucp + c2(u + p)(v + p) (o + p))k') +
(c2kp(v + p)(a+ p) (—(kP —u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/

(c2k(clk + p)(v + p)?(a + p)? + clua(uap + 2c2k(v + p)(a + p))k'+

clc2u?a? (K')%) +

(k (c2(clk + p)(u + p) (v + p)?(a + p)? + ua

(—=c2Pp(v + p)(a + p) + cl(Puap + c2(u + p) (v + p)(a + p)))K'))/

(c2k(clk + p)(v + p)?(a + p)? + clua(uap + 2¢2k(v + p)(a + p))K'+

cle2u?a? (k')%)) —

(v (4 (—=(kP — u — p)(v + p)(a + p) — Puok’) +

((cle2kp(u+ p)(v+ p)(a + p) (—(kP —u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/
(c2k(v + p)*(e + p)*(Pp + cl(u + p)) + clua(Puap + c2(u + p) (v + p) (e + p))
k') — (Pp (c2k(kP — u — p)p(v + p)?(a + p)*+
ua(2c2kPp(v + p)(a + p) + cl(uap(—kP + v+ p)+

c2k(u + p) (v + p) (@ + p)¥ + cle2u?o?(u + ) (K)?)) /

(c2k(v + p)*(e + p)*(Pp + cl(u + p)) + clua(Puap + c2(u + p) (v + p) (e + p))
)+ (—a—p)(u+2u — (cle2kp(v + p)(a + p)

(—(kP —u—p)(v + p)(a + p) — Puak’))/

(c2k(v + p)?(a + p)?(Pp + cl(u + p))+

clua(Puap + c2(u + p)(v + p)(a + p))k') —

(clc2uapk’ (—(kP — u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/

(c2k(v + p)?(a + p)?(Pp + cl(u+ p))+

clua(Puap + c2(u + p)(v + p)(a + p))K) -

(c2kp(v + p)(a + p) (— (kP —u — p)(v + p)(e + p) — Puak’))/

(c2k(clk + p)(v + p)*(a + p)? + clua(uap + 2c2k(v + p)(a + p))K'+

clc2u?a? (K')%) — (k (c2(clk + p)(u + p) (v + p)?(a + p)>+

ua(—c2Pu(v + p)(a + p) + cl(Puap + c2(u + p)(v + p)(a + un)))k'))/
(c2k(clk + p)(v + p)?(a + p)? + clua(uap + 2c2k(v + p)(a + p))K'+

clc2u?a? (k)%)) — (—v — p)

(—u—a—3u+ (cle2kp(v + p)(a+ p) (— (kP —u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/
(c2k(v + p)?(a + p)?(Pp + cl(u + p))+

clua(Puap + c2(u + p)(v + p)(a + p))k') +

(clc2uapk’ (—(kP — u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/

(c2k(v + p)?(a + p)?(Pp + cl(u+ p))+

clua(Puap + c2(u + p)(v + p)(a + p)k) +

(c2kp(v + p)(a+ p) (—(kP —u — p)(v + p)(a + p) — Puak’))/
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(c2k(clk + p)(v + p)*(a + p)? + clua(uap + 2c2k(v + p)(a + p))K'+

clc2u?a? (k')%) + (k (c2(clk + p)(u + p) (v + p)?(a + p)>+

ua(—c2Ppu(v + p)(a + p) + cl(Puop + c2(u + p)(v + p)(a + 1)))k'))/

(c2k(clk + p)(v + p)?(a + p)? + clua(uap + 2¢2k(v + p) (o + p))k'+
ctcia? ®7)))))] s

Curvasy = A71(0) ell =0:

ImplicitPlot[{F == 0,11 == 0}, {k, 0.8,0.98}, {¥,0.1,0.3}]

0.24 |
0.23 |
0.22 |

0.21

0. 825 0. 85 0. 875 0.9 0. 925

—Graphics—
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Anexo III - Notebook do Software Mathematica

utilizado no calculo da condicao de transver-
. 0

salidade ﬁ.

<< GraphicsImplicitPlot

Context[$]
System

B=kl; ¢=k2.
u= %

v= %

= 50*1360

r= 71*1360

P =10"5
cl=001%P
c2 =10.0001 %« P
Sistema de EDOQ'’s :

fIS,LLR ,M]:=p*xP—puxS—klxSxL—-k2xSxM

f2[S, LR ,M]=—(p+u)*L+kl+S*(1-L)xL+k2xSx(1—- )« M
f3[S,LL,LR,M]:=—(p+a)*xR+uxL

fAS,LLR ,M]=—(p+v)*M+ax*R

Equilibrio Q1 = Q; :

K1 k2u2a? kK2ua
Pu( S+ Gt )+t (k14 Gty

o

k1 k2u2a2 k2 2
© (H+ c2(v+#1)‘2 E’mﬂt)2 )+(k1+ (vtp 5uZ:+p5 )
2
k1 k2u2a? k2ua
( (" (4 + ey + (kL + ) )
k2 Kl k2u2a? k2
(k1+ ey ) (Pu (S + Bt (ot p)? ) ki) (114 ) ) ) /

“(%+ 02(0-0157:)‘22?:+u)2 ) +(k1+ iv+];25uZ:+u5 )2
k1 k2u20? k1 k2u20? k2
(4 + aeitm) (Pu (4 + amditny) + @+ m (M + 5e25))

2
k1 k2u2a? K2
(u (“ (c_l + 02(v+u)2zﬂr+u)"‘) + (kl + (v+ﬂ)1(£::+ﬂ))

—u—p+
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Cw—pt (k1+z—v+1;2u:+“-)(Pp(%+ﬁ;m)+(u+u)(kl+zﬁ‘:—ﬂ; )) ) /

#(%.’- 02(vﬁ')‘22(a:+ﬂ)5 ) +(k1+ io+];§25"2:+u5 )2
k1 k2u?a? k1 k2u2a? k2ua
((a + 1) (H + c2(v+u)2(a+u)2) (P [ (H + c2(v+u)2(a+u)2) + (u+p) (kl + (v+ﬂ)(a+u)))) )
2
k1 k2u2a? k2ua
ua (“ (4 + ammy) + (K+ Gstems)

(k+ iBte s ) (Pu( 8+ ke )+t (K+ ite s )) ) ) /

—u—p+ % k2u2a? k2ua 2
K ( cl " c2(vtp)2(atp)2 ) +(k1+ (v+u)(atp)

k1 k2u20?
((v +p)(a+p) (—1 + WW)

k1 K2u2a? K2 )
(Pu (4 + actistere) + ot w (K + Geees))) )
Matriz jacobiana:

A[{S, L, R, M_}|:={{—k1L — k2M — u,—k1S,0, —k2S},
{(kiIL1-%)+keM (1 - M), -KLS 4 k1 (1- L) S —u—p,0,—2MS k2 (1 - 4) S},
{0,u,—a — p,0},{0,0,, —v — p}}

Polinoémio carcteristico:

A, {S.,L_,R_,M_}|:=Det[A[{S, L, R, M }] — X * IdentityMatrix[4]]
ccli, {S_,L_,R_, M_}]:=Coefficient[p[\, {S, L, R, M }], A, ]

Simplify[A[Q1]];

Polinémio e seus coeficientes em Q1:

Simplify[p[), Q1]];
Simplify[cc[0, Q1]];
Simplify[cc[1, Q1]];
Simplify[cc[2, QL]];
Simplify[cc[3, Q1]];
Simplify[cc[4, Q1]];

Condicao F:
F = Simplify[—cc[1, Q1]*2 + cc[3, Q1] * cc[2, Q1] * cc[1, Q1] — cc[0, Q1] * cc[3, Q1]*2];
Componentes do autovetor q :

xl =
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_ aua(Pu(E+ gt ) ot (1 Griee))
n(H+ o) Hi adtens)

k2 k2 N N
k1 (Pu(a+mm)+(u+u) (11 o2 )(v+p+w0)(a+p+w0)) /

k1 k2u2a2 k2ua 2
K (H+ 2(v+p)2(atp)2 ) + (k1+ @Fu)(atn) )

(ua

2
kl k2u2a?
(“ + ( ( 4+ ) + (K + G )

k2u k2u2a? k2u.
(_“ pw+ (+ radtery) (Pu(8+ Gty )+ ot (K araters )))/

k1 k2u2a? 2 2
(G e )+l e

el c2(vt+p)2(atn)?

kl k2u?a? k2u2a? — T
(2+ W) (Pu (8 + aiasitmae) + @tm) (KL+ grgiers) ) ) +
2
k2u2 2
(k2ua ( c2(v+14)2(a+14)2) (kl + (v+#)(a+ﬂ)) )

2 2
(_ . (kl+m)(f’ “(c1*cz(.,l‘f,—')'ﬁaﬂp)‘f(“ﬂ)(k”m ))) /

“(%4- 02(”:2')‘22?3_'—#)2 ) +(k1+ iv+l;25uZ:+y5 )
2.2
(0+m@+w (8 +amieay)
k1l k2u2a? k2 . .
(P Z (c_l + —c2(v+u1;2z=z+u)2) +(u+p) (kl + _(v+u)t(‘3+u)))) + ""0)) ;

X2 = (whrtiwO)(atution).
ux

4 .
x3 = X (v+5+1w0);

x4 =1;

Autovetor q:

q = {x1,x2,x3,x4};
Componentes do autovetor p:

yl =
y2

2
k1 k2u2a? _ Xéua
(1 - (2ua (ﬂ (a + W) (kl + (v+#)(a+u)) )

2,2
upt (z_mﬂ_i)((—m?—f)()(z—uﬂ—s)))) /

(S gty ) o)
(02(v +u)(a+p) (—1 %)
k1 k2u2a?
(P K (H + c2(v+l£)§(a+p.)§) + (u+p) (kl + m)))) +

(u(s+ c2(vfi')‘7 o) (k1 St )) (co—pinn).
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_ ((Kl(—v—ptiw0) ua
y2= ( &t —a—u+iwo) /
(—u—p+

k1l k2u2a?
(kl (P“ (H + 02(v+u1)‘§zx+u)§) (u+p) (kl + (v+l£)(a+p,)))
2
k1 k2 2.2
(1 - (2 (u (c_l + c2(v+;:)‘2€lll+lt)2) (kl + (v+/t)(a+u)) )
(11+ corteay) (P (K + e )+ 0ot (414 bt ))) /

“(%+ 02(0-0157:)‘22&1#)2 ) +(k1+ iv+];25uZ:+u5 )2
1 k2u2 2
(C ( c2(v+u)2(a+u)2)
k1l k2u20? k2ua
(Pu (4 + amditie) + wtn) (M + o))/
2
2 2 k2ua
(“( + ey + (K4 Gt ) -
k k2u2a?
(k2 (Pu (4 + amisiee) + (utm) (K1 + ey ))
2
k2'u2 2
(1 2ua (“ 4+ ) + (K + mres) >
(—u u+ (o+ e ) (Pu(+ cz(uﬁ')‘:?:w)?)+(“+“)(kl+ﬁ2ﬁ3—w$)) ) ) /

“(Cl -+ c2(v-llfi1)‘2?a2+#)2 ) +(k1+(v+l;2)%)2
2 2
(20 +m(a+m) (4 + 5252 s)
k1 k2u2a?
(P Iz (c_l + —cz(v+n1)‘2ffx+m2) +(u+p) (kl + _(v+#)(a+u))))))/

Kkl k2u2a? . .
(“ (c_l + c2(v+u1)‘2ax+u)2) + (kl + (v+u)1(Lg+u)) ) + sz) ?

—u—p+

— _ yia .
y3 = a+p—irw0’?

yvd=1;
Autovetor p:
p={yLy2,y3,y4}
Autovetor pb = \bar p :
pb = Conjugate[p|;

d ’
Derivada = mA[kl,k2] =A

Dl- Pp.(c2k1/,z(u+p‘)2 (a+p)2+cl (k2u.2oz2 pc2(k2ua+kl (v+u)(a+p))? ) )
c2k1 Pp(v+p)?(a+p)?+cl(k2Pu?a? pt+c2(utp) (vHp) (otp) (k2ua+kl(v+p)(a+p))
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)
k].] , D [_ c2(v+p)(atp)
k1l k2u2a2 k2ua 2
”’(H-'- 2(v+p)2(atp)? )+(kl+ @Fu)(atn) )
[ k2 (kl (u +put glg ) + k2ua(Puaptc(utp)(vip)(atp))
[+
- k1l
b b

k1 (k1 (utp+Be +k2ua(Pua#+c2(u+u)(v-i;n)(aﬂt))
(it ) ),kl ,0,

c2(v+p)2(a+p)?

k1 k2u2a2 k2ua 2
n (5 o)+ ordters)

ol

—(cle2p(u + p)(v + p)(a + p)(—k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p))
(e2k1p(v + p)?(a + p)? + cl (k2u?ap + c2(k2ua + k1(v + p)(a + p))?)))/
(c2k1Pp(v + p)?(a + p)2+

el (k2Pu??p + c2(u + ) (v + ) (e + ) (k2ua + K1(v + p) (o + 1)),

k1],

D[

(c2k1p(v + p)(a + p)(—2k2Pua — (k1P — u — p)(v + p) (o + p))—
clk2ua(uap(—k1P + u + p) + c2(u + p)(k2ua + k1(v + p)(a + p))))/
(c2k1p(v + p)?(a + p)? + cl (k2u?a?p + c2(k2ua + k1(v + p)(a + p))?)) , k1], 0,
D[

(k2 (c2k1Pp(v + p)?(a + p)?+

cl(c2(u+ p)(v + p)(a + p)(k2ua + k1(v + p)(a + p))+

uap(—k2Pua — 2(k1P —u — p)(v + p)(a + p)))))/

(c2k1p(v + p)?(a + p)? + cl (k2u?a?p + c2(k2ua + k1(v + p)(a + p))?)) ,k1]},
{0,0,0,0}, {0,0,0,0}};

w0 =
1

V2

(V((—(cle2klp(u + p)(v + p)(a + p)(—k2Pua — (K1P — u — p)(v + p)(a + 1))/
(c2k1Pp(v + p)?(a + p)>+

cl (k2Pu?a?p + c2(u + p) (v + p)(a + p)(Kua + k1(v + p)(a + p)))) +
(Pu(—c2klp(v + p)(a + p)(—2k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p))+
clk2ua(uap(—k1P + u + p) + c2(u + p)(k2ua + k1(v + p)(a + p)))))/
(c2k1Pp(v + p)?(a + p)>+

cl (k2Pu?a?p + c2(u + p)(v + p)(a + p)(kK2ua + k1(v + p)(a + 1)) —
(—a — p)(u+ 2u — (cle2k2uou(—k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/
(c2k1Pp(v + p)* (e + p)? + el (k2Pu?a®p + c2(u + p) (v + p)(a + p)

(k2ua + k1(v + p)(a + pn))))—

(cle2klp(v + p)(a + p)(—k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/
(c2k1Pp(v + p)?(a + p)? + cl (k2Pu0?p + c2(u + p) (v + p)(a + p)

(k2ua + k1(v + p)(a + p))))—

c2klp(vtp)(atp)(—k2Pua—(k1P—u—p)(vtp)(atp))
c2k1 p(v+p)2(a+u)2+cl(k2u2a2 p+c2(k2ua+kl (v+u) (a+u))2)
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(k1(c2p(v + p)(a + p)(—k2Puc + (u + p)(v + p)(a + p))+

cl (k2Pu?ap + c2(u + p) (v + p)(a + p)(Kua + k1(v + p)(a + p)))))/

(c2klp(v + p)(a + u)? + cl (k2u?a®p + c2(k2ua + k1(v + p)(a + pn))?))) +

(—v — p)(—u — a — 3u + (clc2k2uap(—k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/
(c2k1Pp(v + p)?(a + p)? + cl (k2Pu0?p + c2(u + p) (v + p)(a + p)

(k2ua + k1(v + p)(a + p))))+

(cle2klp(v + p)(a + p)(—k2Puc — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/

(c2k1Pp(v + p)* (e + p)? + el (k2Pu?a®p + c2(u + p) (v + p)(a + )

(k2ua + k1(v + p)(a + p))))+

o2klu(v+p)(atp)(—k2Pua—(IP—u—p)(v+u)(atw) __
c2k1p(v+p)?(a+p)2+cl(k2u202 p+c2(k2uat+kl (v+u) (a+p))?)

(k1(c2p(v + p)(a + p)(—k2Pua + (u + p)(v + p)(a + p))+

cl (k2Pu?a’p + c2(u + p) (v + p)(a + p)(k2ua + k1(v + p)(a + p)))))/
(c2klp(v + p)?(a + u)? + cl (k2u?e®p + c2(k2ua + k1(v + p)(a + p))?)))) —
(v(4p(—k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p))+

((cle2klp(u + p)(v + p)(a + p)(—k2Pua — (K1P — u — p)(v + p)(a + 1))/
(c2k1Pp(v + p)* (e + p)? + el (k2Pua®p + c2(u + p) (v + p)(a + )

(k2ua + k1(v + p)(a + p))))—

(Pu(—c2klp(v + p)(a + p)(—2k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p))+
clk2ua(uap(—k1P + u + p) + c2(u + p)(K2ua + k1(v + p)(a + p)))))/
(c2k1Pp(v + p)* (e + p)? + el (k2Pua®p + c2(u + p) (v + p)(a + )

(k2ua + k1(v + p)(a + p))))+

(—a — p)(u + 2u — (cle2k2uou(—k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/
(c2k1Pu(v + p)?(a + p)? + cl (k2Pu?a?p + c2(u + p) (v + p)(a + p)

(k2ua + k1(v + p)(a + p))))—

(cle2klp(v + p)(a + p)(—k2Puc — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/
(c2k1Pp(v + p)?(a + p)? + cl (k2Pu0?p + c2(u + p) (v + p)(a + p)

(k2ua + k1(v + p)(a + pn))))—

c2klp(v+p)(atp)(—k2Pua—(kK1P—u—p)(v+p)(atp))
2kl p(v+p)2(at+p)2+cl(k2u2a? p+c2(k2ua+kl (v+p) (a+up))?)

(k1(c2p(v + p)(a + p)(—k2Puc + (u + p)(v + p) (o + p))+

cl (k2Pu?ap + c2(u + p) (v + p)(a + p)(Kua + k1(v + p)(a + p)))))/

(c2k1p(v + p)?(a + p)? + cl (k2u?a?p + c2(k2ua + k1(v + p)(a + p))?))) —

(—v — p)(—u — a — 3u + (clc2k2uap(—k2Pua — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/
(c2k1Pp(v + p)?(a + p)? + cl (k2Pu0?p + c2(u + p) (v + p)(a + p)

(k2ua + k1(v + p)(a + p))))+

(cle2klp(v + p)(a + p)(—k2Puc — (k1P — u — p)(v + p)(a + p)))/

(c2k1Ppu(v + p)*(a + p)? + cl (k2Pu’a®p + c2(u + p) (v + p)(a + p)
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(k2ua + k1(v + p)(a + p))))+

c2k1p(v+ ) (a+p) (—k2Pua— (k1 P—u—p)(v+p) (a+p)) +
c2k1p(v+p)?(a+p)2+cl(k2u202 p+c2(k2uat+kl (v+u) (a+p))?)

(k1(c2u(v + p) (o + p)(—k2Pua + (u + p)(v + p)(a + p))+
cl (k2Pu?a?p + c2(u + p) (v + p)(a + p)(K2ua + k1(v + p)(a + p)))))/
(c2klp(v + p)*(a + p)? + cl (k2u’0’p + c2(k2ua + k1(v + p) (e + “))2))))2)))) ;

transv = Re[pb.(A4’.q)];

ImplicitPlot[transv == 0, {k1, 0.8,0.98}, {k2,0.1,0.3}]
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—Contour Graphics—

ImplicitPlot[F == 0, {k1,0.8,0.98}, {k2,0.1,0.3}]
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